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  ในงานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อออกแบบและสรางโปรแกรม Graphical User Interface 

สําหรับรับคาอินพุตคาตัวแปรตางๆ ที่ใชในการคํานวณเพื่อหาสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนต รวมถึง
การแสดงผลเอาทพุตหลังการคํานวณในรูปแบบที่เหมาะสมดวยโปรแกรม MATLAB และสามารถหา
คา Moment of Inertia ของแขนกลรูปทรงเรขาคณิตอยางงายเพื่อนํามาชวยใหหาสมการการเคลื่อนที่
ไดถูกตองยิ่งขึ้น 

การดําเนินการวิจัยนี้ไดออกแบบและสรางสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตดวยทฤษฎีของ 
ออยเลอร-ลากรานซ  และวิเคราะหปญหาของหุนยนตแบบ Forward Kinematics  ผูใชตองมีขอมูลที่
เปนตาราง D-H (Denavit-Hartenberg) อินพุตที่โปรแกรมโดยที่ผูใชสามารถอินพุตคาที่เปนเชิงตัวเลข
หรือคาที่เปนตัวแปรก็ได ซึ่งโปรแกรมจะนําคาที่ไดไปคํานวณตอโดยใชฟงกชั่น Symbolic ถาคาที่
อินพุตเปนตัวแปร คาผลลัพธคําตอบที่ไดจะติดเปนตัวแปรเชนกัน ในสวนการอินพุตคาโมเมนตความ
เฉื่อยที่เปนรูปทรงเรขาคณิตอยางงาย ผูใชสามารถเลือกไดงายโดยมีรูปภาพมาประกอบใหเลือกและใส
คาตัวแปรตางๆ ดังรูป การแสดงผลของผลลัพธคําตอบสามารถแสดงออกมาไดหลายโปรแกรม แลวแต
ผูใชจะเปนผูเลือก เพื่อที่สามารถนําไปประยุกตกับโปรแกรมอื่นเพื่อหาคําตอบที่เปนเชิงตัวเลขไดอีกครั้ง 

 จากการทดสอบโปรแกรมพบวาวิธีการหาสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตดวยโปรแกรมนั้นมี
ความถูกตอง เมื่อแสดงใน โปรแกรม แตเมื่อผลที่ไดออกมาใหรูปแบบของ Microsoft Office Word 
หรือโปรแกรมอื่น จะไมสามารถทําใหอยูในรูปของสมการที่เขาใจไดงาย ดังนั้นจึงตองเขาใจในตัวแปร
ของสมการดังกลาวดวย   
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 In this thesis have the objective for designs and construction Graphical User 
Interface for input the variable at use in the computation for find dynamic equation of a robot 
include outcome calculation show in the format that is appropriate with a program MATLAB 
and find inertia momentum of arm simply geometric for bring to help give can seek dynamic 
equation is correct increasingly. 
 Operation researched this design and construction equation of robot motion 
describing by Euler-Lagrange equations and analytical robotic manipulators in term of 
Forward Kinematics, D-H (DENAVIT-HARTENBERG) can be incorporated to the program 
including the digital and variable inputs. MATLAB program determines the data by symbolic 
function, if input is the variable then the outcome is also the variable, in case of input the 
inertia momentum is simply geometry the user simply chose by have the picture assemble 
and input variable follow picture the expression of result can be illustrated in many 
programs base on user preference which aims to apply with the other program that 
generates the result as digital once again. 
 From program tested discover that the method find dynamic equation of a robot 
with program has the justice, when show in program but when at get come out give the 
format of MS. Word or a program is other will can not display in format of the equation that 
simply understand thus then must understand in the variable of the equation with. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
 ในยุคสมัยที่เทคโนโลยีมีการพัฒนาเจริญกาวหนานั้น งานภาคอุตสาหกรรมกลับมีความ
ตองการจางแรงงานจํานวนมาก ทําใหตนทุนการผลิตของแตละโรงงานเพิ่มสูงขึ้น ประกอบกับงาน
อุตสาหกรรมบางอยางอันตรายและมีความเสี่ยงสูง หรือเปนงานที่ตองการความรวดเร็วและแมนยําใน
การผลิต ทําใหหุนยนตกลายมาเปนทางออกของงานภาคอุตสาหกรรม 
 หุนยนตสามารถทํางานไดแบบอัตโนมัติ โดยมีอุปกรณควบคุมใหหุนยนตทํางานตาม
เปาหมายที่กําหนด ในกระบวนการทํางานที่ดําเนินไปอยางชา ๆ นั้น จะสามารถควบคุมตัวแปรดวยมือ
หรือเครื่องมือพื้นฐานได แตสําหรับกระบวนการที่ตองการความรวดเร็วและถูกตองสูง เราไมอาจ
สามารถควบคุมดวยมือได เพื่อหลีกเหลี่ยงความลาชาและไมสม่ําเสมอของมนุษย จึงมีผูนําเอา
คอมพิวเตอรมาประยุกตเขากับหุนยนต ทําใหเกิดผลสําเร็จของการควบคุมอยางรวดเร็ว เที่ยงตรง และ
มีเสถียรภาพ 

 ในการควบคุมการเคลื่อนที่ของหุนยนตนั้น มีตัวแปรหลายอยางที่เขามาเกี่ยวของ และมีการ
คํานวณที่ซับซอนหลายขั้นตอน อาจทําใหเกิดความผิดพลาดไดงาย การนําโปรแกรมคอมพิวเตอรมา
ใชจึงเปนอีกวิธีหนึ่งในการแกไขปญหา และสงผลใหการควบคุมการเคลื่อนที่ถูกตอง แมนยํา และ
รวดเร็วมากยิ่งขึ้น 

 
  
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

   1.2.1  เพื่อออกแบบและสรางโปรแกรมเชื่อมตอกับผูใชทางกราฟกสําหรับรับคาอินพุตคาตัว
แปรตางๆ ที่ใชในการคํานวณเพื่อหาสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนต รวมถึงการ
แสดงผลเอาทพุตหลังการคํานวณในรูปแบบที่เหมาะสมดวยโปรแกรม MATLAB 

           1.2.2 เพื่อออกแบบและสรางโปรแกรมเชื่อมตอกับผูใชทางกราฟกจาก MATLAB เพื่อหาคา
โมเมนตความเฉื่อยรูปทรงเรขาคณิตอยางงาย 
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1.3  ขอบเขตของการวิจัย 
 1.3.1 โปรแกรมเชื่อมตอกับผูใชทางกราฟกสามารถรองรับจํานวนแขนตอ (Link) ที่มีใน

ระบบไดไมจํากัดจํานวน แตงในงานวิจัยนี้จะทดสอบเพียง 6 แขนตอ 
 1.3.2  สรางและแสดงผลสมการการเคลื่อนที่ใหออกมาในรูปแบบของ MATLAB และ 

Microsoft Office Word  
 1.3.3 วิเคราะหปญหาของหุนยนตแบบหาจลศาสตรไปขางหนา (Forward Kinematics) 
 1.3.4  ใสรูปแบบของโมเมนตความเฉื่อยของแขนตอที่มีรูปทรงเรขาคณิตอยางงายได เชน 

ทรงวงกลม ทรงวงรีทรงกระบอก ทรงพีระมิด ทรงพาราโบลอย เปนตน 
 1.3.5  สามารถหาโมเมนตความเฉื่อยของแขนตอที่แกนหมุน ณ จุดใด ๆ 
 
 
1.4  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

 1.4.1 ชวยในดานการเรียนการสอน โดยผูที่กําลังศึกษาหรือสนใจเรื่องหุนยนตสามารถนํา
สมการการเคลื่อนที่ ที่ไดจากการคํานวณดวยมือมาตรวจสอบกับโปรแกรม 

 1.4.2 ผลของการวิจัยจะทําใหโปรแกรมคอมพิวเตอรสามารถหาสมการการเคลื่อนที่ไดอยาง
รวดเร็ว แมนยําและถูกตอง 

 1.4.3 ผลของการวิจัยจะทําใหโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถหาคาโมเมนตความเฉื่อย
รูปทรงตางๆ ทั้งที่มีรูปทรงเรขาคณิตอยางงาย 

 1.4.4 เปนการสรางองคความรูพื้นฐาน เพื่อที่จะพัฒนาไปสูความรูทางวิชาการและ
วิทยาการที่สูงขึ้น 

 1.4.5 เปนแนวทางในการสรางและพัฒนาโปรแกรมที่เกี่ยวกับหุนยนตในอนาคต 
 1.4.6 สามารถนําเอาขอมูลทฤษฎีที่ไดจากการศึกษางานวิจัยนี้ นําไปวิเคราะหรวมกับ

งานวิจัยอื่นที่มีลักษณะคลายคลึงกันได 



                                                                                                                                                   

บทที่ 2 
งานวิจัยและทฤษฎีที่เกี่ยวของ 

 
 ในการวิจัยครั้งนี้ ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตามหัวขอตอไปนี้ 
 1.  ทบทวนงานวิจยัที่เกี่ยวของ 
 2.  ทฤษฎทีี่เกีย่วของ  
 
2.1 ทบทวนงานวิจัยทีเ่กี่ยวของ 
 ในการออกแบบหุนยนตจะตองมีการคํานวณหาสวนตางๆมากมาย หนึ่งในนั้นมีการหา
สมการการเคลื่อนที่ของหุนยนต ซึ่งถือวาสําคัญอยางมาก โดยสมการการเคลื่อนที่จะเปนตัวกําหนด
เสนทางการเคลื่อนที่ของหุนยนตใหเปนไปตามที่ตองการ จึงไดมีการคิดคนพัฒนาโปรแกรมเพื่อชวยใน
การคํานวณหา อาทิเชน 
 เครื่องมือที่ใชเกี่ยวกับหุนยนตในโปรแกรม MATLAB (Robotics Toolbox for MATLAB) , 
2000 มีฟงกชั่นใหเลือกใชมากมายและเปนประโยชนในเรื่องหุนยนต เชน จลนศาสตร (Kinematics) 
การเคลื่อนที่และการสรางเสนทางการเคลื่อนที่ เครื่องมือนี้ยังมีประโยชนสําหรับการจําลองผลการ
วิเคราะหจากการทดลองดวยหุนยนตจริง โดยหลักๆใชวิธีของจลนศาสตรและการเคลื่อนที่ของการ
ผสมผสานจุดตอหลายรูปราง ซึ่งแบบหุนยนตที่ใชก็รูจักกันดีเชน พูมา560 (Puma 560) และ สแตม
ฟอรดอาม (Stanford Arm) ฟงกชั่นของเครื่องมือที่ใชเชน เวกเตอร การเปลี่ยนรูปของวัตถุที่ประกอบ
เขากันและการแบงภาคระนาบทั้งสี่ซึ่งจําเปนกับการแทนคาของจุดสามมิติและการพลิกหักเห จะสงผล
ใหการแสดงภาพกราฟกทาทางของหุนยนตไดดีอีกดวย เพียงใหคา DH (Denavit and Hartenberg 
Parameters) หุนยนตก็จะสามารถเคลื่อนเปนลําดับจากจุดขอตอไปหาจุดอางอิงผลที่ไดรับจาก
โปรแกรมคือ จุดตําแหนงที่แสดงในกราฟฟกซึ่งสามารถนําไปเปรียบเทียบกับวิธีการอื่นที่หาไดและได
ภาษาโปรแกรมหลัก (Source Code)  ซึ่งนั่นจะเปนประโยชนสําหรับการทําความเขาใจและการเรียน
การสอน 
 Web Enabled Robot Design and Dynamic Control Simulation Software Solutions 
From Task Points Description โดย ทาเลค โซบ สาโรดร พาเทลและไบล หวัง (Tarek Sobh, Sarosh 
Patel and Bei Wang) แหงมหาวิทยาลัยบริจพอรต, 2005 ไดรวมกันสรางเวบไซดสําหรับการออกแบบ
หุนยนต และการจําลองการเคลื่อนที่ โดยไดจากรายละเอียดของจุดงาน การรวมโปรแกรมตางๆ และ
การคํานวณอยางมีประสิทธิภาพดวยการใชหลักคณิตศาสตรและความสามารถของ MATLAB การ
กําหนดตําแหนงและความเร็วของแตละจุด โปรแกรมจะออกแบบหุนยนต  3 ระดับข้ันความเสรีให
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เรียบรอย โดยใชหลักการคํานวณของตัวแปรทางการเคลื่อนที่ที่เหมาะสมอาทิเชน ความยาวของขอตอ 
มวลและโมเมนตความเฉื่อย 
 สรุปจากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของทําใหทราบวามีการพยายามสรางโปรแกรมชวยในการ
ออกแบบหุนยนตใหมีความถูกตองและงายตอการศึกษาเรียนรู ซึ่งสวนใหญจะสรางจากการอางอิง
รูปแบบหุนยนตที่เปนมาตรฐาน จํากัดจํานวนขอตอ (Link) ของแขนหุนยนตและออกแบบเปนแบบ
สําเร็จรูป โดยไมสามารถจะบงบอกหรือแสดงสมการการเคลื่อนที่ที่คํานวณไดดวยโปรแกรม ซึ่งจะ
นํามาศึกษาเปรียบเทียบความถูกตองหลังคํานวณไดดวยมือจากที่ศึกษามา จึงทําใหผูวิจัยมีความ
สนใจที่จะศึกษาและสรางโปรแกรมที่สามารถคํานวณหาสมการการเคลื่อนที่ ใหแสดงอยูในรูปแบบ
ตาง ๆ เพื่อสะดวกตอการนําไปใชงาน โดยโปรแกรมสามารถหาจํานวนขอตอไดไมจํากัดจํานวน อีกทั้ง
สามารถกําหนดรูปทรงของขอตอ ในรูปทรงเรขาคณิตอยางงายในรูปทรงตาง ๆ ไดดวย ซึ่งจะทําให
สมการการเคลื่อนที่มีความถูกตองมากยิ่งขึ้น 
 
2.2 ทฤษฎีที่เกี่ยวของ  
 2.2.1 โมเมนตความเฉื่อยของวัตถุ (Moment of Inertia of the Mass)  
 2.2.1.1 จุดศูนยกลางมวล (Center of Mass; CM)  
 จุดศูนยกลางมวลถือวาเปนจุดเสมือนมวลสําหรับวัตถุขนาดใหญ หรือระบบอนุภาครวมอยูที่
จุดนั้น โดยปกติจุดศูนยกลางมวลและจุดศูนยกลางความถวง จะเปนจุดเดียวกันและอาจอยูภายใน
หรือภายนอกวัตถุก็ได ถาวัตถุมีขนาดใหญมาก ในทํานองเดียวกันกับจุดศูนยกลางความถวงก็จะหา
จุดศูนยกลางมวล 
 

  ..mcx   =  
∑
∑

m
mx ii      (2.1) 

   ..mcy   =  
∑
∑

m
my ii      (2.2) 

   ..mcz    =  
∑
∑

m
mz ii      (2.3) 

 
ให ..mcx , ..mcy , ..mcz  คือ จุดพิกัดของจุดศูนยกลางมวล ถาให rv  เปนเวกเตอร ตําแหนงของจุดศูนย

กลางมวล จะได  ..mcr
v  = 

m
rm ii∑  เทียบกับแกนพิกัด xyz  กับแกนพิกัด  ..mcx , ..mcy , ..mcz  จะมีจุด

กําเนิดที่จุดศูนยกลางมวล 
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ภาพประกอบ 1 แสดงตําแหนงจุดศนูยกลางมวล (CM) 
 

  2.2.1.2 วิธีคํานวณหาโมเมนตความเฉื่อย (Moment of Inertia) 
  2

ii rmI ∑=   เปนสมการที่หาโมเมนตความเฉื่อยในกรณีที่มวลเปนจุด แตถามวลมี
รูปทรงขนาดใหญและเนื้อวัตถุกระจายอยางสม่ําเสมอจะตองใชวิธีการอินทิกรัลแทนโดยแบงมวลของ
วัตถุออกเปนชิ้นเล็ก ๆ มีคา dm  อยูหางจากแกนหมุนเปนระยะ r  โมเมนตความเฉื่อยของอนุภาค
เล็กๆ นี้จะเปน 
 

   dI  = dmr 2      (2.4) 
 
โมเมนตความเฉื่อยของวัตถทุั้งกอน 
 

   I  = ∫ dmr 2     (2.5) 
 
ถา ρ เปนความหนาแนนของวัตถ ุและ dV เปนปริมาตรเลก็ 
 

   dm  = ρdV      (2.6) 
 
แทนในสมการ(2.5) จะได 
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   I  = ∫ 2r ρdV     (2.7) 
 

การกระจายของมวลเปนเนือ้เดียวสม่ําเสมอ ความหนาแนนจะคงที ่สามารถนําออกนอกเครื่องหมาย 
อินทกิรัลได 
 

   I  = ρ∫ 2r dV     (2.8) 
 
dV   คือปริมาตรเล็ก ๆ ของมวล dm  จงึมีลักษณะเหมือนจุด 
 ดังเชน วิธีคํานวณหาโมเมนตความเฉื่อยของแทงกลมขนาดเล็ก มวล m  ยาว l  เนื้อวัตถุ
กระจายสม่ําเสมอ แกนหมุนตั้งฉากกับจุด O  หางจากปลายแทงขางหนึ่งเปนระยะ h  แบงแทงกลม
เปนชวงเล็ก ๆ dx  หางจากจุด O  เปนระยะ x  อัตราสวนของมวลกอนเล็ก ๆ dm  ตอมวลทั้งกอน m   
จะเทากับ อัตราสวนของ dx  กับความยาวทั้งหมด l  ดังนี้ 

 
 

ภาพประกอบ 2 แทงกลมขนาดเล็ก สวนทีแ่รเงาคือมวล dm  เล็ก ๆ ที่แบงในชวง dx  
 

ดังนัน้จะได 
 

l
dx

m
dm

=      (2.9) 

l
mdxdm =              (2.10) 

 
แทนคา dm  ลงในสมการ (2.5)  และอินทิเกรตบนแกน x  จาก h−   ถึง  hl −   ดังนี้ 
 

h  
hL −  
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0I  = ∫ dmx 2       
      = dxx

l
m hl

h∫
−

−

2        

      = hl
h

x
l
m −

−3

3

                     

      = )3ln3(
3
1 22 hlm +−    (2.11) 

 
สมการ (2.11) ที่ได สามารถหาโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนหมุนไดทุก ๆ แกน ตัวอยางเชน 
ถาแกนหมนุอยูที่ปลายแทงดานซาย 0=h  จะได 
 

           2

3
1mlI =                (2.12) 

 
แกนหมุนอยูทีป่ลายแทงดานขวา lh =  จะได 
 

         2

3
1mlI =  

 
เทากันเพราะมวลมีลักษณะสมมาตร  ทัง้ซายขวา 
ถาแกนหมนุผานจุดศูนยกลางมวล h  = 

2
l  

 
           2

12
1 mlI =                (2.13) 

   
  2.2.1.3 ทฤษฎีแกนขนาน (Parallel Axis Theorem) 
 รอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล แทนดวย ..mcI  แตถาเราตองการหาโมเมนตความ
เฉื่อยรอบแกนหมุนใหมที่ขนานกับแกนหมุนเดิมเปนระยะ d  ก็สามารถคํานวณหาได โดยใชทฤษฎี
ของสไตเนอร (Steiner's Theorem) หรือทฤษฎีแกนขนาน (Parallel Axis Theorem) ซึ่งเขียนเปนรูป
ของสมการไดวา 
 

     I  = ..mcI + 2md           (2.14) 
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 ..mcI  คือโมเมนตความเฉื่อยของวัตถุมวล m  รอบแกนหมุนที่ผานจุดศูนยกลางมวล 
 I       คือโมเมนตความเฉื่อยของวัตถุรอบแกนซึ่งขนานกับแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวลและ
หางเปนระยะ d  

 
 

ภาพประกอบ 3 แสดงภาพประกอบทฤษฎีแกนขนาน 
 
การพิสูจนหาความสัมพันธของสมการ (2.14) เราจะกําหนดใหจุด C เปนจุดศูนยกลางมวลของวัตถุรูป
ใด ๆ มีพื้นที่ภาคตัดขวางดังภาพประกอบ 3 มีพิกัดที่ ( ..mcx , ..mcy , ..mcz  = 0)  ใหแกนหมุนที่ผานจุด C 
มีทิศตั้งฉากกับระนาบของกระดาษและแกนหมุนที่จุด P ซึ่งมีแกนขนานกับแกนที่ผานจุดศูนยกลาง
มวล P จะมีจุดพิกัดอยูที่  ( ax mc +.. , by mc +.. , ..mcz  = 0)  และระยะระหวางแกนทั้งสองมีคา d  ซึ่ง
เทากับ 22 ba +  จะทําใหอนุภาคมวล im  อยูหางจากจุด  22

ii yxc +=  และจุด 
22 )()( byaxP ii −+−= คาโมเมนตของความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุด P  มีคาเทากัน 

 
   ∑ −+−= })(){( 22 byaxmI iii  

        ∑ ∑ ∑ ∑++−−+= iiiiiiii mbaymbxmayxm )(22)( 2222  
 
เนื่องจากคา ..mcx และ ..mcy  เปน 0 เพราะเปนจุดศูนยกลางมวล ดังนั้น 
 
   ∑ ∑ == 0icmii mxxm  
   ∑ ∑ == 0icmii myym  

..mcY  

..mcX  O  

Y  

X  

ix  

iy  

a
b  

d  
C  
),( .... mcmc yx  

),( .... byaxP mcmc ++  
im  
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            I   =  ∑ ∑+++ iiii mbayxm )()( 2222  
                      I   =  2MdIcm +                         (2.15) 

 
 2.2.2 สมการการเคลื่อนที่ของหุนยนต (Dynamic Equations for Robot) 

 2.2.2.1 ทฤษฎีจลนศาสตร (Kinematics Theory)  
  จุดมุงหมายของการวิเคราะหจลนศาสตร เหมือนกับหุนยนตสามารถคิดได ตามที่
กําหนดขอตอเชื่อมตอดวยกันที่ขอตอตางชนิดกัน ถาขอตอสามารถเหมือนกันไดยิ่งทําใหงายยิง่ขึน้ เชน 
จุดตอหมุน (Revolute Joint) หรือ จุดตอเลื่อน (Prismatic Joint) หรือนอกจากนั้นเปนรูปทรงซับซอน
กวาได  เชน ลูกบอลและจุดตอที่เปนเบา (จากที่กลาวมา จุดตอหมุน เปนเหมือนจุดแกวงและหมุนรอบ
แกนเดียว จุดตอเลื่อน เคลื่อนที่เปนเสนตรงตามแกนๆ เดียว กลาวคือ ยืดหรือหดเขา) ความแตกตาง
ระหวาง 2 อยางนั้นคือ ประการแรก ขอตอมีเพียง หนึ่งระดับข้ันความเสรีของการเคลื่อนที่ มุมของการ
หมุนในกรณีของจุดตอหมุนและถาเปนการเคลื่อนที่แบบเสนตรงในกรณีของจุดตอเลื่อน ในทางตรงกัน
ขาม ลูกบอลและขอตอแบบเบามีสองระดับข้ันความเสรี 
  สมมุติใหหุนยนต มีขอตอจํานวน 1+n ขอตอ จาก 0 ถึง n เร่ิมตนจากฐานของ
หุนยนต เปนขอตอที่ 0 จํานวนจุดตอเร่ิมจาก 1 ถึง n  และลําดับจุดตอที่ i เปนจุดในชองวางที่ขอตอ 

1−i และ i ที่ตอกัน จุดตอที่ i เปลี่ยนมาใชแทนเปน iq ในกรณีของจุดตอหมุน iq เปนมุมของการหมุน
และในกรณีของจุดตอเลื่อน iq เปนระยะจุดตอเคลื่อนที่ สมมุติให iA เปนโฮโมจีเนียเมตริกนั้นเปลีย่นรปู
ตําแหนงของจุดจากเฟรม i ถึงเฟรม 1−i  เมตริก iA ไมคงที่แตจะแตกตางตามรูปรางของหุนยนตที่
เปลี่ยนไป อยางไรก็ตามสมมุติใหทุกจุดตอทั้งที่หมุนหรือเลื่อนเปน iA คือที่มี iq เปนฟงกชั่นของจุดตอ
เดียวที่เปลี่ยนแปลงเทานั้น จะได 

 

)( iii qAA =                (2.16) 

 
ขณะที่โฮโมจีเนียเมตริกนั้นเปลี่ยนรูปตําแหนงของจุดจากเฟรม j ถึงเฟรม i เรียกไดวาเปน ทรานฟอรม
เมชั่นเมตริก และใชแทนเปน j

iT จะไดวา 
 

    jjii
j
i AAAAT 121 ... −++=  if ji <              (2.17)

 IT j
i =  if ji =               (2.18) 

1)( −= i
j

j
i TT  if ij >               (2.19) 
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ภาพประกอบ 4 แสดงแกนทีติ่ดกับเฟรมของแขนกลรูปทรงคลายขอศอก 

 
ตําแหนงและการหักเหของจุดรับแรงสุดทายดวยสวนของจุดตั้งตนหรือฐานเฟรมที่สามเวกเตอร nd0

และเปน 3x3 โรเตชั่นเมตริก nR0 โดยลําดับและกําหนดเปนโฮโมจีเนียสเมตริก 
 

    







=

10
00
nn dR

H               (2.20) 

 
ดังนัน้ตําแหนงและการหักเหของจุดรับแรงสุดทายในสวนของเฟรมตั้งตนจะแสดงไดวา 
 

    )()...( 110 nn
n qAqATH ==              (2.21) 

 
แตละโฮโมจีเนียสทรานฟอรมเมชั่น iA เปนแบบนี ้
 

    







= −−

10
11
i
i

i
i

i
dR

A               (2.22) 

    







== + 10

...1

j
i

j
i

ji
j
i

dR
AAT              (2.23) 

 
เมตริก j

iR แสดงการหักเหของเฟรม j สัมพันธกบัโครง i และใหสวนที่หมุนของเมตริก Aตามที ่
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    j
j

i
i

j
i RRR 1

1... −
+=               (2.24) 

 
เวกเตอร j

id จะยอมใหติดกันไปตามหลกั ทั้งหมดนี้จะถกูใชในเรื่องของเมตริกจาโคเบียน 
 

    j
j

j
i

j
i

j
i dRdd 1

11
−

−− +=               (2.25) 
 
 2.2.2.2 เดนาวิต-ฮารเทนเบอรก (Denavit-Hartenberg) 
  Denavit-Hartenberg หรือ แบบแผน D-H ในความเปนแบบแผนแตละโฮโมจีเนียส 
ทรานฟอรมเมชั่น iA เปนการนําเสนอตามที่ผลคูณของสี่ลักษณะพื้นฐานในการเปลี่ยนรูป 
 

   
iiiiiiii xaxdzzi RotTransTransRotA αθ=              (2.26) 

       

 =

















−





















































 −

1000
00
00
0001

1000
0100
0010

001

1000
100

0010
0001

1100
1100
00
00

ii

iiii

ii

cs
sc

a

d
cs
sc i

i αα

ααθθ

θθ

           

 = 

















−

−

1000
0 i

i

i

dcs
sascccs
casscsc

ii

iiiiii

iiiiii

αα

θαθαθθ

θαθαθθ

                  (2.27) 

 
  ที่ส่ีขนาด iiii da αθ ,,, เปนตัวแปรของขอตอ i และจุดตอ i  เปนตัวแปรตางๆใน (2.26) 
โดยปกติจะแทนความหมายตามนี้ ia ใชเรียกแทนความยาว iα ใชเรียกแทนการบิด id ใชเรียกแทน
ระยะที่เยือนออกมาและ iθ ใชเรียกแทนมุม เมื่อเมตริก iA เปนฟงกชั่นของตัวแปรเดียวซึ่งเกิดขึ้นมาจาก
สามสิ่งที่นอกเหนือไปกวาสี่ขนาดของคาคงที่ที่ไดมาจากขอตอ ในขณะที่ส่ีตัวแปรจะมี iθ ของจุดตอ
หมุนและ id ของจุดตอเลื่อนเปนคาไมคงที่ของจุดตอนั้นๆ 
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ภาพประกอบ 5 แสดงการตั้งเฟรมตามวิธีเดนาวิต-ฮารเทนเบอรก (DENAVIT-HARTENBERG) 

 
  เปนการตั้งเฟรมบนขอตอตางๆ โดยใชวิธีของเดนาวิต-ฮารเทนเบอรก (DENAVIT-
HARTENBERG) จุดกําเนิดของเฟรมที่ )0( ii จะอยูบนจุดตัดระหวางจุดตอ 1+i กับเสนตั้งฉากระหวาง
จุดตอ i กับ 1+i  
  แกน ix  จะอยูบนจุดตอ 1+i   
  แกน iy  จะอยูบนเสนตัง้ฉากระหวางจุดตอ i  กับ จุดตอ 1+i  
  แกน iz  จะเปนไปตามกฎมือขวา 
  ia  คือ ความยาวของเสนตั้งฉากระหวาง 1−iz  กับ iz  
  id  คือ ระยะระหวาง 1−ix  กับ ix  ตามแนวแกน 1−iz  
  iα  คือ มุมระหวาง 1−iz  กับ iz  วัดรอบแกน ix  ตามกฎมือขวา 
  iθ  คือ มุมระหวาง 1−iz  กับ iz  วัดรอบแกน 1−iz  ตามกฎมือขวา 
 2.2.2.3 จาโคเบียน (Jacobian) 
  การพิจารณาหลักจลศาสตรของแขนกล จะนําไปสูความเร็วของหุนยนตซึ่งมี
ความสัมพันธของความเร็วจะหาไดโดยการใชจาโคเบียน ซึ่งจะแปลงคาระหวางอินพุตที่จุดเริ่มตน
กับเอาทพุตที่ปลายแขนกล จาโคเบียน มีความสําคัญมากในการวิเคราะหและการควบคุมการ
เคลื่อนไหวของหุนยนตเพราะจะทําใหไดมาซึ่งสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตไดในที่สุด สําหรับ
หุนยนตที่มีขอตอจํานวน n  ขอตอ จะสามารถหาจาโคเบียน ไดโดยการแปลงคาระหวางเวกเตอร
ความเร็วของจุดตอจํานวน n  เวกเตอร กับ 6 เวกตอรความเร็วของจุดปลายแขนกล ซึ่งจะมีทั้ง
ความเร็วเชิงเสนและความเร็วเชิงมุม 
  เมื่อพิจารณาหุนยนตที่มีขอตอจํานวน n  ขอตอ จะทําใหมีการเปลี่ยนของจุดตอ
จํานวน nqq ,...,1 จะไดวา 
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    







=
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00

0 qPqR
qT nn

n              (2.28) 

 
  เมื่อ T

nqqq ),...,( 1= ซึ่งเปนเวกเตอรของตัวแปรจุดตอ เมื่อหุนยนตมีการเคลื่อนที่ 
)(tqi จะทําใหมีการเปลี่ยนแปลงสองลักษณะคือ การเลื่อนตําแหนงและการหมุน ดังนั้นจึงสามารถหา

ความเร็วเชิงเสนและความเร็วเชิงมุมดวยการคิดเทียบกับเวลาที่เปลี่ยนแปลงไปคือ 
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               (2.29) 

จะไดวา 





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L  

 
 โดยที่ เมตริก iJ  ถูกเรียกวาจาโคเบียนซึง่จะมขีนาดเทากับ n×6 เมื่อ n  คือจํานวนของขอตอ 
 2.2.2.4 สมการออยเลอร-ลากรานซ (Euler-Lagrange Equations) 
 ในหัวขอนี้ไดอธิบายการหาสมการในหัวขอเร่ืองโฮโลโมนิกคอนสเทรน (Holomonic 
Constraints) เมื่อแรงบังคับมีคาสอดคลองกับงานที่เกิดขึ้น ซึ่งเปนการเคลื่อนที่แบบออยเลอร – ลา 
กรานซ (Euler-Lagrange Equations) มี 2 วิธีเปนอยางนอยที่จะหาสมการนี้ วิธีที่นําเสนอ ณ ที่นี้
อาศัยการแทนที่ แตอยางไรก็ตามสามารถหาสมการนี้ไดดวยหลักการของฮามินตัน 
  เมื่อระบบประกอบดวย k  อนุภาค ซึ่งสัมพันธกับ krr ,...,1  ถาอนุภาคเหลานี้เคลื่อนที่
อิสระโดยไมมีขอจํากัดแลว  ก็เปนการงายที่จะอธิบายการเคลื่อนที่ของอนุภาคนั้นๆโดยการ
เปลี่ยนแปลงโมเมนตัมของวัตถุมีคาเทากับแรงภายนอกที่มีตอส่ิงนั้น อยางไรก็ดีถาการเคลื่อนที่ของ
อนุภาคถูกบังคับ แรงที่นํามาคิดจะประกอบดวยแรงภายนอกและแรงบีบบังคับ ซึ่งนั่นก็คือยังตองการ
แรงบังคับเพิ่มอีกหนึ่งแรง อธิบายงายๆก็คือ สมมุติวาระบบประกอบดวย 2 อนุภาค  ซึ่งมาเชื่อมตอกัน
ดวยเชือกที่ไรน้ําหนัก ความยาวเทากับ l  ดังนั้น 1r  และ 2r  เทากับ 
 

   121 lrr =−  or ( ) ( ) 2
2121 lrrrr T =−−              (2.30) 

 
  ถามีแรงจากภายนอกมากระทําตอแตละอนุภาคแลว อนุภาคเหลานี้จะถูกกระทําไม
แตเฉพาะจากแรงภายนอกนี้เทานั้น ยังรวมไปถึงแรงที่มาจากเชือกดวยทิศทาง  12 rr −  ประกอบกับ
ขนาดที่เหมาะสม ดังนั้นเพื่อที่จะหาการเคลื่อนที่ของอนุภาคทั้งสองนี้ สามารถทําไดโดย วิธีแรก



 14

คํานวณจากแรงภายนอกแตละแรงที่มากระทําโดยแรงบังคับที่เกิดขึ้นอยูในลําดับของสมการ วิธีที่สอง
คํานวณจากวิธีวิเคราะหซึ่งไมอาศัยแรงบังคับ (ซึ่งไมจําเปนตองรูแรงบังคับ) ซึ่งวิธีที่สองนี้เปนที่นิยม
มากวาวิธีแรกเพราะวาโดยทั่วไปแลวตองคํานวณหาแรงบังคับที่เกิดขึ้น จุดประสงคของหัวขอนี้คือ
ศึกษาวิธีที่สอง 
  เร่ิมตนจากการอธิบายคํา “Holonomic”  คือ  แรงบังคับที่เกิดบนของคาพิกัด  k   เปน 

krr ,...,1  เมื่อแรงนีเ้ทากันจะเกิดสมการ 
 

    lirrg k ,...,1,0),...,( 11 ==              (2.31) 
 
  ถาสิ่งที่เกิดขึ้นมีลักษณะตรงกันขามกับส่ิงที่กลาวมา จะเรียกวา “Nonholonomic” 
แรงบังคับดังกลาว (2.30) กําหนดโดยการเชื่อมตอกันของ 2 อนุภาค ดวยเชือกที่ไรน้ําหนัก ซึ่งนั่นก็คือ
โฮโลโมนิกคอนสเทรน สวนตัวอยางของนอนโฮโลโมนิกคอนสเทรนพิจารณาจากการเคลื่อนที่ของ
อนุภาคหนึ่งๆ ภายใน หนึ่งความยาวรัศมีของทรงกลม ρ ที่จุดศูนยกลาง บริเวณจุดเริ่มตนของระบบ
คาพิกัดในกรณีนี้คาพิกัดเวคเตอร r  ของอนุภาค สัมพันธกับแรงบังคับ 
 

     ρ≤r               (2.32) 
 
  การเคลื่อนที่ของอนุภาค จะมีแรงบังคับ ดังนั้นอนุภาคยังคงรักษาระยะหางจากพื้นผิว
วัตถุทรงกลม แตเมื่อใดก็ตามที่อนุภาคเขาใกลจนสัมผัสกับพื้นผิววัตถุทรงกลม มันก็เทากับแรงบังคับ
นั่นเอง 
  ถาระบบขึ้นอยูกับโฮโลโมนิกคอนสเทรน l  เมื่อนั้นใหคํานึงถึงนิยามของระบบคอนส
เทรนที่มี l  ระดับข้ันความเสรีมากกวาระบบอันคอนสเทรนเล็กนอย ในกรณีนี้ ก็อาจเปนไปไดที่จะ
แสดงคา คาพิกัดของ k  อนุภาคในเทอม ของ n  คาพิกัดทั่วไป nqq ,...,1  สวนในความหมายอื่น เรา
คาดวาคาพิกัดของอนุภาคที่แตกตางกัน ข้ึนอยูกับชุดของแรงบังคับ ซึ่งสามารถแสดงดังลักษณะ
ตอไปนี้ 
 

    kiqqrr nii ,...,1),,...,( 1 ==              (2.33) 
 
โดยที่ nqq ,...,1 เปนอิสระจากกัน จริงๆแลวแนวคิดของคาพิกัดทั่วไปถูกนํามาใชเมื่ออนุภาคมีปริมาณ
มากมายไมจํากัดจํานวน ตัวอยางเชน วัตถุคงตัวรูปแบบแทนที่มีอนุภาคอยูมากมาย แตเนื่องจาก



 15

ระยะหางระหวาง 2 อนุภาคถูกจํากัดตลอดการเคลื่อนที่ของแทนวัตถุดังกลาว ดังนั้นเพียงแคคาพิกัด 6 
จุดก็เพียงพอที่เราจะระบุคาพิกัดของอนุภาคใดๆ ในแทนวัตถุขางตนไดอยางสมบูรณแบบ โดยเฉพาะ
อยางยิ่งสามารถใช คาพิกัด 3 จุด เพื่อบงชี้ตําแหนงจุดศูนยกลางมวลของแทนวัตถุ และใชมุมออยเลอร 
3 มุมเพื่อกําหนดทิศทางของแทนวัตถุ และเพื่อใหงายตอการอธิบายเราจะสมมุติใหจํานวนของอนุภาค
ถูกจํากัด โดยทั่วไปคาพิกัดทั่วไป ก็คือตําแหนงที่ต้ัง หรือมุม เปนตน เราสามารถกําหนดความหมาย
ของตัวแปรของจุดตอสัญลักษณ nqq ,...,1  ไวอยางชัดเจน เพราะตัวแปรของจุดตอเหลานี้จะแสดง
สัญลักษณเปนชุดของคาพิกัดทั่วไป สําหรับหุนยนตที่มีขอตอจํานวน n  ขอ 
  เมื่อเรากลาวถึงเวอชวลดิสพเลซเมนต (Virtual Displacements) (การแทนที่ที่เกิดขึ้น
จริง) มันคือชุดของ krr δδ ,...,1  ของการแทนที่ที่ไมสามารถนับได โดยสอดคลองกันกับแรงบังคับ 
ตัวอยางเชน เมื่อพิจารณาถึงแรงบังคับอยางเชนในสมการ (2.30) และสมมุติให 21,rr  ถูกกระจายเปน  

,, 2211 rrrr δδ ++  ตามลําดับ ดังนั้นเพื่อที่จะใหสัมพันธกับแรงบังคับ เราตองทําใหอยูในสมการดังนี้ 
 

   2
22112211 )()( lrrrrrrrr T =−−+−−+ δδδδ            (2.34) 

 
จากนั้นเมื่อเรากระจายสมการดังกลาวขางตน และถือเอาความจริงทีว่าคาพิกัดเดิม 21,rr   สัมพนัธกับ
แรงบังคับ ทําใหเราตัดพจนกําลังสองของ 21 , rr δδ  จะไดวา 
 

    0)()( 2121 =−− rrrr T δδ             (2.35) 
 
ดังนั้นตําแหนงที่ยุงยากของสองอนุภาคตองสอดคลองกับสมการขางตน เพื่อวาตําแหนงที่ยุงยากจะได
สัมพันธกับแรงบังคับ (2.30) คูของเวกเตอร ที่ไมสามารถวัดคาได 21 , rr δδ  ซึ่งสัมพันธกับ (2.35) นั้น
ประกอบดวย ชุดของเวอชวลดิสพเลซเมนต 
  เหตุผลของการใชคาพิกัดทั่วไปก็เพื่อที่จะหลีกเลี่ยงการจัดการความสัมพันธที่ซับซอน 
ดังเชนในสมการ (2.35) และถายังมีสมการ (2.33) อยูจะพบวาชุดของเวอชวลดิสพเลซเมนต คอนขาง
กระชับดังเชน 
 

    ∑
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1

1 ,...,1,δδ             (2.36) 

 
  โดยที่เวอชวลดิสพเลซเมนต nqq δδ ,...,1  ของคาพิกัดทั่วไป คือการไมมีแรงบังคับ (ซึ่ง
นั่นก็ทาํใหกลายเปน คาพิกดัทั่วไป) 
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  ตอนี้ไปจะอธิบายระบบแรงบังคับในสภาวะสมดุล โดยกําหนดใหแตละอนุภาคอยูใน
ภาวะสมดุล จากนั้นใหแรงสุทธิของแตละอนุภาค เปนศูนย ซึ่งก็เทากับวา งานที่ทําในแตละชุดของ 
เวอรชอลดิสพเลซเมนตเปนศูนย ดวยดังนั้น 
 

     ∑
=

=
k

i
i

T
i rF

1
0δ              (2.37) 

 
โดยที่ iF  คือ แรงทั้งหมดตออนุภาค i  ตามที่ไดอางไวขางตน แรง iF  จึงเปนคารวมของสองแรง หนึ่ง
คือ แรงที่กระทําตออนุภาคจากภายนอก if  และสองคือแรงบังคับ )(a

if  โดยสมมุติใหงานทั้งหมด
กระทําดวยแรงบังคับซ่ึงสัมพันธหรือเกี่ยวของกับชุดของเวอชวลดิสพเลซเมนตใดๆที่เปนศูนย ดัง
สมการ 

     ∑
=

=
k

i
i

Ta
i rf

1

)( 0)( δ             (2.38) 

 
ส่ิงที่กลาวมาขางตนจะถูกตองก็ตอเมื่อ แรงบังคับระหวางคูของอนุภาค มุงตรงไปตามเสนรัศมีซึ่ง
เชื่อมตอกันระหวางสองอนุภาคนั้นๆ โดยการแทนที่สมการ (2.38) เขาไปใน (2.37) จะไดผลลัพธดังใน
สมการ 
 

     ∑
=

=
k

i
i

T
i rf

1
0δ              (2.39) 

 
ความสมบูรณแบบของสมการดังกลาวคือ จะไมมีแรงบังคับที่ไมรูคามาเกี่ยวของกับในสมการนี้เลย แต
จะใชเฉพาะแรงภายนอกที่รูคา สมการนี้แสดงหลักการของงานที่เกิดขึ้นจริง ซึ่งกลาวไววา งานที่ทําโดย
แรงภายนอกสัมพันธกับชุดของเวอชวลดิสพเลซเมนตที่เปนศูนย จําไววา หลักการนี้ใชไมไดกับทุกงาน 
แตสมการ (2.38) ตองยังคงอยู นั่นคือแรงบังคับที่ไมทํางาน ฉะนั้นถากลาวถึงหลักการของงานที่เกิดขึน้
จริงก็สามารถวิเคราะหกลศาสตรของระบบโดยปราศจากการหาคาแรงบังคับ 
  มันงายที่จะพิสูจนหลักการของงานที่เกิดขึ้นจริง เมื่อไหรก็ตามแรงบังคับระหวางคูของ
อนุภาค มุงตรงไปตามแรงที่เชื่อมกันระหวางตําแหนงที่คาพิกัดของอนุภาคทั้งสอง โดยเฉพาะอยางยิ่ง
เมื่อถูกบังคับในรูปแบบสมการ (2.30) ซึ่งเปนหลักการของการประยุกตใช เมื่อพิจารณาถึง แรงบังคับ
แรงเดียวจากสมการ (2.30) จะตองออกแรงโดยเชือกที่ไรน้ําหนัก ดังนั้นแรงตองมุงตรงไปตามเสนรัศมี
ระหวางอนุภาคทั้งสอง หรืออาจกลาววา แรงที่กระทําตออนุภาคที่หนึ่งดวยเชือก จะตองอยูในฟอรม
ของ 
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     )( 21

)(
1 rrcf a −=             (2.40) 

 
สําหรับคาคงตัว c  (ซึ่งจะเปลี่ยนแปลงเมื่อ อนุภาคมีการเคลื่อนที่) ตามกฎของแรงกระทําและแรง
ปฏิกิริยา, แรงที่กระทําตออนุภาคที่สองดวยเชือกตองมีคาเปนลบ หรือตรงกันขามกับสมการขางตน 
นั่นคือ 
 

     )( 21
)(

2 rrcf a −−=             (2.41) 
 
ตอนนีท้ราบแลววา งานทีก่ระทําโดยแรงบังคับซึ่งสัมพนัธกับชุดของเวอชวลดิสพเลซเมนต คือ 
 

   )()()()( 21212
)(

21
)(

1 rrrrcrfrf TTaTa δδδδ −−=+           (2.42) 
 

แตในสมการ (2.35) แสดงใหเห็นชุดของเวอชวลดิสพเลซเมนต สวนสมการขางบนผลลัพธตองเปน
ศูนย ดังนั้นหลักการของงานที่เกิดขึ้นจริงซึ่งนําไปใชในระบบใดๆ จะถูกบังคับโดยสมการ (2.30) 
เหตุผลเดียวกันสามารถนําไปใชกับระบบที่ประกอบดวยหลายอนุภาค ซึ่งแตละคูของอนุภาคเชื่อมกัน
ดวยเชือกที่ไรน้ําหนักซึ่งจํากัดความยาวเชนในกรณีของระบบที่ถูกกําหนดไวสําหรับหลายแรงบังคับ
เหมือนในสมการ (2.30) 
  สวนขอกําหนดที่วา การเคลื่อนที่ของวัตถุที่มีความคงตัวสามารถแสดงไดเทากับ
ขอบังคับที่วาระยะทางระหวางคูของจุดใดๆตอวัตถุยังมีคาคงตัว แมวาวัตถุจะมีการเคลื่อนที่ 
เหมือนกับการบังคับที่ไมจํากัดในแบบสมการ  (2.30) ดังนั้นหลักการของงานที่เกิดขึ้นจริงถูกนําไปใช
เมื่อ ความแข็งคงตัวเปนเพียงแรงบังคับตอการเคลื่อนไหว มีบางสถานการณที่หลักการนี้ไมไดถูก
นําไปใชเชน เมื่ออยูในสนามแมเหล็ก อยางไรก็ตาม ในทุกเหตุการณที่กลาวขึ้นนี้ เราสมมุติใหหลักการ
ของงานที่เกิดขึ้นนั้นใชไดจริง 
  ในสมการที่ (2.39) เวอชวลดิสพเลซเมนต irδ  ไมเปนอิสระตอกัน ดังนั้นเราไม
สามารถสรุปไดจากสมการนี้ ซึ่งแตละสัมประสิทธิ์  if  เทากับศูนย โดยไมข้ึนตรงตอกัน และเพื่อที่จะ
ประยุกตเหตุผลดังกลาว ตองเปลี่ยนรูปเปนคาพิกัดทั่วไป และกอนที่จะเปลี่ยนรูป เราถือวาระบบนั้นไม
จําเปนตองอยูในสมดุล ซึ่งเรียกระบบดังกลาววา “หลักการของ D’Alembert” ไดกลาวไววา เมื่อมีการ
ใหแรงซึ่งสมมุติข้ึนเปนคา ip  กระทําตออนุภาค i  โดยแตละ i  ที่ ip  คือ แรงเคลื่อนที่ของอนุภาค i  
เมื่อแตละอนุภาคอยูในสมดุล ดังนั้นถามีการดัดแปลงสมการ (2.37) ดวยการแทนที่ iF  โดย ii pF &−
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เมื่อนั้น ผลลัพธของสมการจะใชไดจริงสําหรับระบบที่เราเลือก และทําใหสามารถตัดแรงบังคับกอนที่
จะใชหลักการของงานที่เกิดขึ้นจริง ดังแสดงใน 
 

    ∑ ∑
= =

=−
k

i

k

i
i

T
ii

T
i rprf

1 1
0δδ &             (2.43) 

 
  สมการขางตนไมไดหมายความถึงวา แตละสัมประสิทธิ์ของ irδ  เทากับศูนย แตมีวัตุ
ประสงคแสดงแตละ irδ  ในเทอมที่เกี่ยวของกับเวอชวลดิสพเลซเมนตของคาพิกัดทั่วไป อยางเชนที่ทํา
ในสมการ (2.36) ดังนั้นงานที่เกิดขึ้นจริงกระทําโดยแรง if  จะได 
 

   ∑
=

=
k

i
i

T
i rf

1

δ ∑∑∑
== =

=
∂
∂ n

j
jjj

k

i

n

j j

iT
i qq
q
r

f
11 1

δψδ            (2.44) 

 
โดยที ่
 

    ∑
= ∂

∂
=

k

i j

iT
ij q

r
f

1

ψ              (2.45) 

 
ซึ่งถูกเรียกวา แรงทั่วไป ลําดับที่ j  จําไววา jψ  ไมจําเปนตองมีมิติของแรง ขณะเดียวกบัที่ jq  ก็ไม
ตองมีมิติของความยาว อยางไรก็ตาม jj qδψ  ตองมีมิติของงานเสมอ 
  จากนั้นทําใหเราศึกษาถึงผลรวมลําดับที ่2 ของสมการ (2.43) เนื่องจาก iii rmp &=  
 

   
∑∑∑ ∑
= == = ∂

∂
==

k

i

n

j
j

j

iT
ii

k

i

k

i
i

T
iii

T
i q

q
rrmrrmrp

1 11 1

δδδ &&&&&

          (2.46) 
 
จากนั้นเมื่อนาํผลลัพธของการดิฟเฟอเรนเชียล (Differentiate) มาใช จะเหน็ไดวา 
 

  


















∂
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


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
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∂
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i j

iT
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k

i j

iT
ji q

r
dt
drm

q
r

rm
dt
d

q
r

rm &&&&
11

         (2.47) 

 
เมื่อดิฟเฟอเรนเชียล สมการ (2.33) ดวยการใชกฎลูกโซ (Chain Rule) ทําใหได 
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    j

n

j j

i
ij q

q
r

rv && ∑
= ∂
∂

==
1

            (2.48) 

 
สังเกตจากสมการขางบนซึง่ 
 

     
j

i

j

i

q
r

q
v

&& ∂
∂

=
∂
∂             (2.49) 

 
และ 
 

    ∑
= ∂

∂
=

∂∂
∂

=












∂
∂ n

i j

i
l

lj

i

j

i

q
v

q
qq
r

q
r

dt
d

1

2

&           (2.50) 

 
โดย สมการ (2.40) เลียนแบบสมการ (2.48) การแทนที่ของสมการ (2.49) และ (2.50) เขาไปในสมการ 
(2.47) และให ii vr =&  จะได 
 

   






∂
∂

−











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




∂
∂
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k

i j

iT
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k

i j

iT
ii q

v
vm

q
v
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dt
d

q
r

rm
11 &

&&          (2.51) 

 
เมื่อเรากาํหนดให พลงังานจลน (พลังงานของการเคลื่อนที่) เปนปริมาณทีน่ับได 
 

     i
T
ii

k

i
vvmK ∑

=

=
1 2

1            (2.52) 

 
ดังนัน้ผลรวมขางตนสามารถแสดงใหกระชับข้ึนดวย 
 

    
jjj

iT
i

k

i
i q

K
q
K

dt
d

q
r

rm
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂∑

= &
&&

1

           (2.53) 

 
การแทนที่ของ สมการ (2.53) เขาไปในสมการ (2.46) พบวา ผลรวมลาํดับที่ 2 ใน สมการ (2.43) คือ 
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    ∑ ∑
= = 











∂
∂
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T
i q

q
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q
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dt
drp

1 1
δδ

&
&           (2.54) 

 
และสุดทาย เมื่อรวมสมการ (2.54) และ สมการ (2.34) จะให 
 

    ∑
= 





=






−
∂
∂

−
∂
∂n

j
jj

jj

q
q
K

q
K

dt
d

1
0δψ

&
          (2.55) 

 
เนื่องจากเวอชวลดิสพเลซเมนต jqδ เปนคาอิสระ ดังนัน้เราสามารถสรุปไดวา แตละสมัประสิทธิ์ใน
สมการ (2.45) เทากับศูนย นั่นก็คือ 
 

    nj
q
K

q
K

dt
d

j
jj

,...,1, ==
∂
∂

−
∂
∂ ψ
&

      (2.56) 

 
ถาแรงทัว่ไป jψ  คือผลรวมของแรงทั่วไป ที่ถกูกระทาํจากภายนอกและแฝงอยู ถาหากวา มีฟกชั่น jτ  
และ )(qV  ดังนั้น 
 

     j
j

j q
V τψ +

∂
∂

−=            (2.57) 

 
ทําใหสมการ (2.56) เขียนอยูในรูปของ 
 

     j
jj q
L

q
L

dt
d τ=

∂
∂

−
∂
∂
&

           (2.58) 

 
โดยที่ VKL −=  คือ  ลากรานซเจียน (Lagrangian) ของระบบฟงกชั่น V  คือ พลังงานศักยของ
ระบบ และฟงกชั่น K  คือพลังงานจลนของระบบ จําไววา สมการ (2.56) และ (2.58) คือ สมการลาก
รานซเจียน หรือ สมการออยเลอร-ลากรานซของการเคลื่อนที่ 
 2.2.2.5 สมการของการเคลื่อนที่ (Equation of Motion) 
  ในที่นี้เราใชสมการออยเลอร-ลากรานซ ที่หาไดในหัวขอผานมา เพื่อนํามาเปน
กรณีศึกษา เมื่อกําหนดใหมี 2 เงื่อนไขคือ อันดับแรกพลังงานจลนคือฟงกชั่นยกกําลังสองของเวคเตอร 
q&  ซึ่งอยูในรูปแบบของ 
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   qqDqqqqdK T
j

n

ji
iij &&&& )(

2
1:)(

2
1

,
== ∑            (2.59) 

 
  โดยที่ nn×  “เมตริกความเฉื่อย” )(qD  คือ คาสมมาตรและเปนบวก สําหรับแตละ 

nIRq∈  อันดับสองพลังงานศักย )(qVV =  ไมข้ึนอยูกับคา q&  ไดกลาวถึงการควบคุมหุนยนตที่
สอดคลองกับเงื่อนไขดังกลาวนี้ไปเรียบรอยแลว 
  สมการออยเลอร-ลากรานซ สําหรับระบบขางตนสามารถหาไดดังนี้ เนือ่งจาก 
 

   ∑ −=−=
ji

jiij qVqqqdVKL
,

)()(
2
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&&            (2.60) 

 
จึงได 
 

    ∑=∂
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jkj

k

qqd
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)(             (2.61) 

 
และ 
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∂
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∑ ∂
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ji k
ji

k

ij

k q
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&&             (2.63) 

 
ดังนัน้สมการออยเลอร-ลากรานซ สามารถเขียนไดเปน 
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j ji k
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     nk ,...,1=             (2.64) 
 
อาศัยการสลบั ลําดับของผลรวมและสมบัติการสมมาตรทําใหเราได  
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เนื่องจาก 
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ดังนัน้จะได 
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หรือที่เรียกกันวา “สัญลักษณครีซโทฟ” สําหรับคาคงตัว k เราให jikijk cc =  ซึง่จะชวยลดการคํานวณ
สัญลักษณเหลานี ้สุดทายถาให 
 

     
k

k q
V

∂
∂

=φ             (2.68) 

 
ดังนัน้เราสามารถเขียนสมการออยเลอร-ลากรานซ ไดเปน 
 

  ∑ ∑ =++
j ji

kkjiijkjkj qqqqcqqd
,

,)()()( τφ&&&&  nk ,...,1=          (2.69) 

 
 จากสมการขางตน สามารถแบงไดออกเปน 3 เทอม เทอมแรก เกี่ยวของกับ อนุพันธอันดบัสอง
ของคาพิกัดทั่วไป เทอมที่สอง คือ สมการกําลังสองในเทอมของอนุพันธอันดับหนึ่งของ q  โดยที่คา
สัมประสิทธิ์ข้ึนอยูกับ q  จากนั้นทําใหสามารถจัดแบงออกเปน 2 กลุมยอย คือเทอมที่เกี่ยวของกับผล
คูณของ 2

iq  เรียกวา “เหวี่ยงออกจากศูนยกลาง” ในขณะที่อีกเทอมหนึ่งเกี่ยวของกับผลคูณของ ji qq  
เมื่อ ji ≠  หรือเรียกวา “Coriolis” สวนเทอมที่สามเกี่ยวของกับเฉพาะคา q  แตไมรวมอนุพันธของ q  
ซึ่งจะเขาใจงายขึ้นเมื่อทําการดิฟเฟอเรนเชียลพลังงานจลน และทําใหสามารถเขียน (2.69) ใหอยูใน
เมตริกรูปแบบดังนี้ 
 

    τ=++ )(),()( qgqqqCqqD &&&&            (2.70) 
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โดยที่ thjk,  เปนสวนของเมตริก C ),( qq &  ถูกนิยามใหเปน 
 

            ∑
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=
n
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iijkkj qqcc
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)( &  
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q
d
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1 2
1

&           (2.71) 

 
จากนั้นเราหาความสัมพันธระหวาง เมตริกความเฉื่อย )(qD และเมตริก C ),( qq & ที่ปรากฏอยูใน 
(2.70) ซึ่งเปนความสัมพันธข้ันพื้นฐานของปญหาที่เกิดขึ้นกับการผสมการควบคุม 
 
 



                                                                                                                                                                             

บทที่ 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

 
 ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยไดดําเนินการตามขั้นตอนดังนี้ 
 1.  การกาํหนดปญหาหุนยนต (State of The Problem Robot) 
 2.  การแกปญหาเชงิสัญลักษณ (Symbolic Methods) 
 3.  ลําดับข้ันตอนการทํางานของโปรแกรม (Workflow Program) 
  
3.1  การกําหนดปญหาหุนยนต (State of the Problem Robot) 
 กําหนดปญหาของหุนยนตที่มีลักษณะและรูปแบบที่แตกตางกัน โดยนํามาแกปญหาในรูป
ของโปรแกรมเพื่อใชเปนตัวอยางตั้งตนและทดสอบโปรแกรม 
   กรณีที่ 1 เปนหุนยนตแบบแขนกลที่มีลักษณะแบนและมีขอตอแบบงอ โดยมีลักษณะเปนขอ
ตอ 2 ขอตอ โดยใหเฟรมหลกัคือ 0000 zyxo เปนจุดกาํเนิด ดังภาพประกอบ 6 
 

 
ภาพประกอบ 6 แขนกลทีม่ีลักษณะเปนขอตอแบบงอ 2 ขอตอ 

 
   จากตาราง 1 คา D-H จะมตัีวแปรเพียงตวัเดียวเปนตัวแปรของมุมคือ θ  ดังนั้นเพื่อใหงายใน
การเขียนจึงเปน ic  ใชสําหรับ iθcos  ถาเปน 21 θθ +  ก็ใหเปน 12θ  และ )cos( 21 θθ +  เปน 12c  
    โดยกาํหนดให   

0000 zyxo



                                                                                                                                       

 

25

      
















 −

=

1000
0100

0
0

1111

1111

1

sacs
casc

A        (3.1) 

















 −

=

1000
0100

0
0

2222

2222

2

sacs
casc

A    (3.2) 

 
 จากคาที่ไดจากเมตริกทั้งสอง จะทําใหสามารถหาตาราง D-H ของหุนยนต จากที่ ia  คือ 
ความยาวของเสนตั้งฉากระหวาง 1−iz  กับ iz  เรียกวา Link Length ในกรณีนี้แขนกลที่ 1 มีคาคงทีเ่ปน 

1l  สวนแขนกลที่ 2 มีคาคงที่เปน 2l ตามรูป id  คือ ระยะระหวาง 1−ix  กับ ix  ตามแนวแกน 1−iz  
เรียกวา Link Offset ในกรณีนี้มีคาเปน 0 ทั้งสองแขน iα  คือ มุมระหวาง 1−iz  กับ iz  วัดรอบแกน ix  
ตามกฎมือขวา เรียกวา Link Twist ในกรณีนี้มีคาเปน 0 ทั้งสองแขน iθ  คือ มุมระหวาง 1−iz  กับ iz  
วัดรอบแกน 1−iz  ตามกฎมือขวา เรียกวา Joint Angle ในกรณีนี้มีแขนกลที่ 1 มีคาเปลี่ยนแปลงตาม
เวลาเปน )(1 tq  สวนแขนกลที่ 2 มีคาเปลี่ยนแปลงตามเวลาเปน )(2 tq นําไปใสในตารางจะได 
 

ตาราง 1 คาตัวแปร D-H ของหุนยนตแบบแขนกลที่มีลักษณะเปนขอตอแบบงอ 
 

Link link offset ( id ) link length ( ia ) link twist ( iα ) joint angle ( iθ ) 
1 
2 

0 
0 

1l  
2l  

0 
0 

)(1 tq  
)(2 tq  

 
   กรณีที ่2 เปนหุนยนตสเตมฟอดร โดยมลัีกษณะเปนรูปทรงกลมที่มรูีปแบบของขอตอแรกเปน
แบบหมุน ขอตอที่สองเปนแบบหมนุ ขอตอที่สามเปนแบบเลื่อน (Revolute Revolute Prismatic) ดวย
การที่แตละขอตอเปนทรงกลม หุนยนตมรีะยะตั้งฉากของขอตอตําแหนงทีเ่ปนไหลนั้นมีความซับซอน
เล็กนอยซึ่งจะคลายกับการปญหาทางจลนศาสตรแบบไปขางหนาและแบบยอนกลบั ดังภาพประกอบ 
7 
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ภาพประกอบ 7 กําหนดพิกดั DH เฟรมสาํหรับหุนยนตสเตมฟอดร 

 
 โดยกําหนดให  
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ตาราง 2 คาตัวแปร D-H ของหุนยนตสเตมฟอดร 

 

Link link offset ( id ) link length ( ia ) link twist ( iα ) joint angle ( iθ ) 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

0 

2d  
)(td  

0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

-90 
+90 

0 
-90 
+90 

0 

)(tθ  
)(tθ  

0 
)(tθ  
)(tθ  
)(tθ  

 
 กรณีที่ 3 เปนหุนยนตสกาลาร โดยมีลักษณะรูปแบบของแขนขอตอแรกเปนแบบหมุน ขอตอที่
สองเปนแบบหมุน ขอตอที่สามเปนแบบเลื่อน (RRP) และขอตอมีหนึ่งระดับข้ันความเสรี ซึ่งเคลื่อนที่
เปนวงรอบแกนแนวตั้ง ข้ันแรกเปนที่ต้ังและติดกับแกนของจุดตอ เมื่อทุกแกนของจุดตอขนานกันจะทํา
ใหมีความอิสระบางในตําแหนงเริ่มตน   ดังภาพประกอบ 8 
 

 
ภาพประกอบ 8 กําหนดพิกดั DH เฟรมสาํหรับหุนยนตสกาลาร 

  
 โดยกําหนดให   
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ตาราง 3 คาตัวแปร D-H ของหุนยนตสกาลาร 

 

Link link offset ( id ) link length ( ia ) link twist ( iα ) joint angle( iθ ) 
1 
2 
3 
4 

0 
0 

)(td  
4d  
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180 
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3.2 การแกปญหาเชิงสัญลักษณ (Symbolic Methods) 
   ในการแกปญหาทางคณิตศาสตรดวยโปรแกรมมีวิธีการมากมายหลายแบบ ซึ่งในแตละแบบ
จะใชวิธีการที่แตกตางกันซึ่งผลลัพธที่ไดก็แตกตางกันตามวิธีการนั้น ๆ สวนใหญจะใชการกระทําที่เปน
ตัวเลขเพื่อหาคําตอบของผลลัพธที่ตองการทําใหยุงยากและเสียเวลา ในงานวิจัยนี้ไดเลือกใชวิธีการ
แบบเชิงสัญลักษณ (Symbolic Methods) ซึ่งสามารถหาคาตางๆ เหลานี้โดยไมตองกําหนดคาที่เปน
ตัวเลขหรือจํานวนใหเปนคาเชิงตัวเลขแตจะกําหนดคาตัวแปรหรือจํานวนใหเปนสัญลักษณที่เรียกวา 
Symbolic กอนแลวจึงใชฟงกชั่นหาคาผลลัพธที่ตองการ จะทําใหไดผลลัพธที่เปนคําตอบที่เปนจริงได
สมการหรือคาที่ยังติดเปนตัวแปรที่เปนเชิงสัญลัษณและผลลัพธที่เปนจํานวนจริงทั้งนี้ก็เพื่อความ
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สะดวกรวดเร็วในการหาคาผลลัพธที่ตองการ โดยสามารถนําไปประยุกตใชกับโปรแกรมอื่นๆ หรือ
นํามาแทนคาเพื่อหาคําตอบที่เปนจํานวนจริงได อีกทั้งจะทําใหการสรางโปรแกรมและตรวจสอบความ
ถูกตองของโปรแกรมทําไดงายมาก 
   ในงานวิจัยนี้ไดใชวิธีการแบบเชิงสัญลักษณ ในรูปที่เปนแบบเมตริก สมการ ฟงกชั่น ดังนี้ 

  จากลักษณะของตารางคา D-H parameter จะเปนเมตริกขนาด 4 คูณจํานวนของแขนกล 
( n ) เปนเมตริกที่รับคาจากโจทย โดยสามารถใสคาที่เปนทั้งเชิงตัวเลขและเชิงตัวแปรได จะทําใหเปน
ในรูปแบบของเชิงสัญลักษณไดโดยการสรางเมตริกเตรียมไวที่เปนเชิงสัญลักษณ ที่มีขนาด 4 x n  และ
มีคาเริ่มตนที่ศูนย จากนั้นจึงทําการรับคาเขามาใสในเมตริกอีกครั้ง 

 
])0([):1,4:1( symndh =  

 
คาของมวล  ก็เชนกันสามารถใสคาไดทั้งเชิงตัวเลขและเชิงตัวแปร เพื่อใหงายขึ้นจึงสรางเปนเมตริกไว
รับคาและนําไปคํานวณตอ 

 
])0([),1( symnm =  

 
หรือเมตริกที่ไดจากการคํานวณในโปรแกรมกอน จึงตองไดทําการเตรียมเมตริกที่เปนเชิงสัญลักษณ 
กอนแลวจึงรับคาที่ไดจากการคํานวณมาใสอีกครั้งเชน ในเมตริกจาโคเบียน ที่มีขนาด 6 x n 

 
])0([),6( symnJ =  

 
ในงานวิจัยนี้สวนใหญไดนําเอาฟงกชั่น Symbolic มาใชรวมกับฟงกชั่นใน Evalution ซึ่งจะทําให
ตัวอักษรสามารถทําใหเปนสมการได และนําเอาตัวแปรที่เปนเชิงสัญลักษณ มาคํานวณตอในสมการ
นั้นอยางเชน ในการคํานวณหาคาพลังงานศักยของแตละแขนกล 

 
]))''('''0)(''([' nmndGtransposegnVeval ×××−=  

 
โดยมี V 0)( dGtransposeg ××−= (m× และ ) ที่เปนตัวอักษรเพื่อสรางสมการ ซึ่งในคาตัวอักษรนัน้
มีคาที่เปนเชิงสัญลักษณ  อยูเมื่อนําไปคํานวณตอก็จะไดคาผลลัพธไดเลย 
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3.3 ลําดับขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม (Workflow Program) 
 

Input D-H 
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Input Mass and 
Moment of Inertia

Input Gravity
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Transformations

Homogeneous Transformations

iiiiiiii xaxdzzi RotTransTransRotA αθ=
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k
k q
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=φ

Euler-Lagrange equation
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,
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Display Output And 
Send to File  

ภาพประกอบ 9 แสดงลําดับข้ันตอนการทาํงานของโปรแกรมแบบยอ 



                                                                                                                                                                             

บทที่ 4 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
 ในการวิจัยศึกษาครั้งนี้ ผูวิจัยนําเสนอผลงาน ดังนี้ 
 1.  ผลการทดสอบ 
 2.  วิเคราะหผลการทดสอบ 
  
4.1  ผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบในงานวิจัยนี้คือความถูกตองของโปรแกรม การที่จะหาความถูกตองของ
โปรแกรม กอนอื่นเราตองทราบถึงผลลัพธสุดทายหรือคําตอบที่ไดจากกระบวนการคํานวณกอน 
หลังจากนั้นแลวจึงนําเอามาเปรียบเทียบกับคําตอบที่ไดจากโปรแกรม และการทดสอบผลคําตอบ
ระหวางที่โปรแกรมกําลังดําเนินการหรือตรวจคําตอบของสมการบางชวงในโปรแกรมเพื่อเปนการ
ทดสอบความถูกตองทั้งหมดของโปรแกรม ดังนั้นจึงแบงปญหาเปน 3 กรณีใหผลของปญหาทดสอบ
ไมใหตรงจุดกันโดยขอแรกหาผลลัพธสุดทายที่เปนสมการการเคลื่อนที่ กรณีที่สองหาเวกเตอร iz  ที่จะ
เตรียมไปหาเมตริกจาโคเบียน กรณีที่สามหาเมตริกจาโคเบียน 
   จากกรณทีี่ 1 เปนหุนยนตแบบแขนกลที่มลัีกษณะแบนและมีขอตอแบบงอ โดยมีลักษณะ
เปนขอตอ 2 ขอตอ โดยใหเฟรมหลักคือ 0000 zyxo เปนจุดกําเนิด ดังภาพประกอบ 10 
 

 
ภาพประกอบ 10 แสดงตัวแปรที่มีในแขนกลที่มีลักษณะเปนขอตอแบบงอ 2 ขอตอ 

 

0000 zyxo
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จะไดเมตริก T ดังนี ้
1

1
0 AT =  


















+
+−

==

1000
0100

0
0

122111212

122111212

21
2
0

slslcs
clclsc

AAT  

 
ที่สําคัญสองคาที่ใสเขาในทายหลกัของ 2T คือคา x และ y สวนประกอบของจดุ 2o ในเฟรมหลกั จะ
เปน 

12211 clclx +=  
12211 slsly +=  

 
คาที่ไดคือคาพิกัดของจุดปลายในเฟรมหลัก การหมุนของสวนที่สองของ 2T  จะใหสวนกลับของ
เฟรม 2222 zyxo สัมพันธมายังเฟรมหลัก  
 เมื่อขอตอทั้งสองเหมือนกันคือแบบหมุน เมตริกจาโคเบียนในกรณีนี้จะเปน 6x2 ในรูปแบบ 

 







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=
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121020 )()(
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zz
oozooz

qJ  

 
แสดงการคํานวณได 
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1
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10 zz  
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แสดงการคํานวณจากความตองการจะได 

 


























+

−−−

=

11
00
00
00
12212211

12212211

clclcl
slslsl

J  

 
พิจารณาจากภาพประกอบ 10 ให iq เปนมุมของขอตอ , im  เปนมวลของขอตอ i  , il เปนความยาวของ
ขอตอ i , cil เปนระยะจากขอตอกอนหนาถึงจุดกึ่งกลางมวลของขอตอ i และ iI เปนโมเมนตความเฉื่อย
ของขอตอ i   จากเงื่อนไขของจาโคเบียนในการคํานวณพลังงานจลน จะได 
 

qJv
cvc &
11 =  















−
=

00
0cos
0sin

11

11

1
ql
ql

J c

c

vc
 

 
ในทาํนองเดียวกัน 
 

qJv
cvc &
22 =  
















+++
+−+−−

=
00

)cos()cos(cos
)sin()sin(sin

21221211

21221211

2
qqlqqlql
qqlqqlql

J cc

cc

vc
 

 
ดวยเหตนุี้สวนการเคลื่อนยายของพลงังานจลนเปน 

 
{ }qJJmJJmqvvmvvm

cccc v
T
vv

T
vc

T
cc

T
c &&

2211 21222111 2
1

2
1

2
1

+=+  
 
การหมนุของพลังงานจลนทั้งหมดของระบบเปน 
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qIIqT &&











+













11
11

00
01

2
1

21  

 
ขณะนี้เร่ิมเขาสูรูปแบบของเมตริกความเฉือ่ย )(qD  ตามทีมุ่งหมายโดยการแทนคา 2 เมตริกใน 
(3.18) และ (3.19) ตามลําดบั ดังนัน้ 

 








 +
++=

22

221
21 2211

)(
II
III

JJmJJmqD
cccc v

T
vv

T
v  

 
ทําใหไดผลลัพธจากการคูณและใชกฎของเมตริกเอกลักษณ ของสมการ  1sincos 22 =+ θθ  , 

)cos(sinsincoscos βαβαβα −=+  จะได 
 

  21221
2
2

2
12

2
1111 )cos2( IIqllllmlmd ccc +++++=    

  2221
2
222112 )cos( Iqlllmdd cc ++==      

  2
2
2222 Ilmd c +=        

 
สามารถคาํนวณหาสัญลักษณครีซโทฟ โดยกําหนดใหเปน 

 

  0
2
1

1

11
111 =

∂

∂
=

q
d

c       

  hqllm
q
d

cc c =−=
∂
∂

== 2212
2

11
211121 sin

2
1    

  h
q
d

q
dc =

∂
∂

−
∂
∂

=
1

22

2

12
221 2

1      

  h
q
d

q
dc −=

∂
∂

−
∂
∂

=
2

11

1

21
112 2

1      

  0
2
1

1

22
212122 =

∂
∂

==
q
dcc      

  0
2
1

2

22
222 =

∂
∂

=
q
dc       

 
ตอมาเปนพลงังานศักยใชผลรวมของทัง้สองขอตอ สําหรับพลังงานศักยตอละขอตอใชมวลคูณ
ความเรงของแรงโนมถวงและความสงูของจุดกึ่งกลางมวล ดังนัน้ 
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  1111 sin qglmV c=        

))sin(sin( 2121122 qqlqlgmV c ++=      
  )sin(sin)( 21221121121 qqglmqglmlmVVV cc +++=+=   

 
จากนี้ไปฟงกชัน่ kφ  แทนคา 

 

k
k q

V
∂
∂

=φ  

จะได 
 

 )cos(cos)( 212211211
1

1 qqglmqglmlm
q
V

cc +++=
∂
∂

=φ    

    )cos( 2122
2

2 qqglm
q
V

c +=
∂
∂

=φ     

 
สุดทายสามารถเขียนสมการการเคลื่อนที่ของระบบในรูปของสมการ ออยเลอร-ลากรานซ 
 

k
k

ji
j ji k

ij

i

kj
jkj q

Vqq
q
d

q
d

qqd τ=
∂
∂

−










∂

∂
−

∂

∂
+∑ ∑ &&&&

, 2
1)(  

     nk ,...,1=      
 
แทนคาตวัแปรในสมการและตัดเทอมสมการที่เปนศูนย จะได 
 
   11

2
22212121121121212111 τφ =+++++ qcqqcqqcqdqd &&&&&&&&&   

   22
2
1112222121 τφ =+++ qcqdqd &&&&&     

 
ถาในกรณีที่เปนเมตริก ),( qqC & จะไดเปน 

 









−

+
=

01
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qh
qhqhqh

C
&

&&&  
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   กรณีที่ 2 เปนหุนยนตสเตมฟอดร โดยมีลักษณะเปนรูปทรงกลมที่มีรูปแบบของขอตอเปน
แบบหมุน หมุน เลื่อน (RRP) ดวยการที่แตละขอตอเปนทรงกลม หุนยนตมีระยะตั้งฉากของขอตอ
ตําแหนงที่เปนไหลนั้นมีความซับซอนเล็กนอยซึ่งจะคลายกับการปญหาทางจลนศาสตรแบบไป
ขางหนาและแบบยอนกลับ ดังรูป 

 
ภาพประกอบ 11 แสดงตัวแปรที่มีในหุนยนตสเตมฟอดร 

 
6
0T  จะได 

61
6
0 ...AAT =   


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1000
333231

232221

131211

z

y

x

drrr
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drrr

      

ที ่

 )(])([ 646541652646542111 ccccsscsssscccccr +−−−=    
 )(])([ 646541652646542121 ccccsccssssccccsr ++−−=    
 65264654231 )( cscsscccsr −−−=      
 )(])([ 646541652646542112 ccscssssscssccccr +−−++−=   
 )(])([ 646541652646542122 ccscscssscsscccsr +−+++−=   
 65264654232 )( ssccssccsr ++=       
 54152542113 )( ssscsscccr −+=       
 54152542123 )( ssccssccsr ++=       
 5254233 ccscsr +−=        
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 )( 5412515421621321 ssssccscccddsdscd x −++−=    
)( 2155142541621321 sscssccsscddcdssd y ++++=    

)( 52452632 sscccddcdz −+=        

มี 3 ขอตอที่เปนแบบเลื่อน (Prismatic) และที ่ 543 ooo == ซึ่งเปนผลมาจากขอตอที่เปนรูปทรงกลม
และการกําหนดเฟรม โดยมจีุดรวมกําเนิดที่ o จะไดรูปแบบของจาโคเบยีนเปน 
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ที่ j

oR เปนสวนที่หมุนของ j
oT  ดวยเหตุนี้จงึเปนสิ่งเดียวทีจ่ําเปนดวยการคํานวณเมตริก j

oT ดวยการ
คํานวณจาโคเบียน นาํออกมาคํานวณตามเงื่อนไขสําหรับหุนยนตสเตมฟอดร 
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จะไดเวกเตอร iz เปน 
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   กรณีที่ 3 เปนหุนยนตสกาลาร โดยมีลักษณะรูปแบบของแขนขอตอเปนแบบหมุน หมุน เลื่อน 
(RRP) และขอตอมีหนึ่งระดับข้ันความเสรี ซึ่งเคลื่อนที่เปนวงรอบแกนแนวตั้ง ข้ันแรกเปนที่ต้ังและติด
กับแกนของจุดตอ เมื่อทุกแกนของจุดตอขนานกันจะทําใหมีความอิสระบางในตําแหนงเริ่มตนดังภาพ 
 

 
 

ภาพประกอบ 13 แสดงตัวแปรที่มีในหุนยนตสกาลาร 
 
จากสมการ Forward Kinematic ดังนัน้จะได 
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เมื่อขอตอ 1,2 และ 4 เปนแบบหมนุและขอตอ 3 เปนแบบเลื่อน และตัง้แต 34 oo − ขนานตาม 3z  
รูปแบบของจาโคเบียนจะได 
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แสดงการคํานวณได 
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ในทาํนองเดียวกัน kzz == 10  และ kzz −== 32  ดังนั้นจาโคเบียนของหุนยนตสกาลารคือ 
 

    



























−

−
−

−−−

=

1011
0000
0000
0100
00
00

12212211

12212211

cacaca
casasa

J  

 
4.2 วิเคราะหผลการทดสอบ 
 จากคําตอบของปญหาทั้ง 3 กรณีที่ได เมื่อนําไปเปรียบเทียบกับคําตอบจากโปรแกรมแลว
ตรงกัน จึงวิเคราะหไดวาโปรแกรมถูกตอง สวนเรื่องของความยากงายในการใชงานโปรแกรม ข้ึนอยูกับ
ผูใชมีประสบการณการใช MATLAB มากนอยและมีความรูเร่ืองตัวแปรสมการการเคลื่อนหุนยนต
เพียงใด ซึ่งในโปรแกรมไดมีเมนูสําหรับชวยเหลือในสวนของตัวแปรของสมการ 

 



บทที่ 5 
สรุปและวิจารณ 

 
5.1  สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
 จากปญหาเปน 3 กรณีใหผลของปญหาทดสอบไมใหตรงจุดกันโดยกรณีแรกเปนเปนหุนยนต
แบบแขนกลที่มีลักษณะแบนและมีขอตอแบบงอ โดยมีลักษณะเปนขอตอ 2 ขอตอ จะทําการหา
ผลลัพธสุดทายที่เปนสมการการเคลื่อนที่ จากผลการทดสอบปรากฏวาไดสมการที่คํานวณคือ 
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ซึ่งตรงกับที่ไดจากโปรแกรมจากนั้นทําการทดสอบกรณีที่ 2 เปนหุนยนตสเตมฟอดร โดยมีลักษณะเปน
รูปทรงกลมที่มีรูปแบบของขอตอเปนแบบหมุน หมุน เลื่อน (RRP) ดวยการที่แตละขอตอเปนทรงกลม 
หุนยนตมีระยะตั้งฉากของขอตอตําแหนงที่เปนไหลนั้นมีความซับซอนเล็กนอย จะทําการหาเวกเตอร 
iz  ที่จะเตรียมไปหาเมตริกจาโคเบียน จากผลการทดสอบปรากฏวาไดสมการที่คํานวณคา iz  ตรงกับ

ที่ไดจากโปรแกรมจากนั้นทําการทดสอบกรณีที่ 3 เปนหุนยนตสกาลาร โดยมีลักษณะรูปแบบของแขน
ขอตอเปนแบบหมุน หมุน เลื่อน (RRP) และขอตอมีหนึ่งระดับข้ันความเสรี ซึ่งเคลื่อนที่เปนวงรอบแกน
แนวตั้ง ดวยการหาเมตริกจาโคเบียน จากผลการทดสอบปรากฏวาไดสมการที่คํานวณคือ 
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ซึ่งตรงกับที่ไดจากโปรแกรม จากการทดสอบทั้ง 3 กรณีจึงสรุปไดวาโปรแกรมสามารถใหผลลัพธ
คําตอบของสมการการเคลื่อนของหุนยนตไดอยางถูกตอง 
   โดยทั่วไปการสรางโปรแกรมจะมีหลักในการทดสอบหลายรูปแบบขึ้นอยูกับลักษณะของการ
ใชงานในโปรแกรมนั้นๆ ในงานวิจัยนี้จะเลือกหลักในการทดสอบโปรแกรม 2 หลักคือ คํานวณถูกตอง
และใชงานงาย สะดวก จากผลการทดสอบทําใหทราบไดวาวิธีการหาสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนต
ดวยโปรแกรมนั้นมีความถูกตอง เมื่อแสดงใน โปรแกรม แตเมื่อผลที่ไดออกมาใหรูปแบบของ 
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Microsoft Office Word หรือโปรแกรมอื่น จะไมสามารถทําใหอยูในรูปของสมการที่เขาใจไดงาย ดังนัน้
จึงตองมีคูมือการใชงานโปรแกรมและตัวชวยเหลือสําหรับอธิบายคาความหมายของตัวแปรตางๆ ใน
สมการและอธิบายที่มาการหาคาตัวแปรนั้นๆ เพื่อไมใหผูใชใสคาผิดพลาดและไดผลคําตอบที่ไม
ถูกตอง ในสวนการใชงานจากการออกแบบหนาจอที่ทําใหผูใชโปรแกรมสะดวกและงาย โดยการ
ออกแบบใหแสดงผลคําตอบทันทีที่หนาจอนั้นเลยเพื่อตรวจทานคําตอบและงายตอการปรับเปล่ียน
คาที่ปอนใหในตอนแรก อีกสวนของการออกแบบโปรแกรมใหสะดวก โดยการนํารูปภาพมาประกอบให
ผูใชเปนผูเลือกเงื่อนไขแลวโปรแกรมจะแสดงรูปภาพตามเงื่อนไขที่เลือกและใสคาตัวแปรตามรูปภาพ
ประกอบ 
 
5.2 ขอเสนอแนะ 
 5.2.1 ขอเสนอแนะทั่วไป  
        การทํางานวิจัยครั้งนี้ไดดําเนินการหาโมเมนตความเฉื่อยของแขนกลที่เปนรูปทรง
เรขาคณิตอยางงาย ซึ่งจะถูกจํากัดใหสามารถเลือกใชไดแตเฉพาะในโปรแกรมที่กําหนดให ไมสามารถ
เพิ่มเติม หรือแกไขไดจึงทําใหบางปญหาไมสามารถตอบโจทยได 
 5.2.2 ขอเสนอแนะงานวิจัยครั้งตอไป 
          ในการพัฒนาครั้งตอไปอาจทําใหสามารถหาโมเมนตความเฉื่อยของแขนกลที่เปน
รูปทรงใดๆ ก็ไดข้ึนอยูกับผูใชกําหนด ซึ่งอาจสามารถรับคาขอมูลที่เปนภาพจากแบบหรือภาพ 3 มิติ
จากโปรแกรมที่ใชสําหรับออกแบบ หรือเพิ่มเติมโปรแกรมในเรื่องของการควบคุมแรงของหุนยนตใน
การเคลื่อนที่ จะทําใหหุนยนตเคลื่อนที่ไดอยางมีประสิทธิภาพมากขึ้นจากเดิมอีก 
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อภิธานศัพท 
 

Holomonic Constraints     
 แรงบังคับที่เกดิขึ้น 
Homogeneous Matrix     
 โฮโมจีเนียสเมตริก 
Jacobian      
 จาโคเบียน 
Jacobian Matrix     
 จาโคเบียนเมตริก 
Lagrange Method     
 วิธีของลากรางจ 
Lagrange Multipliers     
 ตัวคูณลากรางจ 
Nonholonomic Constraints    
 แรงที่เกิดขึ้นตรงขามกับแรงบังคับ 
Numerical Method     
 วิธีเชงิตัวเลข 
Optimum      
 คาที่เหมาะสมที่สุด 
Prismatic Joint      
 จุดตอแบบเลื่อน 
Revolute Joint      
 จุดตอแบบหมุน 
Rotation Matrix      
 เมตริกที่ไดจากการที่วัตถหุมุนรอบแกนใด ๆ 
Symbolic Method     
 วิธีเชงิสัญลักษณ 
Transformation Matrix     
 เมตริกที่ไดจากการเปลีย่นรปูของวัตถ ุ
Virtual Displacements     
 การเคลื่อนที่ทีเ่กิดขึ้นจริง 
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คําอธิบายสัญลักษณ 
 

 iA         คือโฮโมจีเนียเมตริก (Homogeneous Matrix) 
 D       คือเมตริกความเฉื่อย 
 if  คือแรงที่กระทาํตออนุภาคจากภายนอก 
 )(a

if   คือแรงบังคับ 
 iF  คือแรงทั้งหมดตออนุภาค i  
 iI         คือโมเมนตความเฉื่อยของขอตอ i    
 iJ  คือจาโคเบียนเมตริก (Jacobian Matrix) 
 K  คือพลังงานจลน 
 L       คือลากรานซเจียน (Lagrangian) 
 im         คือมวลของขอตอ i  
 ip    คือแรงเคลื่อนที่ของอนุภาค i  
 nR0          คือเมตรกิที่ไดจากการที่วัตถหุมนุรอบแกนใด ๆ (Rotation Matrix)    
 j

iT  คือทรานฟอรมเมชั่นเมตริก (Transformation Matrix) 
 V       คือพลังงานศักย 
 irδ  คือการเคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นจริง (Virtual Displacements) 
 jψ       คือผลรวมของแรงทั่วไปที่ถูกกระทําจากภายนอกและแรงที่แฝงอยูภายใน 
 kφ       คือสัญลักษณครีซโทฟ (Christoffel Symbols) 
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