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มนูญ บุญยง. (2552). การศกึษาหาความเหมาะสมสูงสดุของระบบพลศาสตรโดยวธิีความนิ่มนวลที่สุด 

  เปรียบเทียบกบัผลการทดลอง. ปริญญานิพนธ วศ.ม. (วิศวกรรมเครื่องกล) .กรุงเทพฯ: 

 บัณฑิตวิทยาลยั มหาวิทยาลยัศรีนครินทรวิโรฒ. คณะกรรมการควบคุม: ผูชวยศาสตราจารย   

ดร.จุฑารัตน คุรุเจริญ, พนัเอก ผูชวยศาสตราจารย ดร.ทววิัชร วีระแกลว. 

       

 การจัดทําปริญญานิพนธนี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาวิธีวิเคราะหหาคาผลลัพธที่ไดจากวิธี

ความนิ่มนวลที่สุดตลอดเวลาการทํางาน  โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรเปนเครื่องมือสําหรับทําการ

วิเคราะหหาผลลัพธของคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน จากนั้นนํา

ผลลัพธที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 

 การศึกษาใชหุนยนตของบริษัท ESHED ROBOTEC รุน SCORBOT-ER9 มาเปนแบบจําลอง

ทางคณิตศาสตร โดยจะทําการวิเคราะหการเคลื่อนที่เพียง 2 แกน ทําใหไดสมการการเคลื่อนที่ของ

หุนยนตในรูปแบบกฎขอที่สองของนิวตันซึ่งเปนสมการอนุพันธอันดับสอง ทําการแกสมการใหเปน

สมการอนุพันธอันดับสาม กําหนดเงื่อนไขของปญหาใหมีเวลาและตําแหนงที่แนนอน เงื่อนไขเริม่ตนคอื

เวลาที่ใชในการเคลื่อนที่ของแขนกลจากจุดเริ่มตนเทากับ 1 วินาที เงื่อนไขขอบเขตคือใหแกนที่ 1 

เคลื่อนที่ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 0.773 เรเดียน แกนที่2 เคลื่อนที่ข้ึนเปนมุม 0.743 เรเดียน และเงื่อนไข

บังคับคือแรงบิดที่ปอนเขาไปเพื่อใหแขนกลเคลื่อนที่มีคาระหวาง -100 ถึง 100 นิวตันเมตร จากนั้นใช

โปรแกรมคอมพิวเตอร ชื่อ MATLAB มาเปนเครื่องมือชวยวิเคราะหและแสดงผลในลักษณะของกราฟ 

ในหลักการของแคลคูลัสความแปรปรวนตามเงื่อนไขของคาต่ําสุด ใหเปนไปตามวัตถุประสงคการหา

ความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด 

 ผลลัพธที่ไดจากการศึกษาและวิจัยตามวัตถุประสงค ทําใหไดคาความเหมาะสมสูงสุด คือ

แขนกลจะเคลื่อนที่ไดอยางนิ่มนวล โดยจะเริ่มเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตนอยางชาๆ และจะเพิ่มความเร็วขึ้น

ตามลําดับ พอใกลถึงจุดหมายปลายทางแขนกลจะคอยๆ ลดความเร็วลงและหยุดนิ่งเมื่อถึงปลายทาง

การเคลื่อนที่ ซึ่งแตกตางจากผลการทดลองที่แขนกลเคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที่ จากผลลัพธที่ไดจะ

เปนแนวทางสําหรับการนําไปประยุกตใชกับโปรแกรมควบคุมหุนยนต เพื่อควบคุมใหหุนยนตสามารถ

ทํางานที่เกี่ยวกับวัสดุที่เปราะบาง เสียรูปรางงาย ออกแรงจับชิ้นงานไดไมมากนัก และปญหาที่มีความ

ใกลเคียงกันไดตอไป 

 

 คําสําคัญ : แกน / แขนกล / ความเหมาะสมสูงสุด / ความนิม่นวลที่สุด / ระบบพลศาสตร / 

เวลาและตําแหนงที่แนนอน 
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Manoon Boonyong. (2009). A Study on Dynamics Optimization by Minimum Jerk Trajectory 

 Comparison with the Experiment. Master thesis, M.Eng.(Mechanical Engineering). 

Bangkok: Graduate School, Srinakharinwirot University. Advisor Committee:  

Assist. Prof. Jutarat Kurujareon, Col. Assist. Prof. Dr. Tawiwat Veeraklaew.   

    

 This paper is to study the means of result analysis which is received from the 

minimum jerk trajectory by using the computer program as a tool for the result analysis of 

dynamics optimization of non-linear systems to compare with the experiment. 

  A study is also used SCORBOT-ER9 robot of ESHED ROBOTEC Company as the 

mathematics model to analyze the motion of 2 axes, taken the robot equation of motion in 

the pattern of Newton Law2nd as differentiated order2nd and corrected the equation into the 

differentiated order3rd.  A study certainly has set conditions of a problem by fixing the end 

time and the end point, one second that used to move the initial robot arm is the initial 

condition, the boundary condition is that the axis no. 1 counters clockwise at the angle of 

0.773 radians, the axis no. 2 counters clockwise at the angle of 0.743 radians and the 

constraint that valuably enforces the robot arm to move between -100 to 100 N-m.  A part 

from that point, we used the MATLAB computer program as a helping tool for analyzing and 

showing in the graphic pattern on the calculus variation principle for minimum condition to 

objectively suit the dynamics optimization of non-linear systems by minimum jerk trajectory. 

 This study and research objectively give the result of optimization that is the robot 

arm will move slowly from the starting point with the minimum jerk trajectory and will 

respectively enhance the speed, the robot arm will slowly move, decrease speed and stop 

at the movement destination. The situation is different from the experiment that the robot arm 

moves with constant velocity. The result of this study will be applied for the robot control 

program which is controlled the robot to work with thin material that can easily be damaged 

and created similar problem. 

 Keywords: Axis / Robot Arm / Optimization / Minimum Jerk / Dynamics Systems / 

Fixed End Time and End Point. 
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ประกาศคุณูปการ 
 

 ปริญญานิพนธนี้สําเร็จลุลวงสมบูรณไดดวยดีเนื่องจากผูวิจัยไดรับความกรุณาอยางยิ่งจาก 

ผูชวยศาสตราจารย ดร.จุฑารัตน คุรุเจริญ ประธานกรรมการควบคุมปริญญานิพนธ พันเอก ผูชวย

ศาสตราจารย ดร.ทวิวัชร วีระแกลว อาจารยที่ปรึกษาการทําปริญญานิพนธ ทั้งสองทานไดกรุณาสละ

เวลาอันมีคายิ่ง เพื่อใหคําปรึกษาแนะนําตลอดจนชวยแกไขขอบกพรอง เพื่อใหปริญญานิพนธนี้

สมบูรณ ผูวิจัยขอขอบพระคุณเปนอยางสูงไว ณ ที่นี้ 

 ขอขอบพระคุณ พันเอก ดร.ธีรนันท นันทขวาง และ ผูชวยศาสตราจารย ดร.พิชัย อัศฏมงคล 

ที่สละเวลามาเปนกรรมการสอบปริญญานิพนธ ตลอดจนคณาจารยจาก กองวิชาวิศวกรรมเครื่องกล 

รร. จปร. และคณาจารยจากภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ ที่ใหความรู

และคําแนะนําอันเปนประโยชนตองานวิจัยเปนอยางดี   

 ขอขอบพระคุณ อาจารย อุดม ลอมวงศพานิช รองอธิการบดีฝายวิชาการ ผูชวยศาสตราจารย 

ชูชัย ต.ศิริวัฒนา รองอธิการบดีฝายกิจการนักศึกษา ผูชวยศาสตราจารย ดร.พิพัฒน อมตฉายา 

คณบดีคณะวิศวกรรมศาสตรและสถาปตยกรรมศาสตร ผูชวยศาสตราจารย ปรีชา หอยสังข หัวหนา

สาขาวิชาฟสิกส มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลอีสาน ที่คอยใหกําลังใจและชวยเหลือผูวิจัยทุกๆ

ดานระหวางศึกษาตอ ณ มหาวิทยาลัยแหงนี้ 

 

 ทายสุดผูวิจัยขอขอบพระคุณ พอ แม พี่ นองรวมทั้งครอบครัวผูวิจัย ที่ใหกําลังใจอยางดีตลอด

ระยะเวลาที่ทําการศึกษาและวิจัย และขอขอบคุณ  เพื่อนรวมรุน เพื่อนรวมงาน ที่ใหความรวมมือเปน

อยางดีในการทําวิจัยนี้ 

 

 

   มนูญ บุญยง 
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ปริญญานิพนธ 

เร่ือง 

การศึกษาหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรโดยวิธีความนิม่นวลที่สุด 

เปรียบเทียบกบัผลการทดลอง 

ของ 

มนูญ บุญยง 
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สารบัญ 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 

ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
 ปญหาของการหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร (Dynamics Optimization) 

โดยทั่วไปการกําหนดฟงกชั่นเพื่อหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร นิยมใชพลังงาน 

(Energy) เวลา (Time) ความเร็ว (Velocity) ความกระดาง (Jerk) ระยะขจัด (Displacement) เปนตน 

แตในงานวิจัยครั้งนี้ จะเนนวิธีความนิ่มนวลที่สุด เนื่องจากความนิ่มนวลเปนสิ่งที่จําเปนอยางมากใน

หลายๆระบบ เชน ความนิ่มนวลของการเคลื่อนที่ข้ึน-ลงของลิฟตโดยสารหรือขนสง ความนิ่มนวลขณะ

ออกตัว-หยุดขับข่ีรถยนตหรือยานพาหนะ ความนิ่มนวลในการทํางานของหุนยนตที่เกี่ยวกับวัสดุที่

เปราะบาง เสียรูปรางงาย เมื่อระบบมีความนิ่มนวลก็จะทําใหชิ้นสวนที่อยูในระบบมีอายุการใชงาน

ยาวนาน มีความปลอดภัย และมีความคุมคาตอการลงทุน 

 จากเหตุผลดังกลาว ผูวิจัยจึงมีความสนใจที่จะศึกษาการหาความเหมาะสมสูงสุดของระบบ

พลศาสตรโดยใชวิธีความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk) โดยยกตัวอยางสมการการเคลื่อนที่ของ

หุนยนตมาเปนปญหาในการวิเคราะห เปรียบเทียบผลลัพธที่ไดในทางทฤษฎีกับผลการทดลอง 

ผลการวิจัยสามารถนําไปประยุกตเปนแนวทางในการแกปญหากับหุนยนต และปญหาที่มีความ

ใกลเคียงกันไดตอไป 

 

วัตถุประสงคของโครงการวิจัย 
        1. เพื่อนําเอาเทคนิควิธีแกปญหาการควบคุมที่ไดผลสูงสุดของระบบพลศาสตร มาประยุกต

เปนแนวทางใชงานกับหุนยนต 

2. เพื่อหาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด มาวิเคราะหการเคลื่อนที่ของแขน

หุนยนต 

3. เพื่อเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดในทางทฤษฎีกับผลการทดลอง 
  

ขอบเขตของโครงการวิจัย 
  1. ใชสมการการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตในลักษณะของอนุภาค 

2. ใชหุนยนต 5 แกน ของบริษัท ESHED ROBOTEC รุน SCORBOT-ER9 เปนแบบจําลอง

ทางคณิตศาสตร โดยสมมุติวา ไมมีแกนที่ 3, 4 และ 5 

3. ใชโปรแกรมคอมพิวเตอร แมทแล็ป ชวยในการแกปญหา 
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 2 

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ  
      1. ไดแนวทางไปประยุกตแกปญหากับหุนยนต และปญหาที่มีความใกลเคียงกันได  

2. ไดขอมูลสําหรับการประยุกตเอาหลักการออปติไมซเซชัน ไปใชงานกับปญหาดาน

พลศาสตรและเปนฐานขอมูลเพื่อเปรียบเทียบกับวิธีการแบบอื่นได 

 3. ไดประโยชนจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชคํานวณหาคําตอบโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

ของปญหาและยังสามารถนําไปใชหาคําตอบที่มลัีกษณะปญหาที่ใกลเคียงกันได 
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บทที่ 2 
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

ในการวิจัยครัง้นี ้ไดศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของตามหัวขอตอไปนี้ 

 1. ทฤษฎีของหุนยนต 

 2. หุนยนต SCORBOT-ER9 

 3. ออปติไมซเซชัน 

 4. ไดนามิกออปติไมซเซชัน 

 5. บทปริทัศนวรรณกรรม 

 

ทฤษฎีของหุนยนต (Theory of Robot) 
 แขนกลเปนสวนประกอบที่สําคัญของหุนยนตซึ่งถูกออกแบบมาใหสามารถเคลื่อนยายวัตถุ

จากตําแหนงหนึ่งไปยังตําแหนงที่ตองการโดยอาศัยโครงสรางของทอนแขนประกอบกับขอตอตางๆ

ลักษณะโครงสรางของขอตอจะแตกตางกันไปตามการใชงาน 

           หุนยนตประกอบไปดวยแขนกลที่ตอโยงกันเขาดวยจุดตอที่เปน Open kinematics  chain  

จุดตอจะเปนแบบจุดหมุน (Revolute joint)  และจุดตอเลื่อน (Prismatic)  จํานวนจุดตอมารวมกันเปน

จํานวน องศาความอิสระ (Degree of freedom) ซึ่งจํานวนองศาความอิสระนี้เปนสิ่งหนึ่งที่ใชจําแนก

ชนิดของหุนยนตเชน หุนยนตแบบ 5 จุดตอจะมีจํานวนองศาความอิสระเทากับ 5 เปนตน นอกจากนีย้งั

ใชการจัดลําดับแขนกลเปนการระบุชนิดของหุนยนตเชน หุนยนต RRP (SGARA) มีแขนกลเปนจุด

หมุน, จุดหมุน และจุดตอเลื่อน (RRP ยอมาจาก Revolute, Revolute, Prismatic) เปนตน บริเวณ

พื้นที่หุนยนตทํางานเรียกวา Workspace ซึ่งเปนพื้นที่ที่หุนยนตสามารถเขาถึงได 

 ระบบของขอตอจะแบงเปนสี่แบบ คือ ระบบโครงขอหมุน (Revolute Joint-R) ที่ยอมใหแขน

หมุนไดรอบแกนหมุน เชน ขอศอก และระบบแกนเลื่อน (Prismatic Joint-P) ที่ยอมใหมีการยืดหรือหด

ของแขน เชน เสารับสัญญาณวิทยุ ขอตอแบบทรงกระบอก (Cylindrical joints) เปนขอตอที่มีจุดโยงที่

ยอมใหแขนกลเคลื่อนที่แบบเลื่อนตําแหนงขนานกับแกนและการเคลื่อนที่แบบหมุนรอบแกน ขอตอ

แบบสเฟยริคอล (Spherical joints) เปนขอตอที่มีจุดตอโยงเคลื่อนที่ไปไดทุกทิศทาง 
  
 พลศาสตรการเคลื่อนที่ของระบบหุนยนต (Kinematics) 
 พลศาสตรการเคลื่อนที่ของระบบหุนยนต เปนสิ่งสําคัญเรื่องหนึ่งที่เกี่ยวของกับหุนยนต 

เพราะเปนตัวควบคุมการเคลื่อนไหวของหุนยนตทั้งในสวนของตําแหนง ความเร็ว และความเรง โดยเรา
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  4 

จะใชวิธีการของ Denavit-Hartenberg มาทําการกําหนดระบบพิกัดของแตละแขนและขอตอแบบฟอร

เวิรดคิเนเมติกส เราใชพิกัดคารทีเชี่ยน (Cartesian) ในการระบุตําแหนงและความเร็วของ End -

effectors และใชสมการออยเลอร-ลากรานจ ในการหาสมการการเคลื่อนที่โดยใชสมการอนุพันธอันดับ

สอง 
  
 ฟอรเวิรดคิเนเมติกส (Forward kinematics) 
 ในหัวขอนี้จะกลาวถึงระบบสมการปญหาของระบบพลศาสตรสําหรับหุนยนตที่เรียกวา

ปญหาฟอรเวิรดคิเนเมติกส (Forward Kinematics) ซึ่งหมายถึง การที่เรากําหนดตัวแปรของจุดตอ 

(Joint  Variables) ตาง ๆ แลวทําการคํานวณหาตําแหนงและการหมุนของ มือจับ(end- effectors) ตัว

แปรของจุดตอนี้หมายถึงมุมระหวางขอตอ(Link) ในกรณีที่เปนการหมุน(Revolute or Rotation Joint) 

และเปนระยะยืดของขอตอในกรณีที่เปนการเลื่อน-เขาออกของขอตอ ปญหาฟอรเวิรดคิเนเมติกสนี้จะ

นํามาเปรียบเทียบกับปญหาอินเวิรดคิเนเมติกส (Inverse Kinematics) ซึ่งมีความหมายตรงขามกับ

ปญหา ฟอรเวิรดคิเนเมติกส คือ เมื่อเรารูตําแหนงและการหมุนของ end- effectors แลวทําการหา

ตําแหนง  ของขอตอแตละตัว 

 สมมติวาหุนยนตมีจํานวนลิงคเทากับ 1+n  จึงพิจารณาจาก 0 ถึง n โดยลิงคแรกเปน 0

พิจารณาที่ขอตอจาก 1 ไปจนถึง n และขอตอ thi − เชื่อมกับลิงค i  และ 1−i โดยที่ขอตอ thi −

เปลี่ยนแปลงตาม 1q ซึ่ง 1q  ก็คือ องศาของการหมุนในกรณีของขอตอของขอตอแบบหมุนหรือขอตอ

เคลื่อนที่แบบเชิงเสนโดยที่เฟรมพื้นฐานคือ ที่เฟรม 0  ตอมาเราเลือกเฟรม 1 ที่ผานเฟรม n  โดยที่

เฟรม i อยูประจําที่ลิงค i  ดังนั้นพิกัดของแตละจุดบนลิงค i คือ คาคงที่เมื่อแสดงในพิกัด thi −  ของ

หุนยนตที่กําลังเคลื่อนที่ 

 ให iA คือโฮโมจีเนียสเมตริกซ (Homogenous matrix) ที่เปลี่ยนรูปพิกัดเฟรมจาก i ไปจนถึง

เฟรม 1−i โดยที่เมตริกซ iA เปลี่ยนแปลงตามการเปลี่ยนแปลงของหุนยนต และขึ้นกับ 1q ดวย 

สามารถเขียนไดในรูป 

                                  iA  =  ( )1qAi          (2-1) 
 
 ยิ่งไปกวานั้นโฮโมจีเนียสเมตริกซที่เปลี่ยนรูปพิกัดจากเฟรม j  ไปจนถึงเฟรม i  ถูกเรียกวา 

ทรานฟอรมเมชั่นเมตริกซ i
jT  หรือสามารถพิจารณาไดสามแบบคือ 

                                  i
jT  =  jjii AAAA 121 ...... −++  ถา ji <  (2-2) 

                                  i
jT  =  I  ถา ji =  (2-3) 
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  5 

                                  i
jT  =  ( ) 1−i

jT  ถา ji >  (2-4) 

และแตละโฮโมจีเนียสทรานฟอรมเมชั่นเมตริกซ iA  เขียนไดวา 

                                  iA  =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−

10
11

i
i

i
i dR          (2-5) 

ดังนั้น 

                                  j
iT  =  ii AA ...1+       = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−

10
11

i
i

i
i dR  (2-6) 

 

และแตละโฮโมจีเนียสทรานฟอรมเมชั่นเมตริกซ iA  เขียนไดวา 

โดยที่เมตริกซ  Ri
j  แสดงการหมุนของเฟรม j  ที่สัมพันธกับเฟรม i   

                                  j
iR  = i

j
i
i RR 1

1... −
+     (2-7) 

 
และเวกเตอร j

id  ถูกแทนในตําแหนงของเวกเตอรที่มีแหลงกําเนิดจากเฟรม j  ที่เกี่ยวของกับเฟรม i   

                                  j
id  = j

j
j

i
i
i dRd 1

11... −
−−    (2-8) 

 
โดยใชการพิจารณาจาก Denavit Hartenberg parameter หรือ D-H parameter แตละทรานฟอรม

เมชั่นเมตริกซ สามารถเขียนไดเปน 
 

iA  = 
1,1,,, −− iiii xaxdxz RotTransTransRot αθ  

 

iA = 1−i
iT = 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

1000
0cossin0
0sincos0
0001

100
0100
0010

001

1000
100

0010
0001

1000
0100
00cossin
00sincos

1 ii

ii

i

i

ii

ii a

d θθ
θθθθ

θθ

 

 

iA = 1−i
iT = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

−−

−−−

−−−

1000
sinsin0

cossincoscoscossin
cossinsincossincos

11

111

111

iii

iiiiiii

iiiiiii

d
a
a

αα
θαθαθθ
θαθαθθ

  (2-9) 
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  6 

 การกําหนดพารามิเตอรของแขนกลแบบ Denavit-Hartenberg (D-H parameters) สมมติ

วาแขนกลแตละทอนตอกันผานขอตอในรูปแบบใดๆ ดังภาพประกอบ 1 เราจะใชวิธีการของ Denavit-

Hartenberg มาทําการกําหนดระบบพิกัดของแตละแขนและขอตอดังขั้นตอนตอไปนี้ 
 

  
ภาพประกอบ 1 แสดงการกาํหนดพารามิเตอรของแขนกลแบบ Denavit-Hartenberg 

 
 ขั้นตอนการหาความสัมพันธ D-H parameter 
 1. กําหนดแกนหมุนของขอตอทั้งหมดใหเปนแกน z  โดยเริ่มจาก .......0z ไปจนถึง 1−nz   

 2. ตั้งเฟรมเริ่มตน โดยกําหนดใหเปนเฟรมแรก ณ.ตําแหนงใดๆบนแกน 0z  สวนแกนที่เหลือ

คือ 0,0 yx  นั้นใหเปนไปตามกฎของมือขวา กําหนดให 1.........1 −= ni  สําหรับข้ันตอนที่ 3 ถึง 5  

 3. กําหนดจุด io  เปนจุดเริ่มตน เสนที่เปนเสนลากผานจุดตัดที่ตั้งฉากระหวาง io  และ 1−iz  

โดยที่ io จะเปนจุดที่อยูบริเวณจุดตัด ถา iz  และ 1−iz ขนานกัน จุด io  จะอยูที่จุดหมุน i   ถาเสนแกน 

iz  และ 1−iz  ตัดกับจุด io  จะอยูตงบริเวณที่จุดตัดนั้น 

 4. ตั้งแกน ix  ข้ึนมาใหมีทิศทางตามเสนแนวแกนที่เปนจุดตัด iz  และ 1−iz  ในหัวขอที่ 3. ที่

จด io  หรือมีทิศทางที่ตั้งฉากกับระนาบ 1−− ii zz  ถา iz  และ 1−iz  เปนเสนตัดกัน 

 5. แกน iy  นั้นใหเปนไปตามกฎมือขวาของเฟรม 

 6. ตั้งเฟรมของ end – effector เปนพิกัด nnnn zyxo ,,,  โดยสมมติวา จุดตอหมายเลข 

thn −  เปนจุดตอหมุน กําหนด akn =  มีทิศทางตามแนวแกน 1−iz  ตั้งจุดเริ่มตน no บริเวณใดก็ได

ตามแกน nz  โดยที่ควรจะกําหนดที่จุดกึ่งกลางของมือจับ (Gripper or Tip tools) จากนั้นตั้งแกน 

sjn =  ในทิศทางตามแนวของมือจับ และ nin =  ใหเปนไปตามกฎของมือขวา (s × n) 
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 7. กําหนดตัวแปรที่จุดตอตาง ๆ (Joint Variable : ii da ,,,α iθ )ดังนี้ 

 1−ia  =  ระยะตามแนวแกน ix  จากจุด io  ถึงจุดตัด ของเสนแกน ix  และ 1−iz  

 id  =  ระยะตามแนวแกน 1−ia  จากจุด 1−io  ถึงจุดตัด ของเสนแกน ix  และ 1−iz    

 1−iα  =  มุมระหวาง 1−iz  และ iz  ที่มองจากหัวลูกศร ix  เขาไป 

  iθ  =  มุมระหวาง 1−ix  และ ix  ที่มองจากหัวลูกศร iz  เขาไป 

 8. ใชขอมูลจาก ขอ 1-7 ในการสราง Homogeneous transformation matrices iA  

 9. เขียนรูปแบบของทรานสฟอรมเมชัน่เมตริกซ  
 
 nn AAT ............1

0 =   

 

 
 

ภาพประกอบ 2 แสดงแขนกลที่มีสองแขนและสองขอตอ 
 

 แขนกลที่มีสองแขนและสองขอตอ หาพารามิเตอรแบบ Denavit-Hartenberg เราจะทําการ

กําหนดใหระบบพิกัด 0 เปนระบบพิกัดที่ติดกับสวนฐานที่ยึดติดกับพื้น และ ใหระบบพิกัด {1} เปน

ระบบพิกัดของขอตอแรก ที่ยึดระหวางฐานกับแขนทอนแรกที่ยาว 1a  และใหระบบพิกัด {2} เปนระบบ

พิกัดของขอตอที่สอง ที่ยึดระหวางแขนทอนแรกกับทอนที่สองที่ยาว 2a   

 จากภาพ เราจะเห็นวาแกนของขอตอทุกขอจะมีแนวพุงออกหรือพุงเขาจากกระดาษ ดังนั้น 

เราจะกําหนดแกน z ใหมีทิศพุงเขาหรือออกจากกระดาษก็ได ในทีนี้เราจะใหทิศของแกน 210 ,, zzz  มี

ทิศทางพุงออกมาจากกระดาษ 
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 จากนั้นพิจารณาตัวแปรที่เปนความสัมพันธระหวางขอตอกอน ซึ่งไดแก iia α, โดยเริ่มจาก 

0a  เปนระยะหางระหวางแกนของขอตอที่ 0 กับแกนของขอตอที่ 1 แตเนื่องจากวาที่ระบบ พิกัดที่ {0} 

ยึดติดกับพื้นจึงไมมีขอตอ ดังนั้นทําใหเราสามรถกําหนดตําแหนงของแกนของ ขอตอที่ 0 ที่ตําแหนง

ไหนก็ได และเพื่อความงายเราจะใหแกนของขอตอที่ 0 (ซึ่งจริงๆแลวไมมี) อยูที่ตําแหนงเดียวกับแกน

ของขอตอที่ 1 ดังนั้นระยะหางระหวางแกนทังสองจึงเปน 0 ดังนั้นเราจะไดวา  

       00 =a  
และเชนเดียวกัน เนื่องจากวาเราใหแกนของขอตอที่ 0 และ 1 เปนแกนเดียวกันแลว ทําให มุมระหวาง

แกนทั้งสองเปน 0 เชนกัน นั่นคือ  
       00 =α  
ทีนี้เรามาพิจารณาความสัมพันธระหวางขอตอที่ 1 กับ 2 เนื่องจากแกนของขอตอที่ 1 และ 2 ขนานกัน

ไป คือ อยูในแนวที่พุงเขาหรือออกจากกระดาษเหมือนกัน ดังนั้นระยะหาง ระหวางแกนทั้งสองจึงหาได

โดยตรง คือ L1 ดังนั้น  

       11 aa =  
และเนื่องจากแกนทั้งสองขนานกัน ดังนั้นมุมระหวางแกนทั้งสองนี้ก็เปน 0 เชนกัน ดังนั้น  
       01 =α  
และเชนเดียวกัน เพื่อพิจารณาความสัมพันธระหวางแกน ที่ 2 และ 3 เราก็จะได  

       22 aa =  
ตอไปเราหาคาของ 2α ตามนิยามจริงแลว คานี้ตองเปนความสัมพันธระหวาง ขอตอ ขอที่ 2 กับขอที่ 3 

แตเนื่องจากวาเราไมมีขอตอขอที่ 3 อีกแลว แตเราจะสมมติใหจุดที่ปลาย แขนเปนขอตอขอที่ 3 แทน 

และเราก็สามารถกําหนดใหแกนของขอตอขอที่ 3 (ซึ่งจริงๆแลวไมมี) ใหมีทิศทางเดียวกับขออ่ืนๆ 

ดังนั้นเราจะได  
       02 =α  
 

ตอไปเราจะหาพารามิเตอรที่แสดงความสัมพันธระหวางแขนแตละทอน นั่นคือ idi θ, จากนิยามตัว

แปรทั้งสองนี้จะเปนความสัมพันธระหวางทอนแขนที่ 1−i  กับ i  ดังนั้นเรา จะเริ่มที่ 1d  ซึ่งเปน

ระยะหางระหวาง ทอนแขนที่ 0 กับทอนที่ 1 (เราไมสามารถหา 0d ไดเพราะเปนระยะหางระหวางทอน

แขนที่ 1 กับ 0) และจากรูปเราจะเห็นวาระยะหางระหวางทอนแขนที่ 0 ซึ่งเปนฐานที่ติดกับพื้น กับทอน

แขนที่ 1 ที่ยาว 1a ติดกันโดยไมมีระยะหางเลย ดังนั้น  

       01 =d  
เนื่องจาก 00 =a ทําใหเราไมสามารถหาทิศทางของเสนตรง 0a  นี้ได แตในทางกลับกันก็ เปนขอดีที่

เราสามารถจะกําหนดทิศทางเองไดโดยไมมีผลกระทบกับสวนอื่นๆ ดังนั้น ถาเรา กําหนดให เสนตรง 
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0a นี้ชี้ไปทางแนวนอนซึ่งจะทําใหแขนทอนแรกทํามุมกับเสนนี้เปนมุม 1θ   ดังนั้น มุมระหวางแขนสอง

ทอนก็คือ  
       11 θθ =  

และเชนเดียวกัน ระยะหางระหวาง แขนทอนที่ 1 กับ แขนทอนที่ 2 ก็เปน 0 เชนกัน และ มุมระหวาง

แขนทอนที่ 1 กับ แขนทอนที่ 2 ก็มีคาเปน 2θ  ดังนั้น  
       02 =d  
       22 θθ =  
 

ตาราง 1 แสดงพารามิเตอรแบบ Denavit-Hartenberg ของภาพประกอบ 2 
 

ขอตอ ia (มม.) iα (องศา) id (มม.) iθ (องศา) 

1 
1a  0 0 

1θ  
2 

2a  0 0 
2θ  

 

เมื่อ         iθ   คือ Joint Variables (actual arm posture) 

    ii da ,,,α    คือ คาคงที่ D-H   Parameter 

  iA   คือ Homogeneous Transformation matrix ของแตละแขนกล 

 2
0T  คือ ผลรวม Homogeneous Transformation matrix ของแขนกลทั้งหมด 

ดังนั้น ผลรวมของ Transformation Matrix ทั้งหมดคือ  

      21
2

0 ............ AAT =  
โฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซ (Homogeneous Transformations Matrix) 

        กําหนดให 

      1A   = 1
0T  

      2A  =  2
1T  

 

      
⎥
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⎡ −
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0100

0
0

1121

1111

1

sacs
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A  

 

      
⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+
+−

==

1000
0100

0
0

122111212

122111212

21
2

0

sasacs
cacasc

AAT  

 

กําหนดสัญลักษณเปน 

  iis θsin=      iic θcos=    ( )jijis θθ += sin   และ ( )jijic θθ += cos  

ดังนั้นเราจะไดตําแหนงของ End-effectors เทียบกับเฟรม O 

  12211 cacax +=  

  12211 sasay +=  
 
 การหาโฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซของแขนกล PUMA560 แบบ 6 องศาความ

อิสระ ซึ่งมีโครงสรางของแขนกลนี้ จะมีแกนเคลื่อนที่ที่เปนอิสระตอกัน 6 แกน (6 DOF) โดยทุกแกนจะ

เปนการเคลื่อนที่แบบหมุน (6 Revolute joint) 4 แขนกล (4 Links) ดังนั้น มุมระหวางแกน หรือ iα

และ ระยะระหวางแกน หรือ ia  รวมถึง ระยะหางระหวางทอนแขน หรือ id จะเปนคาคงที่จะมีแตก็

เพียงมุมระหวางทอนแขน หรือ iθ  ที่เปนตัวแปรที่เปลี่ยนไปตามการเคลื่อนที่ของแขนกล ดังนั้นจากรูป

เราจะกําหนดให แกนที่  i  จะหมุนรอบแกน iz  เปนมุม iθ เมื่อเทียบกับแกน ที่อยูติดกันกอนหนา หรือ

แกนที่ 1−i   

  

 
 

ภาพประกอบ 3 แสดงระบบพิกัดของหุนยนต 6 องศาความอิสระ 

 

เมื่อ       iθ     คือ Joint Variables (actual arm posture) 

 ii da ,,,α    คือ คาคงที่ D-H   Parameter 
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          iA     คือ โฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซ (Homogeneous Transformation 

matrix) ของแตละแขนกล 

            6
0T   คือ ผลรวมของโฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซ (Homogeneous 

Transformation matrix) ของแขนกลทั้งหมด 

หุนยนตชนิดนี้ถาพิจารณาใหดีจะพบวามีลักษณะการทํางานที่คลายชวงแขนของมนุษย ดังนั้นผลรวม

ของโฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซทั้งหมดคือ  

   61
6

0 ............ AAT =  
 

 
 

ภาพประกอบ 4 แสดงการการกําหนดพิกดัของหุนยนต 6 องศาความอิสระ 

 

จากขอมูลเหลานีน้ํามาจัดใหอยูในรูปความสัมพนัธ D-H Parameter ไดดังนี ้

 

ตาราง 2 แสดงคาตัวแปร (Parameter Variable) ตางๆ ของหุนยนต PUMA 

 

ขอตอ ia (มม.) iα (องศา) id (มม.) iθ (องศา) 

1 0 2π  0 
1θ  

2 
2a  0 0 

2θ  
3 

3a  2π  3d  3θ  
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 โฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซ (Homogeneous Transformations Matrix) 

กําหนดให 

       1A  = 1
0T   

       2A  =  2
1T  

      3A = 3
2T  

      4A  =  4
3T  

      5A  =  5
4T  

      6A  =  6
5T  
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⎥
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=
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61

61

6 d
A
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 จะได  Forward Kinematics ของหุนยนตเปน 

   

  6
0T = 1A  2A  3A 4A 5A 6A  =   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000
zzzz

yyyy

xxxx

pasn
pasn
pasn

 

 
  ( )( ) ( )646541652364654231

scccssssssscccccnx +−−−=  
  ( )( ) ( )646541652364654231 scccscsssssccccsny ++−−=  
  ( ) 65236465423 sscsscccsnz −+−=  
  ( )( ) ( )646541652364654231 ccscssssssscccccsx +−−−−=  
  ( )( ) ( )646541652364654231 scscscsssssscccssy +−+++−=  
  ( ) 65236465423 ssccssccssz −+=  
  ( ) 54152354231 ssscsscccax −+=  
  ( ) 54152354231 ssccssccsay −+=  
  5235423 ccscsaz +−=  
  ( )( ) ( )2546122233423523542361 dssdscacadscssccdcpx +−++++=  
  ( )( ) ( )2546122233423523542361 dssdccacadscssccdspy ++++++=  
  ( ) 2223342354235236 sasadcscsccdpz −−+−=  
กําหนดสัญลักษณเปน 

  iis θsin=      iic θcos=    ( )jijis θθ += sin   และ ( )jijic θθ += cos  

 
 อินเวอรสคิเนเมติกส (Inverse kinematics) 
 อินเวอรสคิเนเมติกสเปนวิธีการหาคา มุม และ ระยะหางของทอนแขน แตละทอน ที่แขนกล

จะตองเคลื่อนที่ไป เพื่อไปยังตําแหนงที่ตองการ (Inverse kinematics) นั่นคือวา ถากําหนดตําแหนง

และทิศทางการหมุนของสวนปลายสุดของแขนกล เราจะตองหา วา คาของมุมของขอตอแตละขอ 

(สําหรับขอตอแบบหมุน) และหรือ คาของระยะหางระหวางทอนแขน (ถาเปนขอตอที่เคลื่อนที่ในแนว

ระนาบ) จะตองเปนเทาไหรถึงจะทําใหปลายสุดของ แขนเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงและทิศทางที่ตองการ  
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 ในการหาคําตอบของอินเวอรสคิเนเมติกสมีประเด็นอยูสองประเด็นที่สําคัญคือ บางกรณี

อาจไมมีคําตอบเลย และ บางกรณีอาจมีหลายคําตอบ หรือนั่นคือ การเคลื่อนที่ของ แขนกลอาจเปนไป

ไดหลายรูปแบบที่ไดผลลัพธเหมือนกัน ในกรณีที่ไมมีคําตอบเลยนั้นหมายความวา ตําแหนงที่เรา

ตองการจะใหแขนกลเอื้อมไป นั้นไมอาจจะเปนไปได เนื่องจากวา ตําแหนงนั้นไมไดอยูในบริเวณพื้นที่

ทํางานของแขนกล (Working area) เชนตําแหนงนั้นอาจจะไกลเกินไป หรือ เนื่องจากแขนกลแตละ

แบบจะมีพื้นที่ทํางานไมเหมือนกันการเขาถึงตําแหนงตางๆจึงไมเทากัน เชน แขนกลแบบทรงกระบอก 

(Cylindrical) จะไมสามารถเอื้อมแขนไปยังดานบน ยังไงก็ตามปญหาในกรณีนี้ สามารถแกไดโดยการ

เปลี่ยนตําแหนงที่ตองการจะใหแขนกลทํางาน ใหอยูในพื้นที่การทํางานของแขนกล 

 ในเรื่องของกรณีที่มีคําตอบหลายคานั้นเกิดขึ้นบางครั้งก็อาจเปนขอดีที่เรามีตัวเลือกมากแต

บางครั้งมันก็จะเปนปญหาในการเลือกคําตอบ โดยเฉพาะ ถาเราใชคอมพิวเตอรในการควบคุม เมื่อ

เกิดคําตอบขึ้นหลายคําตอบ อาจสรางปญหาใหคอมพิวเตอร ในการเลือกในการหาคาพารามิเตอรการ

เคลื่อนที่ของแขนกล เพื่อใหปลายแขนกลเอื้อมไปยังตําแหนง และทิศทางที่ตองการนี้ สามารถทําได

สองวิธี คือ แบบการแกสมการโดยตรงแบบ Closed form และอีกวิธีหนึ่งคือแบบตัวเลข (Numerical)  

ในการหาคําตอบแบบตัวเลขจะเปนไปในลักษณะของการทดลองไปเรื่อยๆ หมายความวา ลองใหแขน

กลเคลื่อนที่ไปดวยคาพารามิเตอร ( )ii d,θ คาใดคาหนึ่ง แลวดูวาตําแหนงกับ ทิศทางถูกตองหรือไม ถา

ไมถูกก็ตองปรับคาพารามิเตอรเหลานั้นไปเร่ือยๆ จนกวาจะไดตามตองการ วิธีการเชนนี้คลายกับการ

ใชงานจริง โดยเราจะสั่งใหแขนกลเคลื่อนที่ทีละแกนไปจนกวาจะไดตําแหนงและทิศทางของปลายแขน

ตามตองการแลวทําการบันทึกคาพารามิเตอรเหลานั้นไวแลวคอยใหแขนกลเคลื่อนที่ดวยตัวเองตอไป

เนื่องจากวิธีการแบบตัวเลขนี้ตองใชเวลาคอนขางมาก ดังนั้นในบางครั้ง วิธีแบบ Closed form จึง

เหมาะสมกวา เพราะจากการคํานวณจะไดคาพารามิเตอรที่แขนกลตองเคลื่อนที่ไปนั้นไดตรงๆ แต

อาจจะยุงยากในการแกสมการบาง  
 

หุนยนต SCORBOT-ER9 
 หุนยนต SCORBOT-ER9 เปนหุนยนตที่มีความแข็งแรงทนทานและมีประสิทธิภาพการ

ทํางานสูงออกแบบใหมีลักษณะสรีระเหมือนมนุษย สามารถยกน้ําหนักได 2.2 kg (4.4 lb) โครงสรางมี

ทั้งหมด 5 แกน ขับเคลื่อนการทํางานโดยใชเซอรโวมอเตอรกระแสตรง สงกําลังผานเกียรทดรอบแบบ

ฮามอนิกสและสายพาน กําหนดตําแหนงและเคลื่อนที่โดยใชคอนโทรลเลอรควบคุมรวมกับเอ็นโคดเดอร

แบบแสง ซึ่งจะทําหนาที่ปอนสัญญาณกลับมาตรวจสอบตําแหนงในลักษณะสัญญาณพัลส ความ

ละเอียดในการกําหนดตําแหนงอยูที่ 0.09 mm. (0.004”) ความเร็วในการทํางานกําหนดได 2 แบบ คือ 

ระยะทางตอหนวยเวลา (mm/sec) และ หนวยเปอรเซ็นต (%) 
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ภาพประกอบ 5 แสดงหุนยนต SCORBOT-ER9 
 

ตาราง 3 แสดงรายละเอียดคุณสมบัติของหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

คุณสมบัติของหุนยนต 

โครงสรางทางกล เลียนแบบโครงสรางการทาํงานมือของมนษุย 

จํานวนแกน 5 แกนและมือจับช้ินงาน 

แกนที่เคลื่อนไหว 

แกนหมุนที1่ ฐานหรือเอว 

แกนหมุนที2่ ไหล 

แกนหมุนที3่ ขอศอก 

แกนหมุนที4่ ขอมือโยก 

แกนหมุนที5่ ขอมือหมุน 

ระยะการหมนุ (องศา) 

o270  
o145  
o210  
o196  
o737  

ความเร็วการหมุน 

sec/79o  sec/112o  

sec/68o    sec/99o  

sec76o    sec/112o  

sec/87o  sec/113o  

sec/166o  
รัศมีการทํางานสูงสุด 691 mm. ไมรวมมือจับ 

อุปกรณเสริมสวนปลาย มือจับทาํงานดวยลม 

มือจับทาํงานดวยมอเตอรไฟฟา (DC Servo) 

การกําหนดตําแหนง กําหนดตําแหนงเริ่มตนคงทีทุ่กแกน 

สัญญาณปอนกลับ สัญญาณพัลสซึ่งตรวจวัดจากลําแสง 

อุปกรณทํางาน มอเตอรไฟฟา (DC Servo) 
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ตาราง 3 (ตอ) 

 

คุณสมบัติของหุนยนต 

การสงกาํลัง ฮามอนกิสเกยีรและสายพาน 

รับน้ําหนักสงูสุด 2 kg (4.4 lb) รวมน้าํหนักของมือจับ 

ความละเอยีดการกําหนด

ตําแหนง 

± 0.09mm. (0.0035”) 

นําหนกัตัวหุนยนต 38 kg (83lb) 

อุณหภูมิทํางาน Co402 − ( )Fo10436 −  
 
 โครงสรางของหุนยนต SCORBOT-ER9 
 หุนยนต SCORBOT-ER9 เปนหุนยนตที่เลียนแบบโครงสรางการทํางานมือของมนุษย มีการ

ทํางานโดยการเคลื่อนที่ในลักษณะการหมุนทั้ง 5 จุดตอ และติดตั้งมือจับช้ินงานที่สวนปลาย หุนยนตมี

การเคลื่อนที่แบบ 5 องศาอิสระ (5 DOF) ออกแบบโดยใหสวนปลายของหุนยนตเปนสวนที่ใชกําหนด

ตําแหนงตามที่ตองการแตตองอยูในเขตพื้นที่ทํางาน 

 ภาพประกอบ 6 และ 7 แสดงจุดตอและแขนของหุนยนต แตละจุดตอจะขับเคลื่อนแขน

หุนยนตดวยเซอรโวมอเตอรกระแสตรง (DC Servo Motor) สงกําลังผานฮามอนิกสเกียรและสายพาน 
 

ตาราง 4 แสดงจุดตอตางๆ และการเคลื่อนไหวของหุนยนต 

 

แกนที ่ ชื่อจุดตอ การเคลื่อนไหว มอเตอรที่ 

1 เอว หมุนเอวรอบตวัเอง 1 

2 ไหล ยกขึ้นและลดแขนลง 2 

3 ขอศอก ยกขึ้นและลดปลายแขนลง 3 

4 ขอมือโยก ยกขึ้นและลดสวนปลาย 4 

5 ขอมือหมุน หมุนสวนปลาย 5 
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ภาพประกอบ 6 แสดงจุดหมนุของหุนยนต SCORBOT-ER9 

 
ภาพประกอบ 7 แสดงแขนกลของหุนยนต SCORBOT-ER9 

 
 ขอบเขตพืน้ที่ทํางาน 
 ขอบเขตพื้นที่ทํางานของหุนยนต SCORBOT-ER9 ดูไดจากความยาวของแขนหุนยนตและ

องศาการหมุนของแตละจุดตอ ภาพประกอบ 8 ไดแสดงขนาดความยาวของแขนหุนยนตและสวนที่ยื่น

ออกไป ภาพประกอบ 9 แสดงพื้นที่ทํางานเมื่อมองจากดานบนลงมา 

ฐานของหุนยนตจะยึดแนนอยูกับจุดรองรับ หรือบางครั้งอาจยึดอยูกับแผนรับที่เล่ือนได (Slide 

Base) ซึ่งสามารถเลือกขนาดความยาวไดตามตองการ 
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ภาพประกอบ 8 แสดงขอบเขตการทํางานมองจากดานขางหุนยนต 

 
ภาพประกอบ 9 แสดงขอบเขตการทํางานมองจากดานบนหุนยนต 

 

 ระบบการขับเคลื่อน 
 ระบบการขับเคลื่อนของหุนยนต SCORBOT-ER9 จะประกอบดวยอปุกรณ 3 สวน คือ 

1. เซอรโวมอเตอรกระแสตรง 
2. ฮามอนกิสเกยีร 

3. สายพานและพูลเลย 
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ภาพประกอบ 10 แสดงระบบขับเคลื่อนหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

 ภาพประกอบ 10 แสดงระบบการขับเคลื่อนของ หุนยนต SCORBOT-ER9 แกนที ่1-4 สวน

การขับเคลื่อนแกนที ่5 จะไมมีสายพานและพูลเลย จะมแีตฮามอนิกสเกียรเทานัน้ 
 มอเตอร 
 หุนยนต SCORBOT-ER9 จะขับเคลื่อนแขนหุนยนตดวยเซอรโวมอเตอรกระแสตรง โดยใช

หลักการเปลี่ยนแปลงคาสัญญาณจากคอนโทรลเลอร (กําลังไฟฟา) ใหออกมาควบคุมมอเตอรใน

ลักษณะการหมุนของเพลา (กําลังทางกล) 

 แขนของหุนยนต SCORBOT-ER9 จะหมุนหรือเคลื่อนที่อยางแมนยําโดยอาศัยหลักการ

ดังตอไปนี้ 

- มอเตอรสามารถหมุนไดหลายความเร็วและมีความแมนยําในการหมุนสูงมาก เชน ถา 

นําไปใชในการพนสี ก็สามารถเลือกปรับความเร็วใหเหมาะสมได 

- มอเตอรสามารถเลือกปรับความเร็วไดอยางละเอียดถี่ถวนและสามารถปรับอัตราเรงได 
ตามลักษณะของงาน 

- มอเตอรสามารถใหแรงบิดสูงในสภาวะแตกตางของความเร็ว 

- มอเตอรสามารถหยุดการหมุนไดอยางรวดเร็วในทุกตําแหนงการทํางาน หรือเปลี่ยนแปลง 

ทิศทางกะทันหันโดยไมมีการเหลื่อมลํ้าตําแหนง 

- ถึงแมวามอเตอรที่ติดตั้งอยูในหุนยนต SCORBOT-ER9 จะตองทํางานภายใตน้ําหนักและ 

แรงเฉื่อยของตัวเอง แตก็ไดออกแบบใหมีน้ําหนักเบาและขนาดกะทัดรัด แตมากดวยประสิทธิภาพการ

ทํางาน 
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ภาพประกอบ 11 แสดงจุดทีต่ิดตั้งมอเตอรในหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

 ภาพประกอบ 11 แสดงการติดตั้งตัวมอเตอรภายในหุนยนตในจุดตางๆในการขับเคลื่อนทั้ง

แบบการสงกําลังแบบอัตราทดสองชั้น (แกน 1-4) และอัตราทดชั้นเดียว (แกน 5) 
 โครางสรางของมอเตอรไฟฟากระแสตรง 
 หลักการทํางานของมอเตอรไฟฟากระแสตรง จะคลายการทํางานของมอเตอรไฟฟา

โดยทั่วไป คือ จะใหกระแสไฟฟาไหลผานขดลวดตัวนําในมอเตอรไฟฟาเพื่อสรางสนามแมเหล็ก แลว

อาศัยสนามแมเหล็กที่เกิดขึ้นเปลี่ยนเปนแรง ซึ่งอยูในรูปแบบการหมุนของเพลามอเตอร 

 

 
 

ภาพประกอบ 12 แสดงโครงสรางพืน้ฐานของมอเตอรไฟฟากระแสตรง 
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 ภาพประกอบ 12 แสดงโครงสรางพื้นฐานและสวนประกอบตางๆของมอเตอรไฟฟาเพื่อให

เห็นถึงลักษณะโครงสรางของมอเตอรไฟฟาที่ใชกับหุนยนต SCORBOT-ER9 ซึ่งมีสวนประกอบหลกัอยู

ดวยกัน 3 สวนดวยกัน คือ 

 1. สเตเตอร (Stator) เปนที่อยูกับที่ มีหนาที่สรางสนามแมเหล็ก โดยจะใชแมเหล็กถาวรหรือ

แมเหล็กที่เกิดขึ้นจากสนามแมเหล็กไฟฟาชั่วคราวก็ได 

 2. โรเตอร (Rotor) เปนสวนที่หมุนอยูระหวางสนามแมเหลก็ที่เกิดขึน้ และอาศัยการหมนุนี้ตอ 

เพลาสงกําลังเพื่อนไปหมุนโหลดภายนอก โรเตอรโดยทั่วไปจะประกอบดวยแผนเหล็กหลอเจาะรูแลว

รอยลวดตัวนําเขาไปพันเปนขดลวดโรเตอร สวนปลายของลวดตัวนําทั้งสอง จะนํามาตอเขากับซ่ีคอม

มิวเตเตอร ซึ่งมีไวสําหรับตอกระแสไฟฟาเขาไปสรางสนามแมเหล็กในโรเตอรโดยผานแปรงถาน 

 3. แปรงถาน (Brushes) จะทําหนาที่ตอไฟฟาจากแหลงจายไฟไปยังโรเตอรผานทางซี่

คอมมิวเตเตอรขณะที่โรเตอรหมุน 

 
 มอเตอรของหุนยนต 
 หุนยนต SCORBOT-ER9 จะใชแมเหล็กถาวรเปนสวนประกอบในมอเตอรไฟฟากระแสตรง

เพื่อใชในการขับเคลื่อนแขนของหุนยนต 
 

 
 

ภาพประกอบ 13 แสดงมอเตอรในแกนที ่1, 2 และ 3 

 

สำ
นกั

หอ
สม

ดุก
ลา

ง ม
หา

วทิ
ยา

ลยั
ศร

นีค
รนิ

ทร
วโิร

ฒ 

 
Cen

tra
l L

ibr
ary

 Sr
ina

kh
ari

nw
iro

t U
niv

ers
ity



  22 

 
ภาพประกอบ 14 แสดงมอเตอรในแกนที ่4 และ 5 

 

แกนที่ 1, 2 และ 3 ของหุนยนต SCORBOT-ER9 จะทํางานดวยมอเตอรที่แสดงไวในภาพประกอบ 13 

สวนแกนที่ 4 และ 5 จะทํางานดวยมอเตอรที่แสดงไวในภาพประกอบ 14 

 ซึ่งมอเตอรดังที่กลาวมาจะสามารถทําหนาที่ใหการเคลื่อนไหวแขนของหุนยนตไปในตําแหนง

ตางๆ ของพื้นที่ทํางานไดอยางรวดเร็ว รับภาระยกโหลดไดดวยแรงบิดที่สูง และทํางานไดละเอียด

แมนยําเนื่องจากมีสัญญาณปอนกลับมาตรวจสอบดวยเอ็นโคดเดอร 

 

ตาราง 5 แสดงคุณสมบัติของมอเตอรที่ใชกับหุนยนต 

 

คุณสมบัติของมอเตอร 

 มอเตอรแกนที ่1,2,3 มอเตอรแกนที ่4,5 

แรงบิดสูงสุด 1.01 Nm. 0.19 Nm. 

แรงบิดทํางาน 0.23 Nm. 0.09 Nm. 

ความเร็วทํางานสูงสุด 4000 rpm 4500 rpm 

น้ําหนกั 1.29 kg 0.28 kg 

 
 ระบบสงกําลงัเกียรฮามอนิกส 
 ระบบสงกาํลังเกียรฮามอนิกสที่ใชกับหุนยนต SCORBOT-ER9 จะมีอัตราทดเกียรทีสู่งมาก  
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ภาพประกอบ 15 แสดงโครงสรางเกยีรฮามอนิกส 

 

 เกียรฮามอนิกสที่ใชในหุนยนต SCORBOT-ER9 จะประกอบดวย 4 สวนคือ  

 1. Circular Spline เปนเหล็กแข็งรูปวงแหวนมีฟนเฟองอยูดานใน เปนสวนที่ใชติดตั้งอยูกับ

แขนของหุนยนต 

 2. Wave Generator เปนแผนเหล็กบางรูปวงรี จะตอเขากับเพลารับกําลัง สวนประกอบรอบ

ขางดานนอกจะมีลูกปนกลมติดตั้งไวรอบๆ 

 3. Flex Spline เปนสวนที่เคลื่อนที่ได รูปรางทรงกระบอกบาง มีฟนเฟองดานนอก มีหนาที่ตอ

กําลังงานไปที่เพลาสงกําลังไปใชงาน 

 4. Dynamics Spline เปนเหลก็แข็งทรงกระบอก มฟีนเฟองดานใน 

 ฟนเฟองดานนอกของ Flex Spline จะมีขนาดเกือบจะเทากับเฟองดานในของ Circular 

Spline เพียงแตวาฟนเฟองของ Circular Spline จะมีสองสวนที่สัมผัสกัน และเฟองทั้งสองจุดดังกลาว

จะสัมผัสกันก็ตอเมื่อ Wave Generator จะทําหนาที่ดัน Flex Spline ออกมาดานขาง เพราะวา Wave 

Generator มีลักษณะเปนรูปวงรี จึงถูกดันออกใหเฟองสัมผัสกันเพียงสองสวนเทานั้น ดังนั้น เมื่อเพลา

ของมอเตอรหมุน Wave Generator ก็จะหมุนตามไปดวย ทําใหสวนที่เปนฟนเฟองที่สัมผัสกันหมุน

ตาม แตอยางไรก็ตาม ทิศทางการหมุนจะสวนทางกัน คือ เมือ Wave Generator หมุนไปในทิศทาง

ตามเข็มนาฬิกา Flex Spline จะหมุนทวนเข็มนาฬิกา และจะทําใหสวนที่สัมผัสฟนเฟองทั้งสองหมุน

ทวนเข็มนาฬิกาดวย 
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 อัตราทดฮามอนิกสเกียร (Harmonic Drive Gear Ratios) 
 จากฮามอนิกสเกียรทั้งหมด อัตราทดของฮามอนิกสเกียรหาไดจาก เอารอบการหมุนของ

เพลาขับหารดวยรอบการหมุนของเพลาตาม นั่นคือ ถาฟนเฟองของ Flex Spline เทากับ fN และทุก 1 รอบ

การหมุนของเพลาขับ จะทําใหการหมุนของเพลาตามเทากับ fN/2 รอบ (มีฟนเฟองสองสวนที่สัมผัส

กัน) จะได 

 

 HD gear ratio =
22

1 f

f

N

N

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
 (2-10) 

 

ฮามอนกิสเกยีรที่ใชกับหุนยนต SCORBOT-ER9 มีอัตราทดเกยีรในแตละแกน ดงันี ้
 

                           
ภาพประกอบ 16 แสดงการทํางานของเกยีรฮามอนิกส 

 
ภาพประกอบ 17 แสดงการทํางานของเกยีรฮามอนิกส 

สำ
นกั

หอ
สม

ดุก
ลา

ง ม
หา

วทิ
ยา

ลยั
ศร

นีค
รนิ

ทร
วโิร

ฒ 

 
Cen

tra
l L

ibr
ary

 Sr
ina

kh
ari

nw
iro

t U
niv

ers
ity



  25 

 อัตราทดเกียรรวมในแตละแกน (Axis Gear Ratios) 
 อางอิงจากภาพประกอบ 10 การสงกําลงัสาํหรับแกนที ่1 ถึงแกนที่ 4 จะเปนแบบอัตราทด   

2 ชั้น คืออัตราทดสายพาน และอัตราทดฮามอนิกสเกียร 

 อัตราทดรวมทัง้หมดของเพลาสงกาํลงัเพื่อที่จะทาํใหแขนของหุนยนตเคลื่อนไหวได หาไดจาก 

 AXISHDT NNN =×  (2-11) 

เมื่อ 

 TN     = อัตราทดของสายพาน หาไดจาก 
PullayA
PullayB  

 HDN   = อัตราทดฮามอนกิสเกียร 

 AXISN = อัตราทดรวมทั้งหมด 

 

ตาราง 6 แสดงอัตราทดเกยีรของหุนยนต SCORNOT-ER9 

 

SCORBOT-ER9 Gear Ratios 

 NT NHD NAXIS 

Axis 1 1.33  :  1 161  :  1 214.13  :  1 

Axis 2 1.52  :  1 160  :  1 243.80  :  1 

Axis 3 1.33  :  1 160  :  1 213.33  :  1 

Axis 4 1.80  :  1 100  :  1 180  :  1 

Axis 5  100  :  1 100  :  1 
 

 ดังนั้น ถาตองการใหแกนที่ 3 หมุน 1 รอบ ( )o360 มอเตอรจะตองหมุนไปทั้งหมด 213.33 

รอบ แตในความเปนจริง การเคลื่อนที่ในแตละแกนจะเคลื่อนที่ไดในวงจํากัด ข้ึนอยูกับลิมิตสวิทย 

(Limit Switch) ที่ติดตั้งไวในแตละแกนเพื่อปองกันไมใหหมุนเกินกวาที่กําหนดไว ซึ่งจะมีผลใหสายไฟ

หรือทอลมขดได 

 
 เอ็นโค็ดเดอร (Encoders) 
 การหาตําแหนงและการเคลื่อนไหวของแขนหุนยนต SCORBOT-ER9 กําหนดไดจากการ

ปอนกลับของสัญญาณจากแสงไฟในเอ็นโคดเดอรสงกลับมายังตัวคอนโทรลเลอร เอ็นโคดเดอรจะ

ทํางานโดยใชจานหมุนเจาะรูซึ่งติดตั้งอยูกับเพลาของมอเตอรแลวใชแสงจากหลอดแอลอีดี (LED) สอง

ผานจานหมุนแลวสงสัญญาณนับไปตรวจสอบและทําความเขาใจที่ตัวคอนโทรลเลอร 
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ภาพประกอบ 18 แสดงเอน็โคดเดอรหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

เอ็นโคดเดอรที่ใชในหุนยนต SCORBOT-ER9 ประกอบดวยหลอดแอลอีดี (LED) เปนตัวสงลําแสง ใน

ทิศทางตรงกันขามจะมีวงจรไอซี (IC) ซึ่งทําหนาที่เปนตัวรับสัญญาณแสงที่สงมาให วงจรไอซี

ประกอบดวยตัวรับสัญญาณแสงอยูดวยกันหลายตัว เมื่อรับสัญญาณแสงมาแลวก็จะทําหนาที่เปลี่ยน

สัญญาณแสงที่รับมาไดเปนสัญญาณดิจิตอล แลวสงกลับไปที่คอนโทรลเลอร ระหวางตัวสงแสงและ

ตัวรับแสงจะมีแผนดิสกเจาะรูติดตั้งอยูกับเพลาของมอเตอร เมื่อมอเตอรหมุนแผนดิสกนี้ก็จะหมุนตาม

ไปดวย 

 แผนดิสกเอ็นโคดเดอรจะหมุนอยูระหวางตัวสงแสงและตัวรับแสง การทํางานแสงที่สงไปยัง

ตัวรับจะถูกแผนดิสกเจาะรูบัง สวนที่ผานไปไดตัวรับจะรับสัญญาณแสงเปนชวงๆ แลวเปลี่ยน

สัญญาณแสงที่ไดเปนสัญญาณพัลสตอเนื่องไปตลอดการหมุน 

 แผนดิสกเอ็นโคดเดอรที่ใชกับหุนยนต SCORBOT-ER9 จะมีรูอยู 512 ชอง จํานวนรูใน

แผนดิสกเอ็นโคดเดอรจะนําไปแปลงเปนสัญญาณพัลสตอไป (C-Pulse) ทุกๆรูในแผนดิสกตอการหมุน 

1 รอบ สัญญาณพัลสที่ได จะสงผลตอตําแหนงการเคลื่อนที่ของหุนยนต 
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ภาพประกอบ 19 แสดงจานดิสกเอ็นโคดเดอรหุนยนต SCORBOT-ER9 
 

ตัวรับแสงจะมอียูหลายตัวเรยีงสลับกนัไป เมื่อรับแสงมาแลวก็จะนําเขาไปยังวงจรประมวลผล แลวสง

สัญญาณออกมาเปนสัญญาณ IBBAA ,,,, และ I   

 ถาจะเปรียบเทียบสัญญาณที่ไดรับ สัญญาณสุดทายที่สงออกมาสําหรับชองสัญญาณ BA,

และ I  จะเห็นไดวา สัญญาณที่ออกมาจากชองสัญญาณ A  สัญญาณจะเปนรูปส่ีเหลี่ยมเหมือนกับ

สัญญาณชอง B  (สัญญาณชอง B เฟสจะตางกัน o90 ) สวนสัญญาณ I จะสงออกมาในรูปสัญญาณ

พัลส  

 เมื่อแผนดิสกหมุนทวนเข็มนาฬิกา (มองเอ็นโคดเดอรจากดานหลังตัวมอเตอร) สัญญาณชอง 

A จะนําหนาสัญญาณชอง B และเมื่อแผนดิสกหมุนตามเข็มนาฬิกา สัญญาณชอง B จะนําหนา

สัญญาณชอง A  เชนกัน ทําใหสามารถตรวจสอบและควบคุมทิศทางการหมุนไดตามตองการ 

 
ภาพประกอบ 20 แสดงอุปกรณในเอ็นโคดเดอร 

สำ
นกั

หอ
สม

ดุก
ลา

ง ม
หา

วทิ
ยา

ลยั
ศร

นีค
รนิ

ทร
วโิร

ฒ 

 
Cen

tra
l L

ibr
ary

 Sr
ina

kh
ari

nw
iro

t U
niv

ers
ity



  28 

 

 
ภาพประกอบ 21 แสดงสัญญาณที่ออกจากจากเอ็นโคดเดอร 

 

 ความละเอียดของเอ็นโคดเดอร (Encoder Resolution) 
 จากสัญญาณรูปส่ีเหลี่ยม คอนโทรลเลอรจะรับสัญญาณ 4 คร้ัง เมื่อเอ็นโคดเดอรใหแสงผาน

รู 1 ชอง ดังนั้น 1ชองที่ใหแสงผานจะตองนํามาคูณดวย 4 จึงจะไดสัญญาณนับจริง 

 

ความละเอยีดของเอ็นโคดเดอรหาไดจาก 

 
n

SE

o360
=  (2-12) 

เมื่อ 

  ES    = ความละเอียดของเอ็นโคดเดอรในการใหสัญญาณนับ 1 คร้ัง 

  n      = จะนวนนับในการหมนุเอ็นโคดเดอร 1 รอบ 

 

เอ็นโคดเดอรที่ใชในหุนยนต SCORBOT-ER9 จะมีอยู 512 ชอง เมื่อคํานวณแลวจะไดการนับเทากับ 

2048 ตอการหมุนของมอเตอร 1 รอบ ดังนั้น ความละเอียดของเอ็นโคดเดอรหาไดดังนี้ 

 

 o
o

176.0
2048
360

==ES  (2-13) 
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และเมื่อความละเอียดจะถูกกําหนดดวยอัตราทดเกียรทั้งหมดในแตละแกน ความละเอียดก็จะ

เปลี่ยนไป เมื่อเอ็นโคดเดอรติดตั้งไวที่เพลามอเตอรแลวหมุนเพื่อใหแกนเคลื่อนที่ ความละเอียดหาได

จากสมการ 

 

 
AXIS

E
JOINT N

SS =   (2-14) 

 

ดังนั้น ตัวอยางความละเอียดของเอ็นโคดเดอรของแกนที่ 3 ของหุนยนต SCORBOT-ER9 หาไดดังนี้ 

 

 o
o

000825.0
33.213

176.0
3 ==JS   (2-15) 

 

จะเห็นไดวา ความละเอียดของเอ็นโคดเดอรจะมีมากขึ้น ซึ่งจะทําใหงายตอการควบคุมเพื่อหาตําแหนง

และการเคลื่อนที่ของหุนยนต ความแมนยําเที่ยงตรงในการทํางานสูงมาก ทําใหมีความยืดหยุนในการ

ทํางานสูงตามไปดวย 

 
 สวิทยจํากัดระยะการทํางาน 
 หุนยนต SCORBOT-ER9 จะใชลิมิตสวิทยเปนตัวทําหนาที่ปองกันการหมุนรอบจุดหมุนใน

แตละแกนไมใหหมุนเกินตําแหนงที่ไดกําหนดเอาไว เมื่อแขนหุนยนตทํางานเกินระยะพื้นที่ทํางาน ชุด

ควบคุมก็จะหยุดทํางานและแสดงผลออกมาวา ทํางานผิดพลาด (ERROR) ลิมิตสวิทยเปนชิ้นสวน

อิเล็กทรอนิกสที่ติดต้ังอยูกับแขนกล และแยกอยูตางหากกับชุดคอนโทรลเลอร 

 
ภาพประกอบ 22 แสดงลิมิตสวิทยของหุนยนต SCORBOT-ER9 
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ในแกนที่ 1 ถึงแกนที ่4 จะมลิีมิตสวิทยติดตั้งอยูแกนละ 2 อัน เพื่อปองกันไมใหแขนกลทํางานเกนิพืน้ที่

ปฏิบัติงาน ทัง้การหมนุทวนเข็มนาฬิกาและตามเข็มนาฬกิา 

แกนที่ 5 (ขอมูลหมุน) จะไมมีการติดตั้งลิมิตสวิทย จึงสามารถหมุนไดมากกวา 1 รอบ เมื่อติดตั้งมือจับ 

(Gripper) เขากับแกนที่ 5 การควบคุมการหมุนจะขึ้นอยูกับซอฟแวรควบคุมในคอนโทรลเลอร ลิมิตสวิทย

จะติดตั้งอยูกับแผนดิสกซึ่งยึดอยูกับโครงของหุนยนต  
 

 
 

ภาพประกอบ 23 แสดงการติดตั้งลิมิตสวทิยของหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

เพลาสงกําลังของฮามอนิกสเกียรจะหมุนไปรอบๆ อยูทามกลางแผนดิสกที่ติดตั้งลิมิตสวิทย ที่เพลาของ

ฮามอนิกสเกียรจะมีลูกเบี้ยวที่ติดตั้งอยู เมื่อเพลาหมุนลูกเบี้ยวก็จะหมุนตามไปดวย เมื่อลูกเบี้ยวหมุน

ไปชนกับลิมิตสวิทยที่ตําแหนงติดตั้ง ลิมิตสวิทยจะตัดกระแสไฟฟาที่สงไปหมุนมอเตอร ทําใหมอเตอร

หยุดหมุน 
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ภาพประกอบ 24 แสดงวงจรการทาํงานของลิมิตสวทิยทีค่วบคุมแขนกล 

 

ในภาพประกอบ 24A แสดงใหเห็นวา เมื่อลิมิตสวิทย LS1 ถูกกด ทําใหหนาคอนแท็กของรีเลย K1 เปด 

ไมมีกระแสไฟฟาไปที่มอเตอร มอเตอรจะไมหมุนเพื่อปองกันไมใหแขนหุนยนตหมุนเกินตําแหนงที่

กําหนดไว สวนไดโอดที่ติดตั้งขนานกับหนาคอนแท็กของรีเลย จะยอมใหกระแสไฟฟาไหลผานไดใน

กรณีที่ตองการใหมอเตอรหมุนยอนกลับทิศทาง ดังนั้น จึงยอมใหแขนหุนยนตหมุนไดระหวางลิ

มิตสวิทยที่ติดตั้งไวทั้งสองเทานั้น 

 เมื่อลิมิตสวทิยถูกกด คอนโทรลเลอรจะหยุดทํางาน (Controller OFF mode) และจะแสดงผล

วาทํางานผิดพลาดหรือฟองวาถูกชน 

 ถาตองการใหคอนโทรลเลอรทํางานตอไป ตองเปดใหคอนโทรลลเอรทํางานกอน (Controller 

ON mode) โดยสั่งงานที่คียบอรด (Keyboard) หรือ Teach Pendent ก็ได หุนยนตก็จะสามารถ

ทํางานเคลื่อนแขนไปในทิสทางที่ตองการได และถาในกรณีที่ลิมิตสวิทยไมไดถูกกด หนาคอนแท็กของ

รีเลยจะปด โดยที่ไดโอดที่ตอขนานอยูดวยจะไมมีผลไดๆกับการทํางานของวงจรดังแสดงไวใน

ภาพประกอบ 24B 
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การหยุดอยางรุนแรงและฉับพลัน (Hard Stops) 
 เมื่อซอฟแวรมีปญหาหรือลิมิตเสียหาย แขนของหุนยนตจะไมสามารถเคลื่อนที่ได เชนในกรณี

ที่แขนหุนยนตเคลื่อนไปชนกับส่ิงกีดขวางอยางรุนแรงหรืออยูในที่รอนเกินไป ระบบจะฟองวาเกิดความ

ผิดพลาดแลวสั่งใหคอนโทรลเลอรหยุดทํางานทันที (COFF) ถาตองการใหคอนโทรลเลอรทํางานตอไป 

ก็กดปุม CON เพื่อเปดการทํางานของคอนโทรลเลอร แขนกลจึงจะสามารถเคลื่อนที่ทํางานตอไปได 

 
โฮมสวิทย (Home Switches) 

 หุนยนต SCORBOT-ER9 จะใชสวิทยแบบแสงที่ติดตั้งอยูระหวางลิมิติสวิทยทั้งสองเปน

ตัวกําหนดสภาวะอางอิงตําแหนงเริ่มตน 

 โฮมสวิทยจะติดตั้งอยูในแผนดิสก ระหวางลิมิตสวิทยทั้งสองที่ติดตั้งไวเพื่อปองกันการเคลือ่นที่

เกินขอบเขตการทํางาน และทํางานรวมกับแผนแฟล็ก (Flag) ที่ติดตั้งไวกับเพลาของฮามอนิกสเกียร  
 

 
 

ภาพประกอบ 25 แสดงการติดตั้งโฮมสวทิย 

 

 ในระหวางที่หุนยนตทําการโฮม จุดหมุนแตละแกนของหุนยนตจะหมุนไปดวย และในขณะที่

แผนแฟล็ก (Flag) หมุนไปตัดสัญญาณไฟของชุดสวิทยโฮม สัญญาณไฟที่ถูกตัดจะมีผลใหมีการสง

สัญญาณไปที่คอนโทรลเลอร 

 ชวงที่โฮมสวิทยทํางาน มอเตอรก็จะหมุนตอไปเร่ือยๆตามสัญญาณพัลสที่คอนโทรลเลอรสั่งให

หมุน เพียงแตตําแหนงที่โฮมสวิทยทํางานจะถูกกําหนดใหเปนตําแหนงโฮมของหุนยนตในแตละแกน

เทานั้น 
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ออปติไมซเซชัน (Optimization)  
 ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือกระบวนการ ทางคณิตศาสตรที่เปนเครื่องมือ
ที่นํามาใชโดยมีจุดประสงคเพื่อหาคาที่เหมาะสมที่สุดซึ่งคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่ําสุด หรือ
คา สูงสุด เปาหมายของการออปติไมซเซชัน (Optimization goal) ทําเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดาน
การลงทุน,พลังงาน,การใชประโยชนและมีความปลอดภัยนั่นเอง กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซ
ชัน (Optimization) ไปประยุกตเพื่อใชงานเราจะตองทําการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน 
ออปติไมซเซชัน (Optimization) นั้นสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา ซึ่งสามารถแบงไดเปน 
2 ประเภทคือสแตติกออปติไมซเซชันและไดนามิกสออปติไมซเซชัน (Static and dynamics optimization) 
ในการหาคําตอบของปญหาโดยเทคนิควิธีออปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่จะตองทําการอธิบาย
ถึงคุณลักษณะของปญหาใหออกมาในรูปของ แบบจําลองทางคณิตศาสตรเสีย กอนซึ่งมีองคประกอบ
โครงสรางของปญหา (Elements of problem formulation) ในเทอมทางคณิตศาสตรที่สําคัญและจําเปนตอง
ทําความเขาใจสามเทอมดวยกันซึ่งก็คือตัวแปรสถานะ (State variables) ตัวแปรควบคุมปอนเขา 
(Control input) และฟงกชันนอลหรือ ฟงกชันวัตถุประสงค  (functional or objective function) ซึ่งมี
รายละเอียดปลีกยอยดังนี้ 
  
 ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)  
 คือตัวแปรหรือส่ิงที่ระบุชี้ชัดถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรแลวตัวแปร
ของการออกแบบก็คือตัวไมทราบคาที่จะตองถูกคนหาคานั่นเอง ยกตัวอยางเชน ปญหาการหาขนาดที่
เหมาะสม คือ ดีไซนวาริเอเบิลก็คือความยาวและความสูง ในการกําหนดหรือเลือกวาสิ่งไหนคือดีไซน
วาริเอเบิล (Design variables) นั้น ผูออกแบบจําเปนจะตองใชสัญชาตญาณ, ความชํานาญ และพื้น
ความรูมาเปนองคประกอบการตัดสินใจ แตก็มีหลักการพื้นฐานเชนกันคือดีไซนวาริเอเบิล (Design 
variables) จะตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear independent) หมายความวาดีไซนวาริเอเบิล 
(Design variables) จะไมสามารถถูกกําหนดขึ้นมาจากการใชความสัมพันธทางเลขคณิตได 
ตัวอยางเชน การออกแบบหนาตัดของสี่เหลี่ยมผืนผาที่เหมาะสม เราจะไมสามารถกําหนดดีไซนวาริเอ
เบิล (Design variables) เปนความยาว, ความกวางและพื้นที่ได เพราะถาหากเรากําหนดดีไซนวาริเอ
เบิล (Design variables) เปนความยาวและความกวางแลว ตัวแปรที่สามคือพื้นที่จะเกิดขึ้นมาเองโดย
อัตโนมัติ ดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) สามารถมีไดหลายตัวเพื่อที่จะใหการออกแบบนั้นมี
ความสมบูรณ และกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) เหลานี้จะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร 
(Design vector: matrix) และใชอักษร n แทนจํานวนใดๆ ของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) 
และในเทอมทางคณิตศาสตรนั้นมักจะใชอักษร x และมีตัวเลขหอยเพื่อระบุลําดับที่ของตัวแปรของการ
ออกแบบนั้นๆ มักมีการเขียนสัญลักษณของดีไซนเวกเตอรหลายลักษณะดังนี้ คือ [ ]X , X  หรือ x , 
[ ]Tnxxx ,...,, 21  และ nixi ,...,2,1, =  
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 ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)  
 คือส่ิงที่คงที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบใน

ลักษณะที่แตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํา, คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน

พารามิเตอร (Design parameters) สามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิล (Design 

variables) และเปน เวกเตอร (Vector: matrix) เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณไดคลายๆ กันดังนี้ คือ 

[ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  
 
 ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  
 คือขอมูลสําคัญเกี่ยวกับการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) และ

ดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) มาประเมินคา และเปนตัวพิสูจนแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวย ดีไซนฟงกชัน (Design functions) นี้สามารถแสดงออกมา

ในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเงื่อนไขบังคับ (Design objectives and/or constraints) ซึ่ง

จะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสมขึ้นมาและตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ

ดวยจึงจะถือวาเปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได (Feasible) ตัวอยางเชน ตองการออกแบบให

โครงสรางมีมวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) โดยที่ความเคนใน

วัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก (Yield strength) นี่ก็จะเปนคอนสเทรนทฟงกชัน 

(Constraint functions) ซึ่งมีรายละเอียดปลีกยอยดังตอไปนี้ 
  1. ออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective Function)  
  เปนดีไซนฟงกชัน (Design function) ตัวหนึ่งของออปติไมซเซชัน (Optimization) 

โดยทั่วไปจะเปนแบบฟงกชันเดี่ยว รูปแบบของวัตถุประสงคจะเปนการหาปริมาณที่นอยที่สุดหรือ

ปริมาณที่มากที่สุด และปริมาณที่วานี้ก็เปนปริมาณสเกลาร ในเทอมทางคณิตศาสตรนั้นจะเขียน

สัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ ( )Xƒ  และ ( )qxxx ,...,, 21ƒ  
  2. คอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint Functions)  
  เปนดีไซนฟงกชัน (Design function) ตัวหนึ่งที่มีอิทธิพลตอการออกแบบเปนอยางมาก 

และสามารถมีไดมากกวาหนึ่งฟงกชันได (เปนไดทั้งสมการและอสมการ) ดังนั้นจึงเปนเวกเตอร 

(Vector: matrix) และจะใชเครื่องหมายดําเนินการเปรียบเทียบสามตัวคือ ≥≤   ,  และ = ซึ่งเงื่อนไข

บังคับนี้จะมีไดสามรูปแบบดวยกันคือ อันคอนสเทรนท (Unconstraint) อีควอลิตีคอนสเทรนท 

(Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraint) มีรายละเอียดดังนี้ 
   2.1 อันคอนสเทรนท (Unconstraint) 
   เปนแบบไมมีเงื่อนไขบังคับมากําหนด 
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   2.2 อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality Constraints)  
   เปนเงื่อนไขที่บังคับใหการออกแบบตองเปนไปตามเงื่อนไขอยางเครงครัดโดยจะตองไม

ขาดและไมเกินจากเงื่อนไข มีลักษณะเปนสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร g เงื่อนไขบังคับนี้

สามารถมีไดหลายตัวและเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ  [ ]G , 

[ ]lggg ,...,, 21  และ mlgl ,...,2,1, =  จํานวนดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) n จะตองมีขนาดที่

มากกวาจํานวน m อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) จึงจะสามารถทําการออปติไมซเซชนั 

(Optimization) ไดโดยจะตองสอดคลองกับออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เครื่องหมายที่

เขามาเกี่ยวของคือเคร่ืองหมายเทากับ โดยฝงขวามือของเครื่องหมายจะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ 

( ) ( ) 0500:1 =−ƒ XXg  เปนตน 
   2.3 อินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality Constraints)  
   เปนเงื่อนไขบังคับที่มีความยืดหยุนในการออกแบบ เพราะจะบังคับในลักษณะเปนชวง

ใหเปรียบเทียบ มีลักษณะเปนอสมการ สัญลักษณที่ใชแทนจะใชอักษร c เงื่อนไขบังคับนี้สามารถมีได

หลายตัวและจะเปนเวกเตอร สามารถเขียนสัญลักษณไดหลายแบบดังนี้ คือ ][C , ],...,,[ 21 mccc  และ 

mlcl ,...,2,1, =  เครื่องหมายที่เขามาเกี่ยวของคือเครื่องหมายมากกวาหรือเทากับและนอยกวาหรือ

เทากับแตจะนิยมแบบนอยกวาหรือเทากับในงานดานวิศวกรรมมากกวา โดยฝงขวามือของ

เครื่องหมายจะเปนเลขศูนย ดังตัวอยางนี้ ( ) ( ) 01:1 ≤−ƒ XXc  เปนตน 
 
 ไซดคอนสเทรนท (Side Constraints)  
 เปนเงื่อนไขบังคับที่นํามาใชเพื่อกําหนดตัวเลขชวงใหกับดีไซนวาริเอเบิล  (Design 

variables) และมักมีการกําหนดเปนลักษณะขีดจํากัดบนและขีดจํากัดลาง 
 
 ดีไซนสเปส (Design Space)  
 ก็คือปริภูมิที่จะถูกใชเพื่อการออกแบบที่เหมาะสมนั่นเอง เปนปริภูมิที่เกิดขึ้นจากหลักการ

ของปริภูมิยูคลิดเดียนหรือปริภูมิคารทีเชียน (Euclidean or cartesian n-dimensional space) ที่มีมิติ

ใดๆ ซึ่งมิติใดๆ นี้เกิดขึ้นจากกลุมดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) แตจะไมเหมือนกับระบบปริภูมิ

อางอิงทั่วไปที่มีสามมิติตามที่เราคุนเคยกัน เพราะจะมีความซับซอนกวา ยกตัวอยางเชน มีดีไซนวาริเอ

เบิล (Design variables) 10 ตัว ก็จะมีมิติของปริภูมิเปน 10 มิติ เปนการยากมากที่จะอธิบายโดยการ

วาดภาพหรือเขียนกราฟออกมา ดวยเหตุนี้จึงใชไซดคอนสเทรนท (Side constraints) มาเปนตัวจํากัด

ขอบเขตของปริภูมิ ซึ่งหากผลเฉลยอยูในชวงขอบเขตนี้ก็ถือวายอมรับได (Feasible)  
 
 

สำ
นกั

หอ
สม

ดุก
ลา

ง ม
หา

วทิ
ยา

ลยั
ศร

นีค
รนิ

ทร
วโิร

ฒ 

 
Cen

tra
l L

ibr
ary

 Sr
ina

kh
ari

nw
iro

t U
niv

ers
ity



  36 

 ฟอรมมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The Standard Format Optimization)  
 จากที่กลาวมานั้นลวนแตเปนองคประกอบทั่วไปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรของการใช

เทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization) ทั้งสิ้น และมีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรไดหลายๆ แบบ

ดังนี้ 

 หาคานอยที่สุดของ ( )nxxx ,...,, 21ƒ  (2-16) 

 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) 0,...,, 211 =nxxxg   

  ( ) 0,...,, 212 =nxxxg  (2-17) 

  ( ) 0,...,, 21 =nl xxxg  

  ( ) 0,...,, 211 ≤nxxxc  
  ( ) 0,...,, 212 ≤nxxxc  (2-18) 

  ( ) 0,...,, 21 ≤nl xxxc   
  njxxx u

jj
l
j ,...,2,1 , =≤≤  (2-19) 

หรือเขียนสั้นๆ ไดดังนี้ 

 หาคานอยที่สุดของ ( )nxxx ,...,, 21ƒ  (2-20) 

 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==  (2-21) 

  ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤  (2-22) 

  njxxx u
jj

l
j ,...,2,1 , =≤≤  (2-23) 

หรือเขียนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังนี้ 

 หาคานอยที่สุดของ ( ) [ ]nXX  ,ƒ  (2-24) 

 โดยสอดคลองกับเงื่อนไข: ( )[ ] 0=lXg  (2-25) 

  ( )[ ] 0≤lXc  (2-26) 

  uplow XXX ≤≤  (2-27) 

 

 จากฟอรมมาตรฐานของปญหาการออปติไมซเซชัน (Optimization) ที่อยูในรูปแบบเทอม

ทางคณิตศาสตรที่เปนภาษาสากลนั้นสามารถสื่อสารออกมาเปนภาษาพูดไดดังนี้ คือ หาคานอยที่สุด 

(Minimize) ของออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) ƒ โดยจะตองสอดคลองกับเงื่อนไข 

(Subject to) บังคับเชิงเทากับ (Equality constraints) จํานวน l เงื่อนไข และตองสอดคลองกับอิน

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) จํานวน i เงื่อนไข ทั้งนี้ดีไซนวาริเอเบิล (Design 

variables) ทั้งหมดจํานวน n ตัวแปร ตองอยูในชวงขอบเขตลางและขอบเขตบนของไซดคอนสเทรนท 

(Side constraints) เทานั้น 
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 ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวิศวกรรม  
 ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables) ไมข้ึนกับเวลาและมีการนําเอา

ออปติไมซเซชัน (Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกันวา สแตติกออปติไมซเซชัน (Static 

optimization) สวนปญหาที่ข้ึนกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 

ดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of optimization) คือ

การคนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 

function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซึ่งมีอยูสองลักษณะคือ โกลบอล 

(Global) และโลคอล (Local)  

 กรณีนอยสุด (Minimum) กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลมีนิมัม (Global minimum) ไดถา 

  

 ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111  (2-28) 

 

 เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวทําใหเกดิคา

ของฟงกชันที่มากขึ้นกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มี

คานอยที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลมีนนิมัม 

(Local minimum)  

 กรณีมากสุด (Maximum) กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน 

( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกลบอลเม็กซิมัม (Global maximum) ไดถา  

 ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111  (2-29) 

 

 เมื่อ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวก็ยังทําให

คาของฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มี

คามากที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลเม็กซิมัม 

(Local maximum)  
 

ไดนามิกออปติไมซเซชัน 
 ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆ (Variables) ข้ึนกับเวลา (Time-dependent) จะถูก

เรียกวาไดนามิก (Dynamics) และมักจะใชสมการเชิงอนุพันธ (Differential equations) มาเปนตัว

แสดงระบบไดนามิก (Dynamic systems) ดังนี้ 
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 ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=  (2-30) 

 

 เมื่อ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทั่วไป

หรืออนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต (Control 

inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) 

และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control inputs) 

( ) ( )tutu m,,1 K  เปนเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการคํานวณวิถี (Trajectory) 

ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )txi  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิงตัวเลข (Analytical or 

numerical) ได ตัวอยางเชนการเคลื่อนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของอนุภาค (Particle) หนึ่งหนวย

มวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายไดดวยสมการเชิงอนุพันธ (Differential 

equation) เปน ux =&&  เมื่อ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ u  คือแรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการ

เชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-order differential equation) แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการ

เชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First-order differential equation) ดังสมการ (2-30) ได นั่นคือให 21 xx =&  

และ ux =2&    สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่แสดงไดดวยสมการ (2-30) นั้น โดยปกติแลวจะตองมีการ

กําหนดสภาวะเริ่มตนเสมอ (Initial state) จากนั้นก็ทําการเลือกชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต 

(Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1 K  เพื่อใหออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุด

หรือมากสุด ปญหาไดนามิกจะเรียกออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล 

(Cost functional) และเขียนเปนสมการดังนี้ 

 ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111 KKKK  (2-31) 

 

 เมื่อ 0t  คือเวลาเริ่มตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) 

ประกอบไปดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt KΦ ซึ่งจะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และ

สภาวะสุดทาย (Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11 KK  เปนสวนที่

ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอ

เบิล (Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตต

วาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)  

 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้นนอกจากจะอาศัยพื้น

ความรูจาก สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) แลวยังจะตองใชความรูและความเขาใจ

ทางดานแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) อยางมากอีกดวย ระบบไดนามิก 

(Dynamic) ทางดานวิศวกรรมนั้นแบงออกไดเปนสองลักษณะดวยกันตามระดับข้ันความเสรี (Degree 

สำ
นกั

หอ
สม

ดุก
ลา

ง ม
หา

วทิ
ยา

ลยั
ศร

นีค
รนิ

ทร
วโิร

ฒ 

 
Cen

tra
l L

ibr
ary

 Sr
ina

kh
ari

nw
iro

t U
niv

ers
ity



  39 

of freedom) นั่นก็คือ ระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ัน

ความเสรี (Multistage systems) สวนดานวิธีการหาคําตอบของปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน 

(Dynamic optimization) นั้นแบงไดเปนสองลักษณะใหญๆ ดวยกัน คือ วิธีไดเรคท (Direct methods) 

และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) ซึ่งวิธีไดเรคท (Direct methods) จะใหผลคําตอบที่หยาบ

มากกวาแตก็มีความซับซอนนอยกวาวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) 

 ดังนั้นการศึกษาและทําความเขาใจวิธีการแบบอินไดเรคท (Indirect methods) ซึ่งจะเริ่มตน

จากการศึกษาและทําความเขาใจแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) โดยเริ่มจากระบบ

ข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage systems) 

เพราะตองใชเปนฐานในการใชงานกับวิธีอินไดเรคท (Indirect methods)  

 
 แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations)  
 โดยจะเริ่มจากระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับข้ัน

ความเสรี (Multistage systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus 

of variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 

 

 [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  2-32) 

 

 ซึ่งเปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) ( )tx  ใหเปนจํานวนจริง นั่นคือ

ถากําหนด ( )tx  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวิธีเชิง

ตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะขึ้นอยูกับหลายๆฟงกชัน

ตอเนื่อง (Continuous functions) ก็ไดดังเชน 

 

 [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121 &K&&KK  2-33) 

 

 ฟงกชันนอล (Functional) สมการ (2.33) เปนการเปลี่ยนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous 

functions) หลายๆ ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 K  ใหเปนจํานวนจริงนั่นเอง ในการนําเอา

แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซ

เซชัน (Static Optimization) นั่นก็คือ คนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary Conditions) 

สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม 

(Extremum) ที่หาไดเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟ
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วาริเอเบิล (Calculus of variations) มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization) จะ

เกี่ยวของกับจุดเริ่มตนและจุดสุดทาย ซึ่งมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้ 
 
 ฟงกชันนอลของฟงกชันเดี่ยว (Functional of a Single Function)  
 เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบขั้นความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) โดยมี

รายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 

  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Time and End Points)  
  ถาฟงกชัน ( )xxtF &,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยางตอเนื่องโดยอยู

ระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  

และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ( )tx  ที่

เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  นั่นเอง ซึ่งมี

วิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม 

(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้นเพื่อใหยังคง

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) อยู ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fthth  ก็จะพบการ

เปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 

 

 [ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=Δ
0

,,,, &&&  (2-34) 

 

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการเปลี่ยนแปลงเปน 

 

 dth
x
Fh

x
FJ ft

t∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
0

&
&

δ  (2-35) 

 

เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2-35) ก็จะพบวา 
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δ  (2-36) 

 

เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fthth  จึงจะ

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธได

สำ
นกั

หอ
สม

ดุก
ลา

ง ม
หา

วทิ
ยา

ลยั
ศร

นีค
รนิ

ทร
วโิร

ฒ 

 
Cen

tra
l L

ibr
ary

 Sr
ina

kh
ari

nw
iro

t U
niv

ers
ity



  41 

อยางตอเนื่องสองครั้ง นั่นก็หมายความวา 
x
F

dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเมื่อ 0=Jδ  ซึ่ง

พบวา 

 

 0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F

&
 (2-37) 

 

 ซึ่งสมการ (2-37) นี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทํา

ใหผลเฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  และ 

( ) ff xtx =  ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออย

เลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time, Variable 
End Points)  
  แตกตางกับกรณี (Fixed End Time and End Points) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึง

ใชสมการ (2-34 - 2-37) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมได

ถูกกําหนดไวตายตัว และ ( ) ( )fthth ,0  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 

(Necessary conditions) เปน 
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x
F

dt
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&
 (2-38) 
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0
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∂
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tx
F
&

 (2-39) 

 0=
∂
∂

ftx
F
&

 (2-40) 

 

 ซึ่งสมการ (2-38 – 2-40) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่ง

จะทําใหผลเฉลยของ ( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  

ซึ่งสามารถหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 
  เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End Points)  
  กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มีวิธีการหา

คําตอบคลายๆ กับกรณี (Fixed End Time, Variable End Points) ถา ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค 

(Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่ม

คาดวย ( )th  ดังนั้นก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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 (2-41)    

  

เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
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เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2-42) ก็จะพบวา 
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เมื่อ ( ) 00 00
txxth tt δδ &−=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ &−=  ดังนั้นสมการ (2-43) เขียนไดเปน 
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 (2-44) 

 

 เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )th , 
ftxδ , 

0t
xδ , 

ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิ

ซัน (Necessary conditions) และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 
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 0=
∂
∂

−
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x
F
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x
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&
 (2-45) 
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 ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
 
 ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functional of N Functions)  
 เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage systems) 

โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
  กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed End Times and End Points)  
  ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF &K&K ,,,,, 11  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยาง

ตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค 

(Desire function) ( ) nitxi ,,1, K=  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) 

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,, &  นั่นเอง ซึ่งมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค 

(Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) คือ 
 

 [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  (2-47) 

 ถา  ( ) nitxi ,,1, K=   ถูกเพิ่มคาดวย  ( ) nithi ,,1, K=  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับ

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fii thth  ก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของ

ฟงกชันนอล (Functional) JΔ  เปน 
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 (2-48) 

 

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
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เมื่อ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ดังนั้นเมื่อทําการ

อินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2-49) ก็จะพบวา 
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เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fii thth จึงจะ

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F จะตองทําอนุพันธได

อยางตอเนื่องสองครั้งนั่นก็หมายความวา 
ii x

F
dt
d

x
F

&∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเมื่อ 0=Jδ  ดังนั้น

พบวา 
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ซึ่งสมการ (2.51) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่งจะทําใหผลเฉลย

ของ ( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ซึ่ง

เราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-Cauchy) ได 
  กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed End Time and 
Variable End Points)  
  แตกตางกับกรณี (Fixed End Times and End Points) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้น

จึงใชสมการ (2-47 – 2-51 ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  

ไมไดถูกกําหนดไวตายตัว และ ( ) ( )fii thth ,0  ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเนคเซสเซอรี

คอนดิซัน (Necessary condition) เปน 
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 ซึ่งสมการ (2-52 – 2-54) นี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซึ่ง

จะทําใหผลเฉลยของ ( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ 

( )fi tx  ซึ่งเราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-

ควอชี (Euler-Cauchy) ไดเชนกัน 
  เวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable End Time and End Points)  
  กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาได แตก็มีวิธีการหา

คําตอบคลายๆ กับกรณี (Fixed End Times and End Points) ถา ( ) nitxi ,,1 , K=  เปนฟงกชัน

เปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) 

],,[ 1 nxxJ K  ถา ( )txi  ถูกเพิ่มคาดวย ( )thi  ดังนั้นก็จะพบการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันนอล 

(Functional) JΔ  เปน 
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เมื่อใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปลี่ยนแปลงเปน 
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 (2-56) 

 

 เมื่อ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ JΔ   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้น

เมื่อทําการอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการ (2-56) ก็จะพบวา 
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เมื่อ ( ) 00 00
txxth titii δδ &−=  และ ( ) ftitifi txxth

ff
δδ &−=  ดังนั้นสมการ (2-57) จะเปน 
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เมื่อ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เปน 
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และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
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 ซึ่งจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 
 
 ฟงกชันนอลมีเงื่อนไขบังคับ (Functional with Constraints)   
 เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเงื่อนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซึ่งอาจจะเปนไดทั้ง

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality constraints) 

ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)  
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  ฟงกชันคอนสเทรนท (Function Constraints)  
  ทําการพิจารณาฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งจะตองเกี่ยวของหรือมีความ

สอดคลองกับฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints)   

mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==&&  และ nm <  เสมอ เมื่อเราใชเทคนคิวิธีการแบบลากรานซ

มัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชนันอลใหมเปน 
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 เมื่อ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ ซึ่ง

จะเปน F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพื่อใชสําหรับเอ็กทรีมัม 

(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) นั่นเอง โดยจะนําไปใชกับลักษณะของเวลาและจุดสุดทาย

ทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว นั่นก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว (Fixed end time 

and end points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตัวแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed end time, variable 

end points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ซึ่ง

กระทําไดเพียงแคเปลี่ยนจาก F  เปน F ′  ก็สามารถทําการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary 

conditions) ซึ่ง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําใหสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ได 
 
  ฟงกชันเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End Point Function Value Constraints)  
  เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ K  ซึ่งฟงกชัน )( fi tx  จะตอง

สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย การหา

ผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 
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 เมื่อ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทําให

สามารถดัดแปลงสมการ (2-57) ไดเปน 
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 เมื่อเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , 

ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 

(Necessary conditions) เปน 
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โดยที่ 0=ks  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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 (2-65) 

 
 
  ฟงกชันเงื่อนไขบังคับทั่วไป (General Constraints)  
  จากหัวขอ (Fixed End Times and End Points และ Fixed End Times and Variable 

Points) เราสามารถเอ็กทรีมมั (Extremum) ของฟงกชนันอล (Functional) 

[ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111 &K&KK  ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอดคลองกับฟงกชันอคีวอลิตี

คอนสเทรนท (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg &&  เมื่อ mj ,...,1 = โดย nm <  เสม

และสอดคลองกับเงื่อนไขบงัคับที่จุดสุดทาย (End point constraints) 

( ) pkxxts
ftnk ,..,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังนัน้เมื่อใชเทคนิควิธีลากรานซมัลติไพลเออร 

(Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชนันอล (Functional) ใหมเปน 
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 เมื่อ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังนั้นหากกรณี

ปญหาเปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะ

สามารถดัดแปลงสมการ (2-58) ไดเปน 
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เมื่อ 
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jj gFF
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λ  

ทําใหไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังนี้ 
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โดยที่ mjg j ,,1,0 K==  และ pksk ,,1,0 K==  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 
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 การตรวจสอบเอ็กทรีมัมวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient Conditions for 
Minimum and Maximum)  
 จากหัวขอที่ผานมาเปนการหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับใช

เอ็กทรีมัม (Extremum) เทานั้น ซึ่งยังบอกไมไดวาเปนคานอยสุดหรือมากสุด ในหัวขอนี้จะเปนการ

ตรวจสอบเพื่อบงชี้วาเอ็กทรีมัม (Extremum) เปนคาใดกันแน ในที่นี้จะกลาวเฉพาะการตรวจหาคา

นอยสุดเทานั้น เพราะการตรวจคามากสุดก็ใชหลักการเดียวกัน เรามาพิจารณาปญหาการหาคาส

เกลาร ( )tx  ที่ทําใหฟงกชันนอล (Functional) ( )[ ] ( )dttxxFtxJ ft

t∫= 0

,, &  นี้มีคานอยสุด เมื่อ 0t  และ 

ft  ถูกกําหนดไวตายตัว และ F  สามารถทําอนุพันธอยางตอเนื่องไดอยางนอยสองครั้งเทียบกับ xx &,  

และ t  ตอไปหากเรากําหนดให ( )tx  เปนคาที่ทําใหฟงกชันมีคานอยสุด ตอไปลองทําการเพิ่มคา ( )tx  

ดวย ( ) ( ) 00 == fthth  เราจะพบการเปลี่ยนแปลงของคอสฟงกชันนอล  (Cost functional) ที่

สอดคลองกับการเพิ่มคา ( )th  เปน [ ] [ ]xJhxJJ −+=Δ  แลวใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) 

กระจายเทอมก็จะได  

 termsorderhighJJJ −−++=Δ 2δδ  (2-69) 

เมื่อ 

 
0

0
tt

t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f

&&& ∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

= ∫δ  

 dt
x
Fh

xx
Fhh

x
FhJ ft

t∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=
0

2

2
2

2

2

2
22 2

2
1

&
&

&
&δ  

 

ซึ่งจากในหัวขอที่ผานๆ มา เราพบวา ( )tx  จะเปนคานอยสุดก็ตอเมื่อ 02 >=Δ JJ δ  (คามากสุดก็คือ

02 <=Δ JJ δ ) และเราสามารถเขียนใหกระชับไดเปน 
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 ซึ่งถาคาของ F~  เปนบวก (Positive definite) ก็จะทําให ( )tx  เปนคานอยสุด แตหากคา F~  

เปนลบ (Negative definite) ก็จะทําให ( )tx  เปนคามากสุด 

 
 สรุปเกี่ยวกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization Conclusion) 
 ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเริ่มตนจากสมการการ

เคลื่อนที่ก็คือ ∑ == xmmaF &&  แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นไมสะดวกถา

สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังนั้นจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหนึ่งคือ 21 xx =&  

และ mFx ∑=2&  ดังสมการ (2.30) คือ 

 

 ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11 KKK& =ƒ=   
 

 ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้น จะมีการกําหนดเงื่อนไขเริม่ตน

และเงื่อนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเงื่อนไขบังคับ 

(Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกําหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคานอยสุด

หรือมากสุด ดังนี้ 

 ( ) ( ) tduuxxtLxxtJ f

f

t

t mntn ∫+Φ=
0

,,,,,,,,, 111 KKK   

  

 โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )
ftnxxt ,,, 1 KΦ  ซึ่งเรียกวา 

เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11 KK  ซึ่งเรียกวา อินทิกรัลเทอม  

(Integral term) ซึ่งหากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

2  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum energy), 

หากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

 จะเรียกวาปญหาเชื้อเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หากกําหนด ft=Φ  

จะเรียกวาปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกําหนด ( )ftx2=Φ  จะเรียกวาปญหา

ความเร็วสูงสุด (Maximum velocity) เปนตน ซึ่ง Φ  และ L  จะเรียกวา สภาวะของปญหา (State of 

the problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical techniques) มีสอง

ลักษณะใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect methods) โดยอาศัย

หลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทําใหสามารถเขียนคอสฟงกชันนอล 

(Cost functional) โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) lυ , iλ  และ iμ  เขา

มาเกี่ยวของไดดังนี้คือ 
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 สมการดังกลาวนี้นําไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ไดทกุ

ปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and inequality 

constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูปสมการตามโจทย

ของปญหานั้นๆ นั่นเอง 

 

การทบทวนเอกสารงานวิจัยที่เก่ียวของ 
        การหาความเหมาะสมสูงสุด มีแกไขและพัฒนาเพื่อใหเกิดประโยชน จากการศึกษาเอกสาร และ

งานวิจัยที่เกี่ยวของกับงานที่จะทําการวิจัยนี้ พบวามีการศึกษาและทําการทดลองอยางตอเนื่อง มีการ

นําเอาหลักการวิธีความนิ่มนวลที่สุดมาทําการศึกษาเพื่อหาขอดีและปญหา 

 ทวิวัชร วีระแกลว และ ปเสฏฐา สารลักษณ (2548) การเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการใช

พลังงานนอยที่สุดกับการใชความนิ่มนวลที่สุดในระบบพลศาสตร (The Comparison of Using 

Minimum Energy and Minimum Jerk in Dynamic Systems) เปนการนําเสนอปญหาในการหาคา

ความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรในรูปแบบของความตองการความนิ่มนวลของระบบตลอด

การทํางาน ซึ่งโดยทั่วไปแลวในการกําหนดฟงกชั่นของคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรนั้น

นิยมใช พลังงาน เวลา ความเร็ว และระยะขจัด แตในงานวิจัยนี้ไดเนนที่ความนิ่มนวลของระบบ

เนื่องจากเปนที่ทราบกันดีวาในการทํางานของระบบพลศาสตรนั้นความนิ่มนวลเปนที่ตองการในหลาย

ระดับดวยกัน เชนความนิ่มนวลในการเคลื่อนที่ของหุนยนต จากการวิจัยสรุปไดวาคําตอบที่ไดมีความ

ใกลเคียงกับการใชพลังงานนอยที่สุดเปนฟงกชั่นของคาความเหมาะสมสูงสุดซึ่งจะมีผลดีในการ

วิเคราะหทางตัวเลขและนําผลลัพธที่ไดไปใชงานไดอยางเหมาะสม กลาวคือ ไดทั้งความนิ่มนวลและ

ประหยัดพลังงาน 
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                ทวิวัชร  วีระแกลว ทําการศึกษาปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุดของการใชเวลานอยที่สุด

ของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน (The minimum time problem of linear dynamic optimization) 

โดยใชวิธีการพิจารณาหลายวิธีในที่ชวยอํานวยใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

โดยตรงไดสะดวกขึ้นซึ่งขึ้นอยูกับคุณ ลักษณะของปญหาเรื่องการใชเวลานอยที่สุด  (Minimum Time 

Problem)  นั้นดวยแนวคิดหนึ่งก็คือการพิจารณา  ปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุด มีความเหมือนกับ

ปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ( Maximum energy  with free final time 

problem) ในเอกสารทางวิชาการฉบับนี้ไดอธิบายถึงรายละเอียดความเหมือนกันระหวางปญหาทั้ง

สองขอ คือปญหาพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายและปญหาเวลาที่นอยที่สุด สําหรับระบบที่

เปนเชิงเสนแตการพิจารณาโดยวิธีการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายมีขอดีกวาหลาย

ประการ ทายสุดไดมีการเปรียบเทียบ ผลการทดลองของทั้งสองปญหาโดยวิธีระเบียบเชิงตัวเลขทั้งวิธี

ตรงและวิธีออม   ทําใหเกิดความชัดเจนยิ่งขึ้น 

   Sunil K. Agrawal, T. Veerakleaw and  B.C. Fabien (2544) New Computational  

Framework for Trajectory Optimization of Higher–Order Dynamic Systems, AIAA Journal of   

Guidance Control and Dynamic Vol.24 No.2  pp.228 - 236, 2544 ในการใช ทฤษฎีของระบบ

วิเคราะหปญหาของการหาคาต่ําสุดและสูงสุด  เปนที่ยอมรับแลววา ระบบการเคลื่อนที่ ที่อยูในรูป

อนุพันธอันดับสูง     มีขอไดเปรียบเปนอยางมากในเรื่องของการคํานวณเมื่อเปรียบเทียบกับระบบ

เคลื่อนที่ที่อยู ในรูปสมการเชิงอนุพันธ อันดับหนึ่ ง โดยเฉพาะสมการการเคลื่อนที่ทางดาน

วิศวกรรมเครื่องกล   จะอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับที่สองเสมอ   อันเนื่องมาจากเปนการใชกฎ

ขอที่สองของนิวตัน  ในบทความฉบับนี้ไดนําเสนอขอมูลเปรียบเทียบอยางชัดเจนในการคํานวณ

ระหวางสมการการเคลื่อนที่ที่อยูในรูปสมการชั้นสูง   และ สมการอนุพันธอันดับหนึ่ง    การที่จะ

เปรียบเทียบไดนั้นผูวิจัยไดสรางซอฟแวรข้ึนมาดวยวิธีทางตรง และทางออม  เพื่อสามารถยืนยันไดวา 

ไมวาสมการการเคลื่อนที่จะอยูในรูปแบบใดก็สามารถที่จะใชโปรแกรมเดียวกันหาคําตอบเพื่อใชในการ

เปรียบเทียบ 

 สุวิมล เสนีวงศ ณ อยุธยา (2550) ศึกษาเกี่ยวกับโครงสรางผาคลุมรถยนตอัตโนมัติที่ใชการ

ออกแบบจากทฤษฎีของระบบหุนยนตโดยอาศัยกลไกการทํางานของแขนกลสองตําแหนงซึ่งเคลื่อนที่

ทั้งแบบหมุน และแบบเชิงเสนเพื่อไดสมการการเคลื่อนที่ของผาคลุมรถยนตอัตโนมัติซึ่งอธิบายโดย

สมการออยเลอร-ลากรางจเพื่อนําคาแรงบิดและแรงภายนอกของโมเมนตมาวิเคราะหการทํางานของ

แขนกลทําใหทราบคาที่เหมาะสมที่สุดที่มอเตอร สามารถทํางานไดโดยการพัฒนาโปรแกรมทางการ

ควบคุมที่ไดผลสูงสุดทางระบบพลศาสตรโดยทั่วไปจําเปนตองกําหนดเปาหมายที่ตองการใหระบบ

เสียกอนและรวบรวมเงื่อนไขตางๆ ของระบบในสภาวะ หรือ ณ เวลาที่สนใจ เชนเวลาเริ่มตน และเวลา
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สุดทาย เพื่อนํามาพิจารณารวมกันในการหาคําตอบ ซึ่งวิธีการหาคําตอบสามารถทําไดหลายวิธีข้ึนอยู

กับรูปแบบของปญหาวาจะเหมาะสมวิธีใด แตโดยทั่วไปจะนําหลักทางคณิตศาสตรมาใชในการหาคา

เหมาะสมที่สุดมาใชรวมกับปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน แตเนื่องจากปญหาเปนแบบ

พารามิเตอรที่ข้ึนกับเวลาจึงตองทําการแปลงปญหาทางออฟติไมเซชั่นผานวิธีทางแคลคูลัสของความ

แปรปรวน ซึ่งเปนวิธีออมทําใหปญหาถูกแปลงจากปญหาทางการควบคุมที่ไดผลสูงสุดทางระบบ

พลศาสตรเปนปญหาทางการควบคุมทีไดผลสูงสุดของระบบสถิตศาสตรโดยจากการทดสอบโปรแกรม

ที่ไดมีความแมนยําและความรวดเร็วในการหาคําตอบ ซึ่งสามารถจําลองโครงสรางการทํางานเพื่อเปน

แนวทางในการออกแบบของจริงตอไป 

 Shiler H, Chang and V. Wong. The Practical Inplementation of Time Optimal Control 

for Robotic Manipulators, Robotic & Computor – Integrate Manufacturing. เอกสารฉบับนี้ได

กลาวถึงผลการทดลองสําหรับ Time optimal control สําหรับ Robotic Manipulators ซึ่งจะแกปญหา

ระบบที่ไมตอเนื่องสมการการเคลื่อนที่ที่มีลําดับมากระบบการเคลื่อนที่ที่ไมมีรูปแบบที่แนนอนและมี

การลาชา (Delay) จากการควบคุม ผูเขียนเสนอใหใช Simplified model และกําหนดการควบคุมการ

ตอบสนองโดยไดทดลองกับ UCLA Direct Drive ซึ่งผลการทดลองสามารถลดเวลาที่ใชในการเคลือ่นที ่

ทั้งยังเพิ่มความแมนยําในการเคลื่อนที่ใหกับเครื่องมือที่นํามาทดลองดวย  

 M.C. Renolds and P.H. Meckl. Composite Optimization Scheme for time Optimal 

Control. งานวิจัยนี้ไดนําเสนอวิธีการแกปญหาคาต่ําสุด สูงสุด โดยเปลี่ยนใหเปนปญหาไทมออฟติ

มอลคอนโทล (Time Optimal Control problem) แลวใชทั้ง Quadratic และ linear programing ซึ่ง

เปน linear programming จะสามารถคาดการคาเริ่มตนที่เหมาะสมในการแกปญหาการควบคุมที่

ไดผลสูงสุด (Optimal Control) ของระบบที่ประกอไปดวยมวล 2 กอน และ สปริง แสดงใหเห็นถึง

คุณสมบัติที่นาสนใจในการเปลี่ยนสมการเดิมใหเปนสมการกําลังสอง หรือ คอดราติคโปรแกรมมิ่ง 

(quadratic programming) 

              จากงานวิจัยที่เกี่ยวของทั้งหมดนั้นพบวาไดมีการศึกษาถึงระบบการเคลื่อนที่ไดผลมา

พอสมควรทําใหเกิดแนวทางการทําการวิจัยใหมๆเกิดขึ้นในการศึกษาถึงเรื่อง “แนวทางใหมในการหา

คําตอบของการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยใชวิธีความนิ่มนวลที่สุดมาประยุกตใชกับแขนกล” นั้นมี

ความจําเปนที่จะตองมีสมการที่กลาวถึงปญหาการเคลื่อนที่ (Problem Statement)   โดยใชทฤษฎี

และหลักการมาทําการกําหนดฟงกชันหรือพฤติกรรมของปญหาจากนั้นก็ ทําการวิเคราะหผลการ

ทดลองดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรตอไป 
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บทที่ 3 
อุปกรณและวิธีการทดลอง 

  

 ในการวิจัยครัง้นี ้ผูวิจยัไดดําเนนิการตามขั้นตอนดังนี ้

1. การกําหนดปญหา 

2. เงื่อนไขที่จาํเปนในการแกปญหา 

3. แบบจําลองทางคณิตศาสตร 
4. ปญหาความนิม่นวลที่สุด 

 

การกําหนดปญหา 
 ในระบบพลศาสตรที่เปนเชิงเสน (Linear) และไมเปนเชิงเสน (Nonlinear) นั้นสามารถเขียน

ใหอยูในรูปของสมการอนุพันธอันดับที่หนึ่ง (First Order Derivative Function) ไดดังนี้ 

 

 1 1( ,..., , ,... , );      1,...,i i n mx f x x u u t i n= =&  (3-1) 
 

 โดยที่  nx R∈  ,  mu R∈   เปนตัวแปรที่เรียกวา  States , Control  Input และ เวลา 

ตามลําดับ รูปแบบของปญหาในที่นี้ก็คือการหาคาของ Control Input ( )u t  และ ตัวแปร State ( )x t  

ที่ทําใหวัตถุประสงคที่ตองการความนิ่มนวลสูงสุดเปนจริง ในการศึกษาวิจัยนี้ใชกรณีที่มีเวลาและ

ตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) อยางไรก็ตามทั้ง States และ Control  

Input ตองมีเงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหาโดยกําหนด 0 0( )x t x= , 0t  คือเวลาเริ่มตน และ 

( )f fx t x= , ft  คือเวลาจุดสุดทายที่พิจารณา 

 

 ฟงกชันของคาความเหมาะสมสูงสุดของปญหาความนิ่มนวลสูงสุด คือ อนุพันธอันดับที่สาม

เทียบกับเวลา หรือ ตัวแปรที่เปนอนุพันธอันดับที่หนึ่งของ Control Input ( )u  ดังนั้น Jerk จึงสามารถ

เขียนใหอยูในรูปของตัวแปรไดดังนี้ 

                                                               Jerk x u= ∝&&& &  (3-2) 

 

กําหนดให 

                                                                 u u=& %  (3-3) 
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จากสมการที่ (3.1) จึงเขียนใหมไดวา 

  

                               1 1( ,..., , ,... , );    1,...,i i n m mx f x x u u t i n m+= = +& % %  (3-4) 

 

ในที่นี้ u~  คือคาตัวแปร Control Input ของระบบพลศาสตร ฟงกชันวัตถุประสงคของปญหาความนิ่ม

นวลที่สุดโดยวิธีทางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) ไดดังนี้ 

 

                                             dtuJ
ft

t

m

i
i∫∑

=

=
0

1

2~  (3-5) 

 

ในลักษณะคลายกัน ฟงกชันวัตถุประสงคของปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum 

Direct Jerk Problem) ไดดังนี้ 

 

                                                   
0

2

1

ft n

i
it

J x dt
=

= ∑∫ &&&  (3-6) 

 

J  เปน Cost Function ของความกระดาง (Jerks) 

 

เงื่อนไขที่จาํเปนในการแกปญหา 
 ในการศึกษางานวิจัยนี้ใชหลักการของแคลคูลัสความแปรปรวน (Calculus of Variations) 

หาเงื่อนไขของคาต่ําที่สุดและสูงที่สุด ซึ่งเปนวิธีออมของปญหาทางการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับ

ระบบควบคุมในระบบทางพลศาสตร ข้ึนกับการตั้งสมมุติฐานเกี่ยวกับสมรรถนะเงื่อนไขจํากัดทาง

กายภาพหรือปลายทางของระยะทางการทํางานใหฟงกชันนอลเปนฟงกชันพื้นฐานซึ่งสมการที่สามารถ

ครอบคลุมปญหาทั้งหมดคือ 

                             =J  
ftnxxt ),...,,( 1φ + dtuuxxtL

ft

t
mn∫

0

),...,,,...,,( 11  (3-7) 

ซึ่ง 

 
ftnxxt ),...,,( 1φ  (3-8) 

 

จะขึ้นอยูกับเวลาสุดทาย (Final Time) และ สภาวะสุดทาย (Final States) ของระบบ และ 
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                                    dtuuxxtL
f

i

t

t
mn∫ ),...,,,...,,( 11  (3-9) 

 

เปนสวนที่ข้ึนอยูกับเวลาที่ผานไป (Time History) ของสเตตและคอนโทรลวาริเอเบิล (State and 

Control Variables) 

 

 ในการหาคาความเหมาะสมของฟงกชันในระบบพลศาสตรไดเพิ่มตัวคูณลากรางจ 

(Lagrange Multipliers) เขาไปในคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) จะไดสมการดังนี้ 

 

                                         ),...,,,...,(' 11 mn uuxxJ = dtuuxxtL
f

i

t

t
mn∫ ),...,,,...,,(' 11  (3-10) 

ซึ่ง 

                                       ),...,,,...,,(' 11 mn uuxxtL = )(
1
∑
=

+
n

i
ii fL λ  (3-11) 

 

โดยที่ )(tiλ  คือตัวคูณลากรางค (Lagrange Multipliers) ดังนั้น สมการ (3.10) เขียนใหมไดดังนี้ 

 

),...,,,...,(' 11 mn uuxxJ = ∫
ft

it
mn uuxxtL ),...,,,...,,([ 11 1 1

1
( )[ ( , ,..., , ,..., )]]

n

i i i n m
i

t x f t x x u u dtλ
=

+ −∑ &         

 (3-12) 

 

 การเลือกใชเงื่อนไขใดนั้นขึ้นอยูกับปญหาที่ตองการพิจารณาโดยฟงกชันนอล ในการศึกษานี้

ใชกรณีที่มีเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and End Points) ซึ่งเปนฟงกชันที่

กําหนดเวลาเริ่มตน 0t  และเวลาสุดทาย ft  รวมทั้งคาของฟงกชัน x(t0) และ x(tf) ไวแลว 

ความสามารถในการแบงแยกกันของฟงกชัน (Differentiable Functions) เปนไปตามสภาวะขอบเขต

ของ x(t0)= x0, x(tf)= xf , u(t0)= u0 and u(tf)= uf  โดยเวลาที่ใชจะอยูระหวาง fi ttt ≤≤  

 

 ใหฟงกชัน ( )1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,n m nL t x x u u x x& &  แสดงฟงกชันนอลไดวา 

                        [ ]=mn uuxxJ ,...,,,..., 11 ( )
0

1 1 1, ,..., , ,..., , ,...,
ft

n m n
t

L t x x u u x x dt∫ & &  (3-13) 
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 ถาให )( 0tx  ถูกเพิม่คาขึ้นโดย )( 0thxj , u(t0) ถูกเพิม่คาขึ้นโดย )( 0thuk  แตยงัคงอยูในเงื่อนไข

ขอบเขต ทําให )( 0thxj  )( fxj th=  )( 0thuk=  )( fuk th=  0=  ดังนัน้การเปลี่ยนแปลงในฟงกชันนอล 

JΔ  เปน 

 [ ]ukmuxjnx huhuhxhxJJ ++++=Δ ,...,,,..., 1111  

 [ ]mn uuxxJJ ,...,,,..., 11=Δ  (3-14) 

 

                                   

( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,..., , ,..., ,

 ,..., , ,...,

, ,..., , ,..., , ,..., , ,...,

f

i

x n xj x n xjt

u m uk u m uk
t

n n m m

t x h x h x h x h
L

dtu h u h u h u h

L t x x x x u u u u

⎡ ⎤⎛ ⎞+ + + +
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟= ⎢ ⎥+ + + +⎝ ⎠
⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

& && &

& && &

& & & &

 (3-15) 

 

 และเมื่อใชอนกุรมเทยเลอร (Taylor’s Series) กระจายสมการและตัดเทอมทีม่ีดีกรีตั้งแตสอง

ข้ึนไป (Higher Order Terms) ทิ้ง จะไดวา 

 

 δ 'J =
1

' '( )   
t nf

jti

L d L h dtxjx dt xj j=

∂ ∂
−

∂ ∂∑∫ &
+

1

' '(   
t mf

kti

L d L )h dtuku dt uk k=

∂ ∂
−

∂ ∂∑∫ &
 

 
1

' '( | | )
m

t tf i
k

L Lh hu uk ku uk k=

∂ ∂
+ −

∂ ∂∑ & &
+

1

' '( | | )
m

t tf i
j

L Lh hx xj jx xj j=

∂ ∂
−

∂ ∂∑
& &

 (3-16) 

 

 แตวามีการกําหนดสภาวะสดุทายไวตายตวัแลวที่ 
itft jxhjxh |  | = = 0 ทาํใหเราเขียนเทอม

ตางๆของ สมการ (3-16) แยกสวนยอยไดเปน 

 

                                                           
dt
d

jx
L
−

∂
∂ ' 'L

x j

∂
∂&

 = 0 (3-17) 

และ 

                                                    
dt
d

ku
L

−
∂
∂ ' 'L

uk

∂
∂ &

 = 0 (3-18) 

 

สําหรับ j = 1, …, n  และ k = 1, …, m. 

 สมการ(3-17) และ สมการ (3-18) เปนเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ที่จะ

นําไปแกปญหารวมกับตัวคูณลากรางค (Lagrange Multipliers) )(tjλ , และ Control Inputs uk(t) 

 เราสามารถหาความสัมพันธของตัวแปรที่ไมทราบคาของเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary 

Conditions) ไดหลายทาง 
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สําหรับ 

                                          1 1( ,..., , ,... , ),      1,...,i i n mx f x x u u t i n= =&  (3-19) 

 

เนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary conditions) ของสมการ (3-19) 

 

                                             
1

,      1,...,
n

i

L fi j nij x xj j
λ λ

=

∂ ∂
= − − =

∂ ∂∑&  (3-20) 

 

                                           ∑
=

==
∂
∂

+
∂
∂ n

i

mk
ku
ifi

ku
L

1

,...,1     ,0λ  (3-21) 

 

จากเนสเซสเซอรีคอนดิชัน (Necessary Conditions) ที่อยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ และ สมการ

พีชคณิต (Differential and Algebraic Equations) ที่มีการระบุเงื่อนไขขอบเขตที่เวลาตางกันสองเวลา

จะมีการเรียกชื่อวาปญหาเงื่อนไขของเขตสองจุด (TPBVP: Two Point Boundary Valued Problem) 

 

แบบจําลองทางคณิตศาสตร 
หุนยนตประกอบไปดวยแขนกลที่ตอโยงกันเขาดวยจุดตอที่เปน Open kinematics  chain  จุด

ตอจะเปนแบบจุดหมุน (Revolute joint)  และจุดตอเลื่อน (Prismatic)  จํานวนจุดตอมารวมกันเปน

จํานวน องศาความอิสระ (Degree of freedom) ซึ่งจํานวนองศาความอิสระนี้เปนสิ่งหนึ่งที่ใชจําแนก

ชนิดของหุนยนตเชน หุนยนต 5 แกน มีจํานวนองศาความอิสระเทากับ 5 เปนตน นอกจากนี้ยังใชการ

จัดลําดับแขนกลเปนการระบุชนิดของหุนยนตเชน หุนยนต RRP (SGARA) มีแขนกลเปนจุดหมุน, จุด

หมุน และจุดตอเลื่อน(RRP ยอมาจาก Revolute, Revolute, Prismatic) เปนตน บริเวณพื้นที่หุนยนต

ทํางานเรียกวา Workspace ซึ่งเปนพื้นที่ที่หุนยนตสามารถเขาถึงได 

 ระบบของขอตอจะแบงเปนสี่แบบ คือ ระบบโครงขอหมุน (Revolute Joint-R) ที่ยอมใหแขน

หมุนไดรอบแกนหมุน เชน ขอศอก และระบบแกนเลื่อน (Prismatic Joint-P) ที่ยอมใหมีการยืดหรือหด

ของแขน เชน เสารับสัญญาณวิทยุ ขอตอแบบทรงกระบอก (Cylindrical joints) เปนขอตอที่มีจุดโยงที่

ยอมใหแขนกลเคลื่อนที่แบบเลื่อนตําแหนงขนานกับแกนและการเคลื่อนที่แบบหมุนรอบแกน ขอตอ

แบบสเฟยริคอล (Spherical joints) เปนขอตอที่มีจุดตอโยงเคลื่อนที่ไปไดทุกทิศทาง 
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 ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยจะศึกษาหาความเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตรในหลักการ

ความนิ่มนวลที่สุด มาวิเคราะหโดยยกตัวอยางการเคลื่อนที่ของแขนกล 5 แกน ของบริษัท ESHED 

ROBOTEC รุน SCORBOT-ER9 ในงานวิจัยครั้งนี้จะนํามาวิเคราะหเพียง 2 แกน 

 
 

ภาพประกอบ 26 แสดงรูปหุนยนตของบริษัท ESHED ROBOTEC รุน SCORBOT-ER9 
 
 โฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซของหุนยนต SCORBOT ER-9 เปนแบบ 5 องศาความ

อิสระ (5 DOF) โครงสรางของแขนกลนี ้จะมีแกนเคลื่อนที่เปนอิสระตอกัน 5 แกน โดยทุกแกนจะเปน

การเคลื่อนที่แบบหมนุ (5 Revolute joint) 4 แขนกล (4 Links) กําหนดให มุมระหวางแกน ( )iα  ระยะ

ระหวางแกน ( )ia  ระยะหางระหวางทอนแขน ( )id  จะเปนคาคงที่จะมีแตก็เพยีงมุมระหวางทอนแขน 

( )iθ  ที่เปนตัวแปรที่เปลี่ยนไปตามการเคลื่อนทีข่องแขนกล ดงันัน้จากรูปเราจะกาํหนดให แกนที่  i  จะ

หมุนรอบแกน iz  เปนมุม iθ เมื่อเทียบกับแกน ที่อยูติดกันกอนหนา หรือแกนที ่ 1−i   
 

        

ภาพประกอบ 27 แสดงระบบพิกัดของหุนยนต 5 องศาความอิสระ 
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เมื่อ        

iθ   คือ Joint Variables 

             iii da ,,α   คือ คาคงที่ D-H   Parameter 

           iA   คือ โฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซ (Homogeneous Transformation 

matrix) ของแตละแขนกล 

           2
0T  คือ ผลรวมของโฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซ (Homogeneous 

Transformation matrix) ของแขนกลทั้ง 2 แกน 

หุนยนตชนิดนี้ถาพิจารณาใหดีจะพบวามีลักษณะการทํางานที่คลายชวงแขนของมนษุย ดงันัน้

ผลรวมของโฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซทั้ง 2 แกนคือ  

21
2

0 ............ AAT =  
 

        
 

ภาพประกอบ 28 แสดงการการกําหนดพกิัดของหุนยนต 5 องศาความอิสระ 

 

 จากขอมูลเหลานีน้ํามาจัดใหอยูในรูปความสัมพนัธ D-H Parameter ไดดังนี ้

 

ตาราง 7 แสดงคาตัวแปร (Parameter Variable) ตางๆของหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

ขอตอ ( )i  ia (ม.) iα (องศา) id (ม.) iθ (องศา) 

1 
1a  1α  1d  ( )t1θ  

2 
2a  2α  1d  ( )t2θ  
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โฮโมจีเนียสทรานสฟอรมเมชั่นเมตริกซ (Homogeneous Transformations Matrix) 

        กําหนดให 

  1A  = 1
0T   

 2A  = 2
1T  
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 จะได  Forward Kinematics ของหุนยนตเปน 

   

 2
0T = 1A  2A  =   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
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ปญหาความนิ่มนวลทีสุ่ด 
ปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออม (Minimum Indirect Jerk Problem) Cost Function 

ของการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางออมกําหนดไวดังนี้ 
 

 
1

2 2
1 2

0

J u u dt= +∫ % %  (3-22) 

 

สำ
นกั

หอ
สม

ดุก
ลา

ง ม
หา

วทิ
ยา

ลยั
ศร

นีค
รนิ

ทร
วโิร

ฒ 

 
Cen

tra
l L

ibr
ary

 Sr
ina

kh
ari

nw
iro

t U
niv

ers
ity



 63 

การกําหนด Cost Function ในเทอมของสมการ (3-22) ไดทําการมินิไมซ (Minimized) โดยใช 

แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations) หาตัวแปรเพื่อใหไดผลลัพธออกมา 

 

ปญหาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรง (Minimum Direct Jerk   Problem) Cost Function 

ของการหาคาความนิ่มนวลที่สุดโดยวิธีทางตรงกําหนดไวดังนี้ 

 

 
1

2 2
1 2

0

J x x dt= +∫&&& &&&  (3-23) 

   

สําหรับการกําหนด Cost Function ในเทอมของสมการ (3-23) ไดทําการมินิไมซ (Minimized) 

โดยใช แคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of Variations) หาตัวแปรเพื่อใหไดผลลัพธออกมาใน

ลักษณะเดียวกัน 
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บทที่ 4 
ผลและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
 จากปญหาความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk Problem) เพื่อทําการหาความเหมาะสม

สูงสุดของระบบพลศาสตรที่ไมเชิงเสน (Nonlinear of Dynamic Systems) ซึ่งผูวิจัยไดนําเสนอ

ผลการวิจัยตามลําดับ ดังนี้ 

1. ผลการทดสอบโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด 

2. ผลลัพธในทางทฤษฎีโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร 
3. ผลการทดลองโดยโปรแกรมควบคุมหุนยนต 
4. เปรียบเทียบผลลัพธในทางทฤษฎีกับผลการทดลอง 
5. วิเคราะหผลการทดสอบ 

 

ผลการทดสอบโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด 
 ผลลัพธในทางทฤษฎีจะประกอบไปดวย การขจัดของแขนกลทั้งสองแกน ความเร็วในการ

เคลื่อนที่และพลังงานที่ปอนใหกับเพลาสงกําลังเพื่อทําหนาที่ในการหมุนแกนของแขนกล ซึ่งจะ

พิจารณาในหลักการปญหาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุดเปรียบเทียบกับผลการ

ทดลอง โดยกําหนดใหเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) 

 ในการนําเสนอผลลัพธนั้นจําเปนที่จะตองกําหนดตัวแปรและหนวยทางวิทยาศาสตรที่ใชให

เหมือนกันในทุกกรณีดังแสดงในตาราง 8 
 
ตาราง 8 แสดงการกาํหนดตวัแปรและหนวยทางวทิยาศาสตร 

 

ตัวแปร ความหมาย หนวยที่ใช 

niqii ,...,1,, =θ  การขจัดเชิงมมุของแขนกล เรเดียน ( )rad  

niqii ,...,1,, =&&θ  ความเร็วเชิงมมุของแขนกล เรเดียน/วินาท ี ( )sec/rad  

niui ,...,1, =  แรงบิดที่กระทาํกับแขนกล นิวตัน-เมตร )( mN −  
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 แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่นํามาวิเคราะหสําหรับการวิจัยครั้งนี้ กําหนดปญหาเปนหุนยนต

สองแกน มีการเคลื่อนที่ 2 องศาอิสระ (Two Degree of Freedom) จัดรูปแบบสมการอยูในรูปอนุพันธ

อันดับหนึ่ง (First Order Derivative) ของระบบพลศาสตรที่ไมเชิงเสน (Nonlinear of Dynamic Systems) 
 

          
 

ภาพประกอบ 29 แสดงรูปรางและคุณลักษณะของหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

สมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตสองแกน (Equation of Motion: EOM) 

การหาสมการการเคลื่อนที่ เร่ิมตนจากการหาคา ดีเอส-พารามิเตอร (DH-Parameter) และ

กําหนดใหตวัแปรใชหนวยของ MKS ดังนี ้

 

ตาราง 9 แสดงคาตัวแปร (Parameter Variable) ตางๆของหุนยนต SCORBOT-ER9 

 

ขอตอ ( )i  iL (ม.) iα (องศา) id (ม.) iθ (องศา) im (kg) 

1 1L =0.07 2π  1d =0.388 ( )t1θ  11 =m  
2 2L =0.28 0 2d =0.159 ( )t2θ  12 =m  

 

สมการการเคลื่อนที่ในรูปแบบกฎขอที่สองของนวิตัน (Newton’s Low) 

                                   ∑F  =  u  = ma     

 ∑F  = u  = xm &&  = θ&&m  (4-1) 

          

ไดสมการการเคลื่อนที่เปนสมการอนพุนัธอันดับสอง ดงันี ้
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( ) ( )2
2

2
2
222

2
221

2
221

2
121

2
112

2
1

2
22211 coscos2 θθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&&&&&&& LmdmdmLmLmLmu +++++++=  

( ) ( ) ( ) ( ))cos(sin2cos2cos 22122122221222212 θθθθθθθ LLLmLLmLLm +−++ &&&&  
( ) )cos2(sin 1222

2
222 LLLm +− θθθ&  (4-2) 

 

และ 

( ) 22
2
2222

2
2211

2
22212122

2
1

2
222 coscoscos θθθθθϑθθθθ &&&&&&&&&&&&&& ++++++= dmLmdmLLmLmu  

( ) ( ) ( ) ( )2
2

1221222
2
22222122122 sin)cos2(sincos(sin2 θθθθθθθθθ &&&& LmLLLmLLLm ++−+−  

( ) ( ) ( )2222
2
2

2
22221 cos81.92sin5.0)cos( θθθθ LmLmLL +−+ &   (4-3) 

 

ปญหาของความนิม่นวลที่สุดในรูปแบบของปญหานี้จะตองเขียนใหมใหมี Jerk อยูในระบบ เปน

สมการอนพุนัธอันดับสาม ไดสมการการเคลื่อนที่ (Equation of Motion: EOM) ของระบบ Two 

Degree of-Freedom of SCORBOT-ER9 ดังนี ้

( ) 2
2
221

2
221

2
121

2
112

2
1

2
22221

2
22211 cos2sin2 θθθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& dmdmLmLmLmLmu +++++−+=                          

( ) 222122222122
2

2
2
22212

2
22 cossincos2sin θθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&&& LLmLLmLmLm +−+−  

2212122
2
2121221212221212 sin2coscos2sin2 θθθθθθθθθθθ &&&&&&&&&& LLmLLmLLmLLm −−+−  

( ) ( ) ( )221
2
22221

2
222

2
21

2
22221212 2sin2sin2cos2sin2 θθθθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&& LmLmLmLLm −−−−  

( ) ( ) 12222122
3
2212222

2
222

3
2

2
22 sin2cos2sin2cos2 uLLmLLmLmLm &&&&&&&&& −−−−− θθθθθθθθθθ  

 

และ 

( ) 11
2
22212122212122

2
1

2
22221

2
222 cossincos2sin θθθθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&&&&&&&&&& +++−+−= dmLLmLLmLmLmu

2212122
2
2121222

2
2222

2
22222

2
22 sincos2cossin θθθθθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&&&&&&&& LLmLLmdmLmLm −−+++−

( ) ( ) ( )221
2
22221

2
222

2
21

2
22221212 2sin2sin2cossin2 θθθθθθθθθθθθ &&&&&&&&&&&& LmLmLmLLm −−−−  

( ) ( ) 2222122
3
2212222

2
222

2
2

2
22 sin2cos2sin22cos2 θθθθθθθθθθ &&&&&&&& LLmLLmLmLm +−−−  

( ) ( )211
2
2222

2
1

2
2221121222

2
1212 2sin2cossin2cos θθθθθθθθθθθθ &&&&&&&&&& LmLmLLmLLm ++++  

( ) ( ) 2222222
2
222

3
2

2
22 sin81.92sin2cos θθθθθθθ &&&&& LmLmLm −−−  

 

กําหนดปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) ใหมีเวลาและตําแหนงที่แนนอน 

(Fixed End Time and Fixed End Points)  
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       0 0t =         1ft =  

 ( ) 001 =θ     ( ) 180/*29.4411 πθ =  

 ( ) 002 =θ     ( ) 180/*56.4212 πθ =     
เงื่อนไขที่จําเปนในการแกปญหากําหนดเวลาเริ่มตน 0 0( )x t x= , 0t  และเวลาสุดทาย 

( )f fx t x= , ft  ที่พิจารณา 

 

ฟงกชันของการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด โดยวิธีทางออม ใชสมการดังนี้ 

  

Minimum Indirect Jerk   
1

2 2
1 2

0

J u u dt= +∫ % %                                                     (4-4) 

 

เชนเดียวกัน ฟงกชันของการหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด โดยวิธีทางตรงใช

สมการดังนี้ 

Minimum Direct Jerk                ∫ +=
1

0

2
2

2
1 dtJ θθ &&&&&&                                               (4-5) 

 

ผลลัพธในทางทฤษฎีโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร  
 ผลลัพธในทางทฤษฎีโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด (Minimum Jerk) โดยใชโปรแกรมทาง

คอมพิวเตอร (MATLAB) ชวยหาคําตอบและแสดงผลในรูปแบบของกราฟ ดังนี้ 
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ภาพประกอบ 30 กราฟแสดงการขจัดเชงิมุมของแกนที ่1 ตอหนวยเวลา 

 

 
ภาพประกอบ 31 กราฟแสดงการขจัดเชงิมุมของแกนที ่2 ตอหนวยเวลา 
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ภาพประกอบ 32 กราฟแสดงความเร็วเชงิมุมของแกนที ่1 ตอหนวยเวลา 

 

 

 
ภาพประกอบ 33 กราฟแสดงความเร็วเชงิมุมของแกนที ่2 ตอหนวยเวลา 
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ภาพประกอบ 34 กราฟแสดงแรงบิดของแกนที ่1 ตอหนวยเวลา 

 

 จากภาพประกอบ 34 แสดงใหเห็นวา การเริ่มใหแขนกลจุดตอที่ 1 เร่ิมเคลื่อนที่ จะตองใช

พลังงานมาก แลวจะคอยๆ ลดลงขณะที่มีการเคลื่อนที่แลว และจะจายพลังงานสวนทางกับชวงแรก 

เพื่อตองการใหแขนกลคอยๆ หยุดการเคลื่อนที่เมื่อใกลถึงจุดหมายปลายทาง และจะจายพลังงานมาก

ที่สุดเมื่อตองการเบรกใหมอเตอรหยุดหมุน 

 

 
ภาพประกอบ 35 กราฟแสดงแรงบิดของแกนที ่2 ตอหนวยเวลา 
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 จากภาพประกอบ 35 แสดงใหเห็นวา การเริ่มใหแขนกลจุดตอที่ 2 เร่ิมเคลื่อนที่ จะตองใช

พลังงานมาก แลวจะคอยๆ ลดลงขณะที่มีการเคลื่อนที่แลว และจะจายพลังงานสวนทางกับชวงแรก 

เพื่อตองการใหแขนกลคอยๆ หยุดการเคลื่อนที่เมื่อใกลถึงจุดหมายปลายทาง และจะจายพลังงานมาก

ที่สุดเมื่อตองการเบรกใหมอเตอรหยุดหมุน เหมือนกับจุดตอที่ 1 ตางกันเพียงปริมาณพลังงานที่

ปอนเขามอเตอรเพื่อใหมีการเคลื่อนที่ และตองการใหหยุดเทานั้น 

 

ผลการทดลองโดยโปรแกรมควบคุมหุนยนต 
 ผลการทดลองจากโปรแกรมควบคุมการทํางานของหุนยนตที่ชื่อวา Advanced Control 

Languages (ACL) ของบริษัท ESHED ROBOTEC เพื่อควบคุมการทํางานของหุนยนต SCORBOT-

ER9 โดยใหแขนกลทั้งสองแกนเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงอางอิง โดยกําหนดใหเวลาและตําแหนงที่

แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) ผลที่ไดแสดงใหเห็นในรูปแบบกราฟ ดังนี้ 

 
ภาพประกอบ 36 กราฟแสดงการขจัดเชงิมุมของแกนที ่1 ตอหนวยเวลา 
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ภาพประกอบ 37 กราฟแสดงการขจัดเชงิมุมของแกนที ่2 ตอหนวยเวลา 

 

 

 
ภาพประกอบ 38 กราฟแสดงความเร็วเชงิมุมของแกนที ่1 ตอหนวยเวลา  
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ภาพประกอบ 39 กราฟแสดงความเร็วเชงิมุมของแกนที ่2 ตอหนวยเวลา  

 

เปรียบเทียบผลลัพธในทางทฤษฎีกับผลการทดลอง 
 เมื่อพิจารณาผลลัพธการหาคาความเหมาะสมสูงสุดดวยวิธีความนิ่มนวลที่สุดโดยใช

โปรแกรมคอมพิวเตอรแมทแล็ป (MATLAB) และซอฟตแวรระเบียบวิธีทางตัวเลขที่มีชื่อวา Non-Linear 

Programming มาเปรียบเทียบกับผลการทดลองดวยโปรแกรมควบคุมหุนยนต ผลลัพธที่ไดแสดงผลใน

ลักษณะกราฟไดดังนี้ 

 
ภาพประกอบ 40 กราฟแสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมของแกนที่ 1 ตอหนวยเวลา  

 จากวธิีความนิม่นวลที่สุดเปรยีบเทียบกับผลการทดลอง 
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from minimum jerk 

From experiment 
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 จากภาพประกอบ 40 แสดงผลลัพธการทดสอบหาความเหมาะสมสูงสุดในระบบพลศาสตร 

โดยวิธีความนิ่มนวลที่สุดเปรียบเทียบกับผลการทดลอง ไดผลดังนี้  

 1. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมของแกนที่ 1 แขนกลจะเริ่มเคลื่อนที่

ออกอยางชาๆ และจะเพิ่มการขจัดเชิงมุมเร็วขึ้นตามลําดับ และจะคอยๆ ลดการขจัดเชิงมุมลงอยาง

ชาๆ จนหยุดนิ่งเมื่อถึงปลายทางการเคลื่อนที่ 

 2. ผลการทดลอง แขนกลมีการเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมจากตําแหนงเริ่มตนจนถึงตําแหนง

สุดทายดวยการขจัดเชิงมุมคงที่ตลอดระยะการเคลื่อนที่ 

 3. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงการเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมของแกนที่ 1 มคีวาม

นิ่มนวลตอเนื่องตลอดเวลา ตางจากผลการทดลองที่แขนกล 1 ออกตัวอยางรวดเร็วและหยุดการ

เคลื่อนที่อยางกะทันหัน 

 4. เงื่อนไขทั้ง 2 กรณี กําหนดใหเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed 

End Points) โดยเวลาเริ่มตน t0 = 0 และเวลาสุดทาย tf = 1 วินาที และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 2 ตําแหนง 

(Two Point Boundary Value Condition) ใหแขนกล 1 เคลื่อนที่ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 0.773 เรเดียน 

แขนกล 2 เคลื่อนที่ข้ึนเปนมุม 0.743 เรเดียน 

 
ภาพประกอบ 41 กราฟแสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมของแกนที่ 2 ตอหนวยเวลา 

 จากวธิีความนิม่นวลที่สุดเปรยีบเทียบกับผลการทดลอง 

 

2θ  

from minimum jerk 

From experiment 
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 จากภาพประกอบ 41 แสดงผลลัพธการทดสอบหาความเหมาะสมสูงสุดในระบบพลศาสตร 

โดยวิธีความนิ่มนวลที่สุดเปรียบเทียบกับผลการทดลอง ไดผลดังนี้  

 1. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมของแกนที่ 2 แขนกลจะเริ่มเคลื่อนที่

ออกอยางชาๆ และจะเพิ่มการขจัดเชิงมุมเร็วขึ้นตามลําดับ และจะคอยๆลดการขจัดเชิงมุมลงอยาง

ชาๆ จนหยุดนิ่งเมื่อถึงปลายทางการเคลื่อนที่ 

 2. ผลการทดลอง แขนกลมีการเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมจากตําแหนงเริ่มตนจนถึงตําแหนง

สุดทายดวยการขจัดเชิงมุมคงที่ตลอดระยะการเคลื่อนที่ 

 3. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงการเปลี่ยนแปลงการขจัดเชิงมุมของแกนที่ 2 มคีวาม

นิ่มนวลตอเนื่องตลอดเวลา ตางจากผลการทดลองที่แขนกล 2 ออกตัวอยางรวดเร็วและหยุดการ

เคลื่อนที่อยางกะทันหัน 

 4. เงื่อนไขทั้ง 2 กรณี กําหนดใหเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed 

End Points) โดยเวลาเริ่มตน t0 = 0 และเวลาสุดทาย tf = 1 วินาที และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 2 

ตําแหนง (Two Point Boundary Value Condition) ใหแขนกล 1 เคลื่อนที่ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 

0.773 เรเดียน แขนกล 2 เคลื่อนที่ข้ึนเปนมุม 0.743 เรเดียน 

 
ภาพประกอบ 42 กราฟแสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงความเรว็เชิงมุมของแกนที ่1 ตอหนวยเวลา 

 จากวธิีความนิม่นวลที่สุดเปรยีบเทียบกับผลการทดลอง 

 

1θ&  

from minimum jerk 

From experiment 
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 จากภาพประกอบ 42 แสดงผลลัพธการทดสอบหาความเหมาะสมสูงสุดในระบบพลศาสตร 

โดยวิธีความนิ่มนวลที่สุดเปรียบเทียบกับผลการทดลอง ไดผลดังนี้  

 1. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมของแกนที่ 1 แขนกลจะเริ่มเคลื่อนที่

ออกอยางชาๆ และจะเพิ่มความเร็วเชิงมุมเร็วขึ้นตามลําดับ และจะคอยๆลดความเร็วเชิงมุมลงอยาง

ชาๆ จนหยุดนิ่งเมื่อถึงปลายทางการเคลื่อนที่ 

 2. ผลการทดลอง แขนกลมีการเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมจากตําแหนงเริ่มตนจนถึง

ตําแหนงสุดทายดวยความเร็วเชิงมุมคงที่ตลอดระยะการเคลื่อนที่ 

 3. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงการเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมของแกนที่ 1 มี

ความนิ่มนวลตอเนื่องตลอดเวลา ตางจากผลการทดลองที่แขนกล 1 ออกตัวอยางรวดเร็วและหยุดการ

เคลื่อนที่อยางกะทันหัน 

 4. เงื่อนไขทั้ง 2 กรณี กําหนดใหเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed 

End Points) โดยเวลาเริ่มตน t0 = 0 และเวลาสุดทาย tf = 1 วินาที และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 2 ตําแหนง 

(Two Point Boundary Value Condition) ใหแขนกล 1 เคลื่อนที่ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 0.773 เรเดียน  

แขนกล 2 เคลื่อนที่ข้ึนเปนมุม 0.743 เรเดียน 

 
ภาพประกอบ 43 กราฟแสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงความเรว็เชิงมุมของแกนที ่2 ตอหนวยเวลา  

 จากวธิีความนิม่นวลที่สุดเปรยีบเทียบกับผลการทดลอง 

 

2θ&  

from minimum jerk 

From experiment 
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 จากภาพประกอบ 43 แสดงผลลัพธการทดสอบหาความเหมาะสมสูงสุดในระบบพลศาสตร 

โดยวิธีความนิ่มนวลที่สุดเปรียบเทียบกับผลการทดลอง ไดผลดังนี้  

 1. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมของแกนที่ 2 แขนกลจะเริ่มเคลื่อนที่

ออกอยางชาๆ และจะเพิ่มความเร็วเชิงมุมเร็วขึ้นตามลําดับ และจะคอยๆ ลดความเร็วเชิงมุมลงอยาง

ชาๆ จนหยุดนิ่งเมื่อถึงปลายทางการเคลื่อนที่ 

 2. ผลการทดลอง แขนกลมีการเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมจากตําแหนงเริ่มตนจนถึง

ตําแหนงสุดทายดวยความเร็วเชิงมุมคงที่ตลอดระยะการเคลื่อนที่ 

 3. วิธีความนิ่มนวลที่สุด การเปลี่ยนแปลงการเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมของแกนที่ 2 มี

ความนิ่มนวลตอเนื่องตลอดเวลา ตางจากผลการทดลองที่แขนกล 2 ออกตัวอยางรวดเร็วและหยุดการ

เคลื่อนที่อยางกะทันหัน 

 4. เงื่อนไขทั้ง 2 กรณี กําหนดใหเวลาและตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed 

End Points) โดยเวลาเริ่มตน t0 = 0 และเวลาสุดทาย tf = 1 วินาที และกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 2 ตําแหนง 

(Two Point Boundary Value Condition) ใหแขนกล 1 เคลื่อนที่ทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม 0.773 เรเดียน 

แขนกล 2 เคลื่อนที่ข้ึนเปนมุม 0.743 เรเดียน 

 

วิเคราะหผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบหาคาความเหมาะสมสูงสุดโดยวิธีความนิ่มนวลที่สุด โดยกําหนดใหมีเวลาและ

ตําแหนงที่แนนอน (Fixed End Time and Fixed End Points) ผลการวิเคราะห แขนกลมีการเคลื่อนที่

ไดอยางนิ่มนวล โดยแขนกลจะเริ่มเคลื่อนที่ออกอยางชาๆ และจะเพิ่มความเร็วเชิงมุมเร็วขึ้นตามลําดับ 

และจะคอยๆ ลดความเร็วเชิงมุมลงอยางชาๆ จนหยุดนิ่งเมื่อถึงปลายทางการเคลื่อนที่ ซึ่งจะแตกตาง

กับการใชโปรแกรมควบคุมหุนยนต แขนกลมีการเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมจากตําแหนงเริ่มตน

จนถึงตําแหนงสุดทายดวยความเร็วเชิงมุมคงที่ตลอดระยะการเคลื่อนที่ ซึ่งดูไดจากกราฟเปรียบเทียบ 

 ในสวนของสมการสามารถกําหนดคาเริ่มตนและคาสุดทายใหกับสมการเพื่อใหไดแรงที่มา

กระทํากับระบบไดในอนาคต และนําผลลัพธที่ไดไปใชงานอยางเหมาะสมสูงสุด ปญหาในการศึกษา

และวิจัยครั้งนี้ คือไมสามารถนําคาพารา มิเตอรตางๆ ที่ไดจากการวิเคราะหไปทดลองใชกับหุนยนตได 

เนื่องจากโปรแกรมที่ใชควบคุมหุนยนตไมไดรองรับการปอนคาพารามิเตอรไดๆ เขาไป 
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บทที่ 5 
สรุปและขอเสนอแนะ 

 

สรุปผลการทดสอบ 
 จากการศึกษาและวิจัยครั้งนี้แสดงใหเห็นวา การวิเคราะหหาคาผลลัพธที่ไดจากวิธีความนิ่ม

นวลที่สุดตลอดเวลาการทํางาน  โดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรเปนเครื่องมือสําหรับทําการวิเคราะหหา

ผลลัพธของคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตรที่ไมเปนเชิงเสน โดยใชหุนยนตของบริษัท 

ESHED ROBOTEC รุน SCORBOT-ER9 เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร ในการวิจัยไดใชโปรแกรม

คอมพิวเตอรแมทแล็ป และซอฟตแวรระเบียบวิธีทางตัวเลขที่มีชื่อวา Nonlinear Programming ที่

พัฒนาโดย พันเอก ผูชวยศาสตราจารย ดร.ทวิวัชร วีระแกลว มาเปนเครื่องมือชวยวิเคราะหและ

แสดงผลในลักษณะของกราฟ 

      ผลลัพธที่ไดจากการศึกษาและวิจัยตามวัตถุประสงค ทําใหไดคาความเหมาะสมสูงสุด คือ

แขนกลจะเคลื่อนที่ไดอยางนิ่มนวล โดยจะเริ่มเคลื่อนที่จากจุดเริ่มตนอยางชาๆและจะเพิ่มความเร็วขึ้น

ตามลําดับ พอใกลถึงจุดหมายปลายทางแขนกลจะคอยๆลดความเร็วลงและหยุดนิ่งเมื่อถึงปลายทาง

การเคลื่อนที่ ซึ่งแตกตางจากผลการทดลองที่แขนกลเคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที่ ผลการเปรียบเทียบดู

ไดจากบทที่ 4  

 จากผลลัพธของการวิจัยจะเปนแนวทางสําหรับการนําไปประยุกตใชกับโปรแกรมควบคุม

หุนยนต เพื่อควบคุมใหหุนยนตเคลื่อนที่ไดอยางนิ่มนวล สามารถทํางานที่เกี่ยวกับวัสดุที่เปราะบาง 

เสียรูปรางงาย ออกแรงจับช้ินงานไดไมมากนัก และปญหาที่มีความใกลเคียงกันไดตอไป 
 

ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 ในการวิจัยขั้นตอไปควรวิเคราะหการเคลื่อนที่ใหหมดทุกแกน และคํานึงถึงรูปทรงน้ําหนัก

ของแขนกลใหมีความใกลเคียงกับของจริงใหมากที่สุด  รวมถึงการเพิ่มความซับซอนของการเคลื่อนที่ 

หรือจะกําหนดใหแขนกลมีจํานวนองศาอิสระมากขึ้นไป มีความหลากหลายในชนิดของการเคลื่อนที่

ของแขนกล และที่สําคัญควรเลือกหุนยนตที่มีโปรแกรมควบคุมหุนยนตยืดหยุนพอที่จะยอมใหมีการ

ปอนคาพารามิเตอรตางๆที่ไดจากการทดสอบในทางทฤษฎีเขาไปทดลอง เพื่อที่จะไดเห็นผลการ

ทดลองที่ชัดเจนมากขึ้น 
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ตาราง 10 แสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงระยะขจัดเชิงมุมตอหนวยเวลาของแกนที่ 1 จากวิธีความนิ่มนวล 

 ที่สุดเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
 

Time (sec) Minimum Jerk (rad) Time (sec) Experiment (rad) 

0.0 0.00000000000000 0.0 0.00000000000000 

0.2 0.06511420999375 0.2 0.15460126514165 

0.4 0.24266641803685 0.4 0.30920253028331 

0.6 0.47866409021302 0.6 0.46380379542497 

0.8 0.68762666352317 0.8 0.61840506056663 

1.0 0.77300632570829 1.0 0.77300632570829 

 

ตาราง 11 แสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงความเร็วเชิงมุมตอหนวยเวลาของแกนที่ 1 จากวิธีความนิ่มนวล 

  ที่สุดเปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
 

Time (sec) Minimum Jerk (rad/sec) Time (sec) Experiment (rad/sec) 

0.0 0.00000000000000 0.0 0.00000000000000 

0.2 0.65068271977565 0.2 0.77300632570829 

0.4 1.12130818135057 0.4 0.77300632570829 

0.6 1.23150345667575 0.6 0.77300632570829 

0.8 0.84920138568605 0.8 0.77300632570829 

1.0 0.00000000000000 1.0 0.00000000000000 

 

ตาราง 12 แสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงแรงบิดตอหนวยเวลาของแกนที่ 1 จากวิธีความนิ่มนวลที่สุด 
 

Time (sec) Minimum Jerk (N-m) 

0.0 11.8452374671896 

0.2 8.94501815313756 

0.4 3.01723530883739 

0.6 -3.09814719510726 

0.8 -9.18291718173185 

1.0 -12.1798681946599 
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ตาราง 13 แสดงผลลพัธการเปลีย่นแปลงระยะขจัดเชงิมมุตอหนวยเวลาของแกนที ่2 จากวธิีความนิม่นวล 

 ที่สุดเปรียบเทยีบกับผลการทดลอง 
 

Time (sec) Minimum Jerk (rad) Time (sec) Experiment (rad) 

0.0 0.00000000000000 0.0 0.00000000000000 

0.2 0.09565875105668 0.2 0.14856242592975 

0.4 0.30823379782892 0.4 0.29712485185951 

0.6 0.52367393466962 0.6 0.44568727778927 

0.8 0.68239594447239 0.8 0.59424970371903 

1.0 0.74281212964879 1.0 0.74281212964879 

 

ตาราง 14 แสดงผลลพัธการเปลีย่นแปลงความเร็วเชงิมมุตอหนวยเวลาของแกนที่ 2 จากวิธีความนิม่นวล 

 ที่สุดเปรียบเทยีบกับผลการทดลอง 
 

Time (sec) Minimum Jerk (rad/sec) Time (sec) Experiment (rad/sec) 

0.0 0.00000000000000 0.0 0.00000000000000 

0.2 0.95846415830684 0.2 0.74281212964879 

0.4 1.17842720336548 0.4 0.74281212964879 

0.6 0.99074770443269 0.6 0.74281212964879 

0.8 0.60915859650979 0.8 0.74281212964879 

1.0 0.00000000000000 1.0 0.00000000000000 

 

ตาราง 15 แสดงผลลัพธการเปลี่ยนแปลงแรงบิดตอหนวยเวลาของแกนที่ 2 จากวิธีความนิ่มนวลที่สุด 
 

Time (sec) Minimum Jerk (N-m) 

0.0 11.3324072932196 

0.2 8.83874739083219 

0.4 4.15267821148332 

0.6 0.00308840211009 

0.8 -3.86738861452730 

1.0 -5.78068509875293 
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อภิธานศัพท 
 

Algebraic Equation 

 สมการทางพืชคณิต 

Boundary Condition 

 เงื่อนไขขอบเขต 

Calculus of Variation 

 แคลคูลัสความแปรปรวน 

Constrains 

 เงื่อนไขบังคับ 

Continuous Derivatives 

 อนุพนัธตอเนือ่ง 

Continuous Time 

 เวลาตอเนื่อง 

Combining 

 การรวม 

Dynamics Optimization Problem 

 ปญหาการหาคาความเหมาะสมสูงสุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร 

Differential Equation 

 แบงแยกกนัของฟงกชนั 

Direct Method 

 วิธีตรง 

Dynamics Constraints 

 ขอบเขตทางพลศาสตร 

Dynamics Equation 

 สมการทางพลศาสตร 

Dynamics System 

 ระบบพลศาสตร 

Displacement 

 การกระจัด 
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Equality Constraints 

 เงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ 

Extremize 

 คําตอบที่เหมาะสมที่สุด 

Extremum 

 คาที่เหมาะสมที่สุด 

Final Time 

 เวลาสุดทาย 

First Order Condition 

 เงื่อนไขอันดับหนึง่ 

First Order Condition 

 รูปแบบของอันดับหนึ่ง 

Independent Variable 

 ตัวแปรอิสระ 

Inequality Constraints 

 เงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ 

Initial Condition 

 เงื่อนไขเริ่มตน 

Initial Guess 

 คาเริ่มตน 

Initial Time 

 เวลาเริ่มตน 

Interval 

 ชวงเวลา 

Jacobian Matrix 

 จาโคเบียนเมตริกซ 

Jerk 

 ความหยาบกระดางหรือความนิม่นวลนอยที่สุด 

Lagrange Method 

 วิธีของลากรางจ 
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Lagrange Multipliers 

 ตัวคูณลากรางจ 

Linear Dynamics 

 พลศาสตรที่เปนเชิงเสน 

Maximum Trajectory 

 คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาสงูสุด 

Minimum Trajectory 

 คําตอบตอเนือ่งที่บอกคาต่าํสุด 

Minimum Direct Jerk 

 ความนิ่มนวลที่สุดทางตรง 

Minimum Indirect Jerk 

 ความนิ่มนวลที่สุดทางออม 

Minimum Principle 

 หลักการหาคาที่ต่ําทีสุ่ด 

Necessary Conditions 

 เงื่อนไขของคาต่ําสุดและสูงสุด 

Nonlinear Dynamics 

 ระบบไมใชเชิงเสน 

Numerical Method 

 ระเบียบวิธกีารเชิงตัวเลข 

Objective 

 เปาหมายที่ตองการ 

Objective Function 

 ฟงกชันเปาหมายที่ตองการ 

Optimality Conditions 

 สภาวะที่เหมาะสมที่สุด 

Optimization 

 ความเหมาะสมสูงสุด 

Optimum 

 คาที่เหมาะสมที่สุด 
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Sufficient Conditions 

 สภาวะที่เพยีงพอ 

Second Variation 

 ความแปรปรวนที่สอง 

State Equation 

 สมการแสดงสถานะ 

Terminal Conditions 

 สภาวะที่ปลายทาง 

Time Variant 

 ฟงกชันของเวลา 

Time Derivative 

 อนุพนัธของเวลา 
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