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            งานวิจัยนี้เปนงานวิจัยที่ตองการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมพลศาสตร 
(Dynamic optimal control) ที่มีรูปแบบของปญหาเปนสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ (Differential 
algebraic equation)  ซึ่งการแกปญหานั้นตองใชวิธีการแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) เทานั้น  แตเนื่องจากการแกปญหาโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) เปนการแกปญหาของพารามิเตอร (Parameters) ที่ไมข้ึนกับเวลา  
ดังนั้นจึงตองทําการแปลงปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมพลศาตร (Dynamic 
optimal control) ใหอยูในรูปของพารามิเตอรที่ไมข้ึนกับเวลา (Parameterized) เสียกอน  โดยนํา
หลักการของคอลโลเคชัน (Collocation) ในระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) เขามา
ชวยในการแปลง  หลักการดังกลาวมีวิธีแกปญหาหลายวีธีดวยกัน  ซึ่งในงานวิจัยนี้จะนําวิธีของ
การหาคาอินติเกรทของ รุงเง – กุตตา (Runge – Kutta) มาใช เพื่อลดจํานวนของตัวแปรโดย
เฉพาะตัวแปรสเตท (States) และ โคสเตท (Costates) วิธีคอลโลเคชันนี้จะแปลงสเตท (States)   
โคสเตท (Costates) และเงื่อนไขตางๆ ที่อยูในรูปของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบ
ควบคุมพลศาสตร (Dynamic optimal control problem) ใหเปนปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุด
ของระบบควบคุมสถิตยศาสตร (Static optimal control problem)  และสามารถแกปญหาตอไป
ดวยหลักการแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) ได  ซึ่ง
กระบวนการหาคําตอบทั้งหมดใชหลักการของวิธีตรง (Direct approach) ซึ่งทําไดโดยสมมุติคา
เร่ิมตนขึ้นมากอนโดยไมตองผานหลักการทางคณิตศาสตรอ่ืนๆ  และดําเนินการหาคําตอบที่ตรง
ตามเงื่อนไขทั้งหมดของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) ไปเร่ือยๆ ตาม
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข จนกวาจะไดคําตอบที่เหมาะสมที่สุด   

คําตอบที่ไดจากกระบวนการขางตนเมื่อนํามาเปรียบเทียบกับการหาคําตอบดวยวิธีออม 
(Indirect approach) แลว ปรากฏวาคําตอบสวนใหญมีความใกลเคียงกันมาก แมจะมีความ
แมนยํานอยกวาแตขอไดเปรียบของวิธีตรง (Direct approach) คือ สามารถหาคําตอบสําหรับบาง
ปญหาที่ไมสามารถหาคําตอบดวยวิธีออม (Indirect approach) ได  หรือหากตองการความ    
แมนยําที่สูงขึ้นก็สามารถนําคําตอบที่ไดจากวิธีตรง (Direct approach) มาใชเปนคําตอบเริ่มตน 
(Initial guess) ใหกับการหาคําดวยวิธีออม (Indirect approach) ไดเชนกัน 
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              Solving optimal control problems in the way of numerical is very important 
scheme.  However, some methods are hard to implement into computer programming or 
some require solvers to have the advance knowledge of calculus of variation 
represented as maximum principle.  One of popular numerical method to avoid those 
problems is the direct transcription method with nonlinear programming.  This scheme is 
good to implement in the programming and also solvers are required only to know some 
optimization techniques.  The purpose of this research is to implement the general-
purposes program in MATLAB code to solve all classical cases of optimal control and 
some realistic problems. Solvers can select many forms of direct transcription.  In this 
research, direct transcription method in the form of Rung-Kutta is used to implement in 
this general software called the general purposes-program.   Also the graphic user 
interface is provided in the general-purposes program.  The selected classical optimal 
control problems are solved by this program and compare the results from the general 
purposes-program program with the analytical solutions, and the applications of the 
practical problems are shown. 
 The numerical solutions of the optimal solutions show that most numerical 
solution of state variables are really close to those from analytical results.  However, the 
numerical solutions of control inputs are quietly different from those of analytical solution 
since they are not confined by the solution of co-state variables or Lagrange multipliers 
as in the analytical method. 
In the application of the general purposes-program, this program perform may not well 
in some large-scaled nonlinear optimal control problems because the deficiency of the 
nonlinear programming solver.  However, the general purposes program can perform 



  

well in solving small nonlinear optimal control problems in either fixed end time or 
variable end time optimal control problem.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

การแกปญหาดวยวิธีตรงของระบบควบคุมทางพลศาสตรที่เหมาะสมดวยวิธีการ       
แก ปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน รวมกับวิธขีองรุงเง - กตุตา 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ปริญญานิพนธ 
ของ 

อัมราพร  บุญประทะทอง 
 
 
 
 
 
 
 
 
เสนอตอบัณฑิตวิทยาลัย มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ เพื่อเปนสวนหนึ่งของการศึกษา 

ตามหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล 
มีนาคม 2547 

ลิขสิทธิ์เปนของมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 



  

ปริญญานิพนธ 
เร่ือง 

 
การแกปญหาดวยวิธีตรงของระบบควบคมุทางพลศาสตรที่ 

เหมาะสมดวยวิธีการแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน รวมกับวธิีของรุงเง-กุตตา. 
ของ 

นางสาว อัมราพร  บุญประทะทอง 
 

ไดรับอนุมัติจากบัณฑิตวทิยาลัยใหนับเปนสวนหนึง่ของการศึกษาตามหลักสูตร 
ปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล 

ของมหาวทิยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
 

          ……………..…………………………………………. คณบดีบัณฑิตวิทยาลัย 
 (รองศาสตราจารย ดร. นภาภรณ  หะวานนท) 

                      วนัที ่…….. เดือน ………..……  พ.ศ. 2547 
 
คณะกรรมการสอบปริญญานพินธ 
 

          ……………..…………………………………………….. ประธาน 
        (พันตรี ดร. ทวิวัขร  วรีะแกลว) 
 

                      ……………..…………………………………………….. กรรมการ 
        (ดร. สโรช  ไทรเมฆ) 
 

                      ……………..…………………………………………….กรรมการที่แตงตั้งเพิม่เติม 
        (พันเอก สุภโชค  สัมปตตะวณิช) 
 

                      ………………..………………………………………….กรรมการที่แตงตั้งเพิม่เติม 
                                             (ดร. สินชัย  ชินวรรัตน) 



ประกาศคุณูปการ 
 

 ปริญญานิพนธฉบับน้ี  สําเร็จไดดวยความกรุณาของ  พันตรี ดร. ทววิัชร  วีระแกลว ประธาน
กรรมการควบคุมการทาํปรญิญานิพนธ และ ดร. สโรช  โทรเมฆ กรรมการควบคุมการทําปริญญานิพนธ  ที่
กรุณาใหคําปรึกษา  แนะนาํ ใหความชวยเหลือ และแกไขความบกพรอง  อีกทั้งใหกําลังใจขณะดําเนินการ
ทําปริญญานพินธ  ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณเปนอยางสูงตลอดไป 
 ขอขอบพระคุณ พันเอกสุภโชค  สัมปตตะวณิช  รองศาสตราจารย วชิิต  บัวแกว  ดร.พิชัย  อัษฎ
มงคล พันตรี ดร. อโณทัย  สุขแสงพนมรุง  และ ดร.สินชัย  ชินวรรัตน  ที่ชวยตรวจแกปริญญานิพนธ  และ
ใหขอเสนอแนะที่เปนประโยชนตองานวิจัย 
 ขอขอบพระคุณ บริษทั เอส คอมเพรสแอร จํากัด  ทีใ่หโอกาสในการศึกษาหาความรูเพ่ิมเติมแก   
ผูวิจัย 
 ขอขอบคุณบดิา มารดา ครอบครัวชัยมงคล  และ ครอบครัวบุณยะประภัศร  ในความสนับสนนุ  
ชวยเหลือและใหกําลังใจ เปนอยางดีตลอดเวลา 
 ขอขอบคุณเพ่ือนรวมชัน้  โครงการความรวมมือหลักสตูรปริญญาโท มศว. และ รร. จปร.สาขา
วิศวกรรมเครื่องกล  รุน1 ทกุทานที่ใหความชวยเหลือและเปนกําลังใจ 
 
 

อัมราพร  บุญประทะทอง 



สารบัญ 
บทที่                                                                                                                                           หนา 
      1      บทนํา...............................................................................................................................  1  
                     ความเปนมาและความสาํคญัของปญหา......................................................................  1 
                     วัตถุประสงคของโครงการวิจัย.....................................................................................   2 
                     ขอบเขตของโครงการวิจัย............................................................................................  2 
                     วิธีดําเนินการวิจัย......................................................................................................... 2 
                     แผนการดําเนนิงานตลอดโครงการวิจัย...........................................................................3 
                     งบประมาณของโครงการวิจัย........................................................................................ 4 
                     ประโยชนที่คาดวาจะไดรับและหนวยงานที่นาํผลการวิจัยไปใชประโยชน...........................4 

            
       2     ทฤษฎแีละงานวจิัยที่เกี่ยวของ 
                    ปริทัศนวรรณกรรม.........................................................................................................5 
                    ทฤษฎทีี่เกี่ยวของ.......................................................................................................... 7 
                    Transcription method สําหรับปญหาการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุม 
                    ทางพลศาสตร (Dynamic optimal control problem)……………………………………… 8  

             
       3      วิธตีรง(Direct scheme) 
                     วิธีตรง (Direct method) หรือ Direct transcription……………………………………..   20 

 
       4      การออกแบบและวิธีใชโปรแกรม 
                     การออกแบบโปรแกรม............................................................................................... 36 
                     โครงสรางของโปรแกรม.............................................................................................. 38 
                     วิธีใชโปรแกรม........................................................................................................... 39 

 
       5.     ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

           ประเภทของปญหา.................................................................................................... 52 
 



สารบัญ(ตอ) 
 

บทที่                                                                                                                                             หนา 
      5(ตอ)      ทดสอบเจนเนอรัลโพรโพสโปรแกรม (General-Purposes Program) ดวยปญหา                          
                            คลาสสิคอล(Classical Problem)………………………………………………….   54 
                     สรุปผลการทดสอบโปรแกรม .....................................................................................  95 

 
      6      สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 
          สรุปและวิจารณผลการทดสอบ..................................................................................  97 
                     ขอแนะนําสาํหรับการวจิัยตอไป..................................................................................  98 
 
      บรรณานุกรม..........................................................................................................................   99 
 
      ภาคผนวก.............................................................................................................................  102 
 
      ประวัติยอผูวิจัย.....................................................................................................................  207 
 
 
 
 
 



บัญชีภาพประกอบ 
ภาพประกอบ                                                                                                                         หนา 
      3.1   แสดงคอนทัวร (Contour) และกราฟสามมิติกบัระนาบที่สัมผัสจุดตํ่าสุดของกราฟรูป 
                    ตาขายสําหรับปญหาที่ไมมีเงื่อนไขบังคับ(Unconstraints)........................................30 
     3.2    แสดงคอนทัวร (Contour) และเกรเดียนท (Gradient) ของปญหาแบบทีม่ีเงื่อนไขบังคับเปน 
                     อสมการ (Inequality constraints)…………………………………………………… 32 
     4.1    แสดงโฟลชารท (Flowchart) ของ general proposes program………………………… 37 
     4.2    แสดงหนาตางแรกของ General purpose-program………………………………………40 
     4.3    แสดงหนาตางที่สองของกรณีที่รูเวลาปลายทางแนนอน (Fixed end  time)………………41 
     4.4    แสดงหนาตางที่สองสําหรับกรณีไมรูเวลาปลายทางแนนอน (Variable end time) .......... 41 
     4.5    แสดงหนาตางที่สองสําหรับกรณีเวลานอยที่สุด (Minimum time)…………………………42 
     4.6    แสดงการกําหนดจาํนวนของสเตทวาริเอเบิล (State variable)……………………………43 
     4.7    แสดงการกําหนดสเตทอิเควชัน (State equation)......................................................... 43 
     4.8    แสดงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ทั้งสองเงื่อนไข ท่ี 0t และ ft … 44 
     4.9    แสดงการกําหนดจาํนวนของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)……………………  45 
   4.10    แสดงการกําหนดขอบเขตของคอนโทรลอนิพุท (Control input)………………………..    46 

4.11 แสดงการกาํหนดคาเงื่อนไขบังคับ (Constraints) คอสฟงชันนอล  (Cost functional) 
                  เงื่อนไขเร่ิมตน (Initial time) เวลาที่ปลาย(Final time)  ชวงเวลา(Interval) และ 
                  เกรเดียน (Gradient)........................................................................................... 47  
4.12 แสดงการแสดงคาที่ปรากฏบนหนาคอมมานด (Command) เมื่อทําการคํานวณในสวน 

                    ออฟไลน (Off-line) เสร็จส้ิน.................................................................................. 48 
4.13 แสดงการแสดงคาบนหนาคอมมานด (Command) เมื่อทําการคํานวณในสวนออนไลน  
                  (On-line) เสร็จส้ิน …………………………………………………………………… 49 
4.14 แสดงกราฟความสัมพันธของสเตท (State) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)         
                  เทียบกับเวลา  เปรียบเทียบระหวางคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical) และ 
                  คําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical)………………………………………  50 

     5.1     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) x(t) เทียบกับเวลาสําหรับ 
                      ตัวอยางที่1…………………………………………………………………………… 58 
     5.2    แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t  



บัญชีภาพประกอบ(ตอ) 
ภาพประกอบ                                                                                                                         หนา 
      5.2(ตอ)    สําหรับตัวอยางที่1..............................................................................................59 
      5.3     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) x(t) เทียบกับเวลาสําหรับ                 
                      ตัวอยางที่ 2........................................................................................................64 
      5.4     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t  
                      สําหรับตัวอยางที2...............................................................................................65 
      5.5     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t          
                      สําหรับตัวอยางที่2...............................................................................................66 
      5.6     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                      ตัวอยางที่ 3....................................................................................................... 70 
      5.7     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                      ตัวอยางที่ 3........................................................................................................71 
      5.8     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t      
                      สําหรับตัวอยางที ่3............................................................................................. 72 
      5.9     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                      ตัวอยางที่ 4....................................................................................................... 74 
    5.10     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t  
                      สําหรับตัวอยางที่4.............................................................................................. 75 
    5.11     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                      ตัวอยางที่ 5........................................................................................................78 
    5.12     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                      ตัวอยางที่ 5........................................................................................................79 
    5.13     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t  
                      สําหรับตัวอยางที่ 5..............................................................................................80 
    5.14     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                      ตัวอยางที่ 6……………………………………………………………………………83 
    5.15     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t  



บัญชีภาพประกอบ (ตอ) 
ภาพประกอบ                                                                                                                         หนา 
      5.15(ตอ)     สําหรับตัวอยางที่ 6......................................................................................... 84 
      5.16     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 

                            ตัวอยางที่ 7.1……………………………………………………………………… 85 
      5.17     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t  
                         สําหรับตัวอยางที่ 7.1........................................................................................88 
      5.18     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                         ตัวอยางที่ 7.1 ………………………………………………………………………89 
      5.19     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t    
                        สําหรับตัวอยางที่ 7.1.........................................................................................90 
      5.20     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับ )(2 tx  
                        สําหรับตัวอยางที่ 7.1………………………………………………………………..91 
      5.21     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                         ตัวอยางที่ 7.2.................................................................................................93 
      5.22     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) 2x (t) เทียบกับเวลาสําหรับ 
                         ตัวอยางที่ 7.2.................................................................................................93 
      5.23     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(3 tx  เทียบกับเวลาสําหรับ 
                         ตัวอยางที่ 7.2.................................................................................................94 
      5.24     แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา t  
                         สําหรับตัวอยางที่ 7.2……………………………………………………………..  94 
      5.25     แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับ )(2 tx       
                    สําหรับตัวอยางที่ 7.2.......................................................................................95 
 
 
 
 
 



บัญชีตาราง 
ตาราง                                                                                                                                   หนา 
     1.5    แผนการดําเนินงานตลอดโครงการวิจัย...........................................................................3          
     3.1    แสดงคาตัวแปรตางๆ สําหรับวิธขีองรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta)......................................25 

        4.1    แสดงรูปแบบของตัวแปรที่ใชในโปรแกรม ......................................................................42 
 
 



 1

บทที่ 1 
บทนํา 

 
 

1.1 ความเปนมาและสําคัญของปญหา 
   การหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุมทางพลศาสตร (Optimal control) พบ
เห็นไดทั่วไปในชีวิตประจําวันของคนเรา โดยเฉพาะการควบคุมการเคลื่อนไหวของรางกาย เชน สมอง
ของคนสามารถคาดคะเนไดโดยอัตโนมัติวาควรใชแรงเทาใดในการเตะลูกฟุตบอลใหกลิ้งไปถึง
เปาหมายระยะตางๆ ตามความตองการ (Objective) รวมไปถึงในอุตสาหกรรมการผลิต หรือแมกระทัง่
ในระบบเศรษฐศาสตร         เปาหมายที่อาจเปลี่ยนไปตามระยะเวลาและสถานการณ ทําใหตองมีการ
เปลี่ยนแปลงการควบคุมเพื่อใหไดภาวะที่ เหมาะสมที่สุดที่จะบรรลุเปาหมายในขณะนั้น   การหา
คําตอบสําหรับปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุม (Optimal control problem) 
โดยทั่วไปจําเปนตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) ในการคํานวณ ซึ่งในปจจุบันมี
โปรแกรมทางคอมพิวเตอรมากมายที่เอ้ืออํานวยในการคํานวณดังกลาวพรอมกับความสามารถพิเศษ
ดานการคํานวณทางวิศวกรรมดวย  เชน MATLAB  Mathematica เปนตน งานวิจัยนี้จึงนําโปรแกรม 
MATLAB มาใชหาคําตอบดังกลาว  แตเนื่องจากคาที่ตองกําหนดใหโปรแกรมในแตละปญหานั้น
แตกตางกันไป และคอนขางซับซอน  อาจเปนอุปสรรคใหการหาคําตอบเปนไปอยางลาชาและเกิด
ความผิดพลาดไดงาย จึงเพิ่มการพัฒนาโปรแกรมใหติดตอกับผูใชไดโดยผานหนาจอรับขอมูล 
(Graphic user interface) พรอมกับแสดงผลการวิเคราะหออกมาในรูปของกราฟแสดงผล ซึ่งเขาใจ
งายและยังสะดวกแกผูใชที่ไมมีความรูทางดานวิศวกรรมมากอนอีกดวย 

  ในการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร  โดยทั่วไปจําเปนตอง
กําหนดเปาหมายที่ตองการ (Objective) ใหระบบเสียกอน และรวบรวมเงื่อนไขตางๆ ของระบบใน
สภาวะหรือ ณ เวลาที่สนใจ เชน ณ เวลาเริ่มตน และ ณ เวลาสุดทาย  เพื่อนํามาพิจารณารวมกันใน
การหาคําตอบ  ซึ่งวิธีการหาคําตอบสามารถทําไดหลายวิธี  ข้ึนอยูกับรูปแบบของปญหาวาจะ
เหมาะสมกับวิธีใด  แตโดยทั่วไปจะนําหลักทางคณิตศาสตรในการหาคาเหมาะสมที่สุดมาใชรวมกับ
การปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน  ซึ่งจากการศึกษางานวิจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของพบวา  มีการนํา
การหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  มาใชกันอยางหลากหลายตามความ
เหมาะสมของแตละงานวิจัย  แตปจจัยที่สําคัญที่มักจะเปนปญหาสําหรับความแมนยําและความ
รวดเร็วในการหาคําตอบดังกลาวคือ  คาเริ่มตนที่กําหนดใหในการคํานวณ  ดังนั้นผูวิจัยจึงนําหลักการ
หาคาอินติเกรทดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของรุงเง-กุตตา (Rung-Kutta) มาใชเพื่อลดผลกระทบของ
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ปญหาดังกลาว  เนื่องจากวิธีนี้เปนการอินติเกรทแบบไปขางหนา (Forward) ซึ่งคํานวณหาคาเริ่มตนได
เอง  ซึ่งผูวิจัยตั้งสมมุติฐานวาจะสงผลใหการคํานวณมีความแมนยําและรวดเร็วมากขึ้น 
 
 
1.2 วัตถุประสงคของโครงการวิจัย 
                1.2.1 เพื่อสรางโปรแกรมคํานวณสําหรับแกปญหาระบบควบคุมทางพลศาสตรที่เหมาะสม    

โดยวิธีตรง(Direct Method) 
          1.2.2 เพื่อศึกษาแนวทางที่จะลดปญหาในการกาํหนดคาเริ่มตน(Initial guesses) ซึ่งสงผล

โดยตรงตอระยะเวลาที่ใชในการหาคาํตอบ รวมทั้งโอกาสที่จะหาคําตอบได 
 
 
1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย 

          1.3.1 ใชวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ในการอินติเกรทหาคาของสมการเชิงอนุพันธ
และเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ตางๆ 

                 1.3.2  ใชวธิีการแกปญหาโปรแกรมของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน  (Nonlinear 
programming) ในการหาคาเหมาะสมที่สุด 

                 1.3.3 เขียนโปรแกรมคํานวณที่งายสําหรับผูใชงาน  โดยใชหนาจอรับขอมูลจากผูใช 
(Graphic user interface) ในโปรแกรม MATLAB 

 
 
1.4  วิธีดําเนินการวิจัย 
                1.4.1 ศึกษาทฤษฎีการหาคาํตอบที่เหมาะสมของระบบควบคุมทางพลศาสตร  โดยวิธกีาร

ตรง (Direct method) 
                1.4.2 ศึกษาระเบยีบวิธีเชงิตัวเลขสําหรับหาคาํตอบของการอินติเกรทของรุงเง-กุตตา 

(Runge-Kutta)  
                 1.4.3 ศึกษาวิธกีารแกปญหาของระบบสมการดวยวธิีการแกปญหาของโปรแกรมแบบไม

เชิงเสน (Nonlinear programming) 
                 1.4.4 ศึกษาหลกัการของโปรแกรม Matlab ทัง้ในสวนการคํานวณและการสรางหนาจอรับ       

ขอมูลจากผูใช (Graphic user interface) 
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                 1.4.5 สรางโปรแกรมคํานวณสาํหรับหาคําตอบภายใตทฤษฎีในขอ 1-3 และเชื่อมตอ
โปรแกรม การคํานวณกับหนาจอรับขอมลู (GUI) 

                 1.4.6 เลือกปญหาพื้นฐานที่สามารถหาคาํตอบไดดวยวิธีการวิเคราะหและคํานวณหา
คําตอบเก็บไว 

       1.4.7 ทดลองโปรแกรมกับปญหาเดียวกับในขอ 6 และนําคาํตอบที่ไดมาเปรียบเทียบกัน 
                       ปรับปรุงความแมนยาํของโปรแกรมและทดลองเปรียบเทียบซ้าํ 
                1.4.8 สรุปผลการทํางานของโปรแกรม  ความถูกตองแมนยาํ  ความรวดเร็วในการคํานวณ    

ความสะดวกในการใชงาน  และจัดทํารายงาน 
 
 

1.5 แผนการดําเนินงานตลอดโครงการวิจัย (ใหระบุขั้นตอนโดยละเอียด) 
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1.6  งบประมาณของโครงการวิจัย 
          7.1 คาเอกสาร , แหลงขอมูล             3,000     บาท 
          7.2 คาเดินทาง                                 2,000     บาท 
          7.3 คาจัดทํารายงาน                        2,000     บาท 
  
 
1.7  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับและหนวยงานที่นําผลการวิจัยไปใชประโยชน 
   ไดโปรแกรมสําหรับวิเคราะหหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุมพลศาสตร ซึ่ง
สามารถลดปญหาของคาเริ่มตน (Initial guesses) หรือนํามาเปนคาเริ่มตนที่ดีของการหาคําตอบในวิธี
ทางออม (Indirect method) ได นํามาใชเพื่อสงเสริมการศึกษาในทางวิศวกรรม  ซึ่งสามารถเผยแพร
และพัฒนาตอไปเพื่อใหสอดคลองกับแนวทางการศึกษาในกรณีตางๆไดอยางอิสระ      เปนประ โยชน  
ตอหนวยงานทางการศึกษาที่เกี่ยวของทุกหนวยงาน และสามารถรวมกันพัฒนาโปรแกรมใหมีความ
สะดวก  แมนยํามากขึ้น 
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บทที่ 2  
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
2.1 บทปริทัศนวรรณกรรม ( Literature Review) 
 Eric Neavdal.(22) ศึกษา “การแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของการควบคุม
แบบตอเนื่องดวย spreadsheet ” (Solving continuous time optimal control problems with a 
spreadsheet)           สรางรูปแบบการคํานวณ สําหรับแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของการ
ควบคุมแบบตอเนื่อง (Continuous time optimal control) ดวยระเบียบวิธีเชงิตัวเลขวิธีของรุงเง-กุตตา 
(Runge-Kutta) ประกอบกับวิธีแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  
ซึ่งคํานวณบน สเปรดชีท (Spreadsheet) ใน Microsoft excel เหมาะสาํหรับผูใชที่เขาใจการทํางาน
ในสเปรดชีท (Spreadsheet) ไดดีกวาอัลกอริทึม (Algorithm) การใชงานทําไดโดยกาํหนดคาตางๆ ลง
ในสเปรดชีท (Spreadsheet) ที่มีสูตรการคํานวณสาํหรบัปญหาแตละกรณี  ซึ่งผูใชตองเลือกประเภท
การคํานวณใหเหมาะสมกบัปญหาที่นาํมาใช และเนนทาํการทดสอบปญหาทางเศรษฐศาสตร  ผลที่ได
คือ  โปรแกรมสามารถใชแกปญหาทางการหาคาสูงสุดของระบบควบคุม (Optimal control) ไดอยาง
หลากหลายและแมนยาํ  แตยังมีความลาชาและไมสะดวกในการกาํหนดขอมูลเร่ิมตน 
 Arsit Boonyaprapasorn (7) ศึกษา “การแกปญหาการหาคาเหมาะสมของระบบควบคุม
พลศาสตร   โดยใชโปรแกรมคํานวณทางคณิตศาสตรและ MATLAB” (Solving optimal control 
problems using mathematical programming and Matlab)  สรางโปรแกรมการคํานวณ หาคําตอบ
ของปญหาโดยการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) และใชวิธีของHermit-
Simpsonในการแกปญหาการอินติเกรทของสมการเชิงอนุพันธ (ODE) ประกอบกับการแกปญหาของ
โปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)    การคํานวณใชโปรแกรม MATLAB ซึ่งมี
หนาจอรับขอมูลจากผูใช (Graphic user interface) และเนนทําการทดสอบกับระบบทางวิศวกรรม ผล
ที่ไดคือ โปรแกรมสามารถแกปญหาทาง การหาคาสูงสุดของระบบควบคุม (Optimal control) ไดอยาง
หลากหลาย และคอนขางแมนยํา แตยังมีปญหาสําหรับปญหาบางประเภทเพราะใชเวลาในการหา
คําตอบนานเกินไป 
 TTI Gmbh(29) ศึกษา  “GESOP การแสดงกราฟฟกสําหรับจําลองเหตุการณและหาคาที่
เหมาะสมที่สุด” (Graphical environment for simulation and optimization) ออกแบบซอฟแวร
สําหรับการวิเคราะหระบบทางพลศาสตร   ซึ่งประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธที่ไมเปนเชิงเสน 
(Ordinary nonlinear differential equations) และเงื่อนไขตางๆของระบบ โดยมีหนาจอรับขอมูลจาก  
ผูใช (Graphic user interface) ซอฟแวรจะสรางขอมูลโครงสรางเบื้องตนของแนวการเคลื่อนที่และ
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นํามาหาคาที่เหมาะสมที่สุดเพื่อนําคาที่ไดไปปรับปรุงแนวการเคลื่อนที่นั้นอีกครั้ง  กอนจะแสดงผล
ออกมาเปนภาพจําลองเหตุการณ  ส่ิงที่ผูใชตองกําหนดใหโปรแกรมคือ  เงื่อนไขตางๆของระบบและ
คอสฟงชันนอล (Cost functional) เทานั้น และสามารถเลือกรูปแบบการแกปญหาได 4 รูปแบบคือ ได
เร็คมัลติเพิลชูตติ้ง (Direct multiple shooting)  ไดเร็คคอลโลเคชัน (Direct collocation)  ไฮบริดออบ
ติไมเซอร (Hybrid optimizer) และสปลาซโซลเวอร (Sparse solver)  ผลที่ไดคือ โปรแกรมใชงานได
สะดวกและใหคําตอบที่เขาใจงาย แตในปญหาบางประเภทยังใชเวลาหาคําตอบนานเกินไป 
 TTI Gmbh(28) ศึกษา “ASTOS ซอฟแวรสําหรับหาแนวการเคลื่อนที่ที่เหมาะสมที่สุดของ
อากาศยาน” (Aerospace trajectory optimization software) ออกแบบซอฟแวรสําหรับจําลองแนว
การเคลื่อนและหาคาที่เหมาะสมที่สุดในการปลอย การลงจอด และวงโคจรของอากาศยาน ซึง่เกิดจาก
การนาํฐานขอมูลของอากาศยานทัง้หมดมาใชรวมกับซอฟแวรสําหรับหาคาเหมาะสมที่สุด (GESOP) 
มีหนาจอรับขอมูลจากผูใช (Graphic user interface) ซึ่งผูใชสามารถเลือกโครงสรางตามรายการที่มี
ในซอฟแวรหรือถายโอนขอมลูโครงสรางจากไฟล โปรแกรมสามารถกําหนดคุณสมบัติและสมการที่
สําคัญของระบบนั้นๆ พรอมทั้งตรวจเช็คความสอดคลองของขอมูลไดโดยอัตโนมัต ิ  โดยไมจําเปนตอง
รับคําสั่งจากผูใชเพิ่มเติมอีก ผลที่ไดคือ โปรแกรมใชงานไดสะดวกและใหคําตอบที่เขาใจงาย แตใน
ปญหาบางประเภทยงัหาคําตอบไมได 
  J.T. Betts (5) ศึกษา “ลักษณะการลูเขาหาคําตอบของฟงกชั่นไมตอเนื่องที่ไมสามารถหา
คําตอบไดดวยวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ในปญหาการควบคุมเพื่อใหไดคาที่เหมาะสมที่สุด” 
(Convergence of nonconvergent IRK discretizations of optimal control problems) เปรียบเทียบ 
ผลการหาคําตอบของคาที่เหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตร เมื่อใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบ แทรป
ซอยดอล (Trapezoidal) กับการใชสูตรของ รุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ในการหาคาอินติเกรทโดยวิธี
แรกใชซอฟแวรของ SOCS (Sparse optimal control software) ของบริษัท Boeing และวิธีที่สองใช
สูตรของ รุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ใหสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  เงื่อนไขของการ
วิเคราะหเปรียบเทียบคือ แนวโนมการลูเขาหาคําตอบ (Converge) และโอกาสที่จะหาคําตอบไดของ
แตละวิธี  ผลที่ไดคือวิธีแทรบปซอยดอล (Trapezoidal) จะใหคําตอบที่ใกลเคียงและใชเวลาสั้นกวา วิธี
ของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 
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2.2 ทฤษฎีที่เก่ียวของ 
 ระบบพลศาสตร (Dynamic system) ในทางวิศวกรรมสวนใหญจะแสดงสมการของระบบอยู
ในรูปของสมการเชิงอนุพนัธ(Differential equations) เชน ในการเคลื่อนที่ของอนุภาคเปนเสนตรง โดย
มีแรงภายนอกกระทาํตออนภุาค มีสมการการเคลื่อนที่เปน ux =&&  โดยที่ x แทนตาํแหนงในการ
เคลื่อนที่ของอนุภาค และ u แทนแรงภายนอกที่กระทํา  สมการเชิงอนุพนัธอันดับสองสามารถเขยีนให
อยูในรูปของสมการเชงิอนพุนัธอันดับหนึ่งไดสองสมการคือ 
 
  

21 xx =&  
ux =2&  

 
 
โดยที่ 2x คือ ความเร็วของอนุภาค  และทั้งคา 1x และ 2x สามารถคํานวณหาไดถาทราบ u หรือ แรง
ภายนอกที่กระทํา  ดังนัน้จากระบบพลศาตรทั่วไปเราสามารถสรางสมการการเคลื่อนที่ของระบบใหอยู
ในรูปของ 
 
 

nituuxxfx mnii ,...,1),,,...,,,...,( 11 ==&  
 
 
โดยที ่ t คือ เวลา   xi คือ state variables ของระบบ เชน เจนเนอรอลไรซโคออรดิเนต (Generalized 
coordinates) และ ui คือ control variable หรือ อินพทุที่ใสใหระบบ และ fi คือ ฟงชันที่ข้ึนกับตัวแปร x 
u และ t 

   จากAscher(1) กลาววาปญหาของสมการเชิงอนุพันธสามารถแบงไดสองประเภทคือ        
1. ปญหาแบบเงื่อนไขเร่ิมตน (Initial condition)  2. ปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
condition) ในระบบทั่วๆไปสภาวะเริ่มตนหรือเงื่อนไขเริ่มตนของระบบ มักเปนคาที่ทราบอยูกอนแลว 
เชน “อนุภาคเริ่มเคลื่อนที่จากสภาวะหยุดนิ่ง ที่เวลาเริ่มตน 0 วินาที” เขียนไดเปน x(t0)=0 นั่นคือ
เงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) สามารถเขียนไดในรูป 

 
 

(2.1) 
(2.2) 
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[ ] 0000 ψ),(),(ψ =ttutx  
 
 
และเชนเดียวกันสําหรับสภาวะที่ปลายทาง (Terminal condition) 
 
 

[ ] ffff ttutx ψ),(),(ψ =  
 
 

หรือเขียนไดในอีกรูปแบบหนึ่งคือ  
 

0≤ψ0  
 
 
และ 

0≤ψ f  
 
 
นอกจากนีย้ังมีเงื่อนไขขอบเขตของ State variable คือ 

 
 

uL xtxx ≤)(≤  
 
 
โดยที่ xLและ xu คือ คาต่ําสดุและคาสูงสดุของสเตทวาริเอเบิล (State variable) ตามลําดับ 
เชนเดียวกนัสาํหรับเงื่อนไขขอบเขตของคอนโทรลวารเอเบิล (Control variable)  
 
 

uL UtUu ≤)(≤  
 

     (2.3) 

     (2.4) 

     (2.5) 

     (2.6) 

      (2.7) 

     (2.8) 
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โดยที่ uL และ uu คือคาต่ําสุดและคาสูงสดุของ control variable ตามลําดับ 
   เงื่อนไขสุดทาย คือ เงื่อนไขบังคับ (Constraints) คือ 
 
 

uL cttutxcc ≤)),(),((≤   
  
 
  เงื่อนไขบังคบัทางกายภาพนีห้มายถงึ ขอจํากัดทางกายภาพของระบบ เชน ในแขนกล   จะมี

ชิ้นสวนบางชิน้ไมสามารถหมุนรอบตัวไดถึง 360 องศา  อาจหมนุไดเพียง 120 องศา เนื่องจากผลของ
การหมนุของชิน้สวนที่อยูใกลเคียงและตําแหนงของชิ้นสวนนั้นๆดวย 

  มีหลายวิธีในการกําหนดรูปแบบของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุม 
(Optimal control) ข้ึนอยูกับการตั้งสมมุติฐานเกี่ยวกับ  สมรรถนะ เงื่อนไขจํากัดทางกายภาพ 
(Constraints) หรือปลายทางที่ตองการใหไปถึง  ซึ่งสมการที่สามารถครอบคลุมปญหาในความสนใจ
ไดทั้งหมดคือ 

 
  

dtuuxxtLxxtJ m

t

t
ntn

f

f
),...,,,...,,(),...,,(Φ ∫

0

111 +=  

 
 
  ซึง่สามารถพจิารณาใหมีคามากที่สุด  หรือ  นอยที่สุดไดตามลักษณะของปญหา  โดยท ั่วไป  

จะเรียกสมการเชนนีว้าคอสฟงชนันอล (Cost  functional) ซึ่ง สามารถแบงพิจารณาไดเปนสองคาคือ 
  a) 

ftnxxt ),...,,(Φ 1 ข้ึนอยูกับเวลาที่ปลายและสภาวะของระบบ ณ เวลาดังกลาว  

  b) ∫
0

),...,,,...,,( 11

ft

t
mn dtuuxxtL  เปนคาอนิติกรัลซ่ึงขึน้กับเวลาเริ่มตนสเตทวาริเอเบิล (State 

variable) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ฟงชนัΦ และฟงชัน L เปนฟงชนัของสเตทวาริ
เอเบิล (State variable) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)  

   สมการขางตนจะเห็นไดวา [ ]mn uuxxJ ,...,,,..., 11 เปนฟงชันนอล                (Functional) คือ 
J เปนฟงชันของหลายตัวแปร  โดยที่ตัวแปรแตละตัวนั้นก็เปนฟงชันของตัวแปรอื่นดวย  และเมื่อรวม

      (2.9) 

    (2.10) 



 10

คอสฟงชันนอล (Cost functional)  เขากับเงื่อนไขตางๆแลว เราจะไดโจทยปญหาของการหาคา
เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุม (Optimal control) คือ  

dtuuxxtLxxtJ m

t

t
ntn

f

f
),...,,,...,,(),...,,(Φ ∫

0

111 +=  

)),(),(( ttutxfx =  

0
≤

ψ0
=  

0
≤

ψ =
f  

uL cttutxcc ≤)),(),((≤  
uL xtxx ≤)(≤  
uL utuu ≤)(≤  

   
 
  การเลือกใชเงื่อนไขที่เปนสมการ หรือ อสมการนั้นขึ้นอยูกับปญหาที่พิจารณา  คําตอบที่

ตองการจากปญหานี้ คือ สเตทวาริเอเบิล (State variable) และ control variable ที่เปนทั้งคําตอบของ
คอสฟงชันนอล (คําตอบที่ทําใหมีคาต่ําที่สุด หรือ สูงที่สุด) และสอดคลองกับเงื่อนไขทั้งหมดของปญหา  
 
 
2.3 Transcription method สําหรับปญหาการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับ
ระบบควบคุมทางพลศาสตร (Dynamic optimal control problem) 

   จากหลักการของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอธิบายไดวา วิธีทรานสคริปชัน (Transcription) คือ 
การแปลงปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตรไปเปนโปรแกรมทาง
คณิตศาสตรดวยการทําใหฟงชันนั้นเปนฟงชันที่มีลักษณะเปนชวงๆ (Parameterize)  ตามวิธีของการ
อินติเกรทโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข หรือ เทคนิคของคอลโลเคชัน (Collocation) 
  เนื่องจาก x(t) และ u(t) เปนฟงชันตอเนื่อง  ดังนั้นปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบ
พลศาสตรสามารถแปลงหรืออธิบายไดในรูปของอินฟนิต (Infinite) หรือไฟไนตไดเมนชันนอลนอน-        
ลิเนียรโปรแกรมมิ่ง (Finite dimensional nonlinear programming) และโดยทั่วไปจะใชวิธีการวนซ้ํา
ของนิวตัน (Newton iterative) ในการหาคําตอบสําหรับปญหาไดเมนชันนอล (dimensional problem) 
  ข้ันตอนพื้นฐานของวิธีทรานสคริปชัน (Transcription method) คือ ข้ันแรกแปลงปญหาทาง
พลศาสตรใหเปนปญหาทางสถิตยศาสตรสําหรับไฟไนตไดเมนชันนอลพารามิเตอร (Finite - 
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dimensional parameter) ข้ันที่สองหาคําตอบของปญหาทางสถิตยศาสตร โดยใชการหาคาที่
เหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตร ดวยวิธีการทําใหเปนพารามิเตอร (Parameter) ซึ่งสามารถเลือกวิธี
แกปญหาไดสองแบบคือ วิธีตรง (Direct approach) และ วิธีออม (Indirect approach) ข้ึนอยูกับ
ปญหาที่จะนํามาพิจารณา ซึ่งสามารถเปรียบเทียบความแตกตางไดดังนี้ 

  วิธีออม (Indirect approach) จะจัดรูปแบบของปญหาใหอยูในรูปของปญหาที่ประกอบดวย
เงื่อนไขเร่ิมตน (Initial conditions) และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) หลังจากนั้นใช
แคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variations) ในการหาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด 
(Necessary conditions) ในการหาคําตอบดวยวิธีนี้ใชวิธีของออยเลอรลากรางจ (Euler Lagrange) 
หรือวิธีของคุน-ทักเกอร (Kuhn-Tucker)  ทําใหไดระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน(Nonlinear- 
programming)  ซึ่งตองใชความรูทางคณิตศาสตรที่คอนขางซับซอนมาชวยในการแกปญหา ในขณะที่
วิธีตรง (Direct method) ไมจําเปนตองใชวิธีดังกลาว  แตใชวิธีการแปลงปญหาใหมีลักษณะเปนชวงๆ  
โดยใชการจัดสเตทอิเควชัน (State equations)  เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และคอน
เสตรนท (Constraints) ใหอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธทั่วไป (ODE) ตอจากนั้นใชวิธีคอลโลเคชัน 
(Collocation method) แทนความสัมพันธของจุดสําคัญๆ ที่สอดคลองกับสมการและเงื่อนไขตางๆ ซึ่ง
จะทําใหปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมพลศาสตรกลายเปนการแกปญหาของระบบ   
สมการที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  ซึ่งสามารถหาคําตอบไดดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(Numerical method) และขอไดเปรียบอีกอยางของวิธีตรง คือ สามารถหาคาที่เหมาะสมที่สุด
โดยประมาณไดจากคาเริ่มตนที่สมมุติข้ึนมาอยางหยาบๆ ได 

  2.3.1 วิธีออม (Indirect method) หรือ Indirect transcript 
          ใชหลักการวิเคราะหทางคณิตศาสตรของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of 

variations)  หลักการของการหาคาต่ําสุด (Minimum principle) หรือ (Pontryagin’s minimum 
principle) ในการหาคําตอบของฟงชัน  โดยการหาเงื่อนไขของการเปนคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุดหรือที่
เรียกวา Necessary conditions ซึ่งทําใหรูปแบบของคอสฟงชันนอล (Cost functional) ถูกเปลี่ยนจาก
สมการอินติกรัลมาเปนสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งอาจเปนไดทั้งสมการอนุพันธที่เปนเชิงเสนและทีไ่มเปนเชงิ
เสน   ซึ่งในที่นี้ใชหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variations) ในการพิจารณาหาคา
ต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด 
                      2.3.1.1 แคลคูลัสออฟวาริเอชัน(Calculus of variations) 
                   ฟงชนัที่จะนาํมาใชหาคาต่าํที่สุดหรือสูงที่สุดโดยวิธนีี้จะตองเปนฟงชนัตอเนื่อง  ซึง่
สุดทายคาํตอบจะเปนสเกลาร  วิธีนี้แบงการพิจารณาปญหาเปน 3 กรณี ไดแก 
                  2.3.1.1.1 กรณีทีม่ีเวลาและตาํแหนงปลายทางที่แนนอน(Fixed end times 
and end points) 
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                                ใหฟงชัน ),...,,,...,,( 11 nn xxxxtF && เปนฟงชันนอล (Functional) ที่
ตอเนื่องและสามารถหาอนพุันธอันดับหนึง่และอนพุันธอันดับสองเทียบกับตัวแปรแตละตัวไดในชวง
ของ  fttt ≤≤0 รวมทัง้มคีาตรงกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) - 

210 )(,)( ifiii xtxxtx ==   หาคา nitxi ,...,1),( = ทีท่ําใหฟงชนั F มีคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด 
 
 

[ ] ∫
0

),...,,,...,,(,..., 111

ft

t
nnn dtxxxxtFxxJ &&=  

                                  
 
                                 สมมตุิให nitxi ,...,1),( =  เปนคาทีท่ําให [ ]nxxJ ,...,1 มีคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด  
ถาเพิ่มคาให xi(t) ดวย hi(t) ดังนัน้เพื่อใหคา xi(t) ยังคงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
condition) คา 0)()( 0 == fii thth   ดังนั้นจะไดฟงชนันอล(Functional) J∆  คือ 
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                                จากกฏการกระจายของเทยเลอร (Taylor) โดยตัดเทอมทีม่ีดีกรีสูงๆทิง้  จะได 
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โดยที่ J∂ เปนคาประมาณของ J∆ เมื่อเทอมที่มีดกีรีสูงๆถูกตัดทิ้งไป  และทาํการอินติเกรทบายพารท 
(By part) เทอมที่สองจะได 
 

      (2.11) 

     (2.12) 

       (2.13) 
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                 เงื่อนไขของการเปนคาที่ต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด คือ 0δ =J  สําหรับทุกๆ คาที่ของ 
)(thi และเนื่องจาก 0)()( 0 == fii thth  ดังนั้นเงื่อนไขของการเปนคาต่ําสุดหรือสูงสุด – (Necessary 

condition) สําหรับ 0δ =J  คือ 
 
 

ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,...,1,0
∂
∂

∂
∂

==
&

 

 
 
              2.3.1.1.2  กรณีมีเวลาที่ปลายทางที่แนนอนและมีตําแหนงปลายทางที่แปร
ผันได (Fixed end times and variable end points) 
                    ในกรณีนี้ตางจากในกรณีแรกคือ )( 0txi และ )( ftx ไมเปนคาคงที่อีก ตอไป  
ซึ่งสมการที ่2.11 และ 2.14 ยังคงใชได แตเนื่องจาก )( 0thi และ )( fi th จะมีคาแปรผนัได  ดังนัน้ 
เงื่อนไขสําหรับการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสดุ (Necessary condition) จึงกลายเปน   
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                           2.3.1.1.3. กรณีเวลาที่ปลายทางและตําแหนงที่ปลายทางมีคาแปรผันได 
(Variable end time and end points) 
                    สมการที ่2.11 ยังคงใชไดแตคาของ J∆ จะตองเปลี่ยนไป คือ 

 (2.14) 

       (2.15) 

        (2.16) 

        (2.17) 

        (2.18) 
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      โดยใชกฎการกระจายของเทยเลอร (Taylor) และการตัดเทอมที่มีดกีรีสูงๆทิง้ จะ
ได 
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      โดยที่ Jδ เปนคาประมาณของ J∆ เมื่อตัดเทอมที่มีดีกรีสูงๆ ทิ้ง  แลวอนิติเกรท
บายพารท(By part) เทอมทีส่องในอินตกิรัลจะได 
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      และสําหรับกรณีนี้จะไดวา 00 δ||δ)(
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txxth titii &=  และ 
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δ||δ)( &=  เราสามารถลดรูปสมการไดเปน 
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เงื่อนไขสําหรับพิจารณาการเปนคาสูงสุดต่ําสุดคือ 0δ =J สําหรับทุกๆคาของ
,|δ),(

ftii xth  0δ,δ,|δ
0

ttx fti   ดังนัน้สมการที่ 2.22 เมื่อเปนเงื่อนไขของการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสดุ 
(Necessary conditions) จะได 
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         2.3.1.2 แคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variation) สําหรับฟงชนันอล 
(Functional) ที่มีเงื่อนไขบงัคับ(Constraints) 
                                 พิจารณาฟงชันนอล (Functional)  
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โดยทีฟ่งชนัสอดคลองกับเงือ่นไขบังคับ(Constraints) 0),...,,,...,,( 11 =nni xxxxtg &&  mj ,...,1, = และ 
nm <  ซึ่งคาสงูสุดหรือคาต่ําสุดสามารถหาไดโดยกําหนดฟงชนัใหม [ ]nxxJ ,...,1′  
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โดยที่ )(λ tj คือ ตัวคูณลากรางจ (Lagrange multipliers)  ∑
1

λ
m

j
jj gFF

=

+=′ จะนํามาใชแทน F ในการ

คํานวณหาเงื่อนไขการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary conditions) ซึ่งใชไดกบัทั้งสามกรณคีือ 1.
กรณีที่มีเวลาและตําแหนงปลายทางที่แนนอน (Fixed end times and end points)  2.กรณีมีเวลาที่
ปลายทางที่แนนอนและมีตาํแหนงปลายทางที่แปรผันได (Fixed end times and variable end 
points) และ 3.กรณีเวลาทีป่ลายทางและตําแหนงที่ปลายทางมีคาแปรผันได (Variable end time and 
end points)   
              2.3.1.2.1 กรณีเมือ่คาตาง ๆ ที่จุดปลายทางเปนฟงชันที่เกี่ยวของกบัเงื่อนไข
บังคับ (Constraints) 

      พิจารณาฟงชันของการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสุด - ∫
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ft

t
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เมื่อ ฟงชนั )( fi tx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ - pkxxts
ftnk ,...,1,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาที่จุดปลาย  ซึ่ง

สามารถหาคาํตอบไดดวยการกําหนดฟงชนัใหม [ ]nxxJ ,...,1′ ดังนี ้
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      โดยที่ kν คือ ตัวคูณลากรางจ(Lagrange multipliers) สําหรับกรณทีี่เวลาและ
ตําแหนงที่ปลายมีคาแปรผนัได  ดังนัน้สมการที ่2.22 จะกลายเปน 

        (2.27) 

        (2.28) 
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                   เงือ่นไขของการเปนคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด (Necessary conditions) ในดีกรี
หนึง่ คือ 0δ =′J  ทีเ่ปนจริงสําหรับคาเหลานี ้ ftitii txxth

f
δ,|δ,|δ),(

0
 และ 0δt  

                   จะได เงื่อนไขของการเปนคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด(Necessary conditions) 
สําหรับดีกรีหนึ่ง ดังนี ้
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         คําตอบทีส่อดคลองกับเงื่อนไขขางตนรวมทัง้เงื่อนไข sk=0 คือ คําตอบที่ใหคา
สูงที่สูดหรือตํ่าที่สุดสําหรับในกรณีนี ้
                           2.3.1.2.2 กรณเีงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทั่วไป 
       กรณีนี้เปนการรวมผลของกรณีขางตอนทัง้สองกรณีเขาดวยกนั โดยพิจารณา
ฟงชนั 

        (2.29) 

        (2.30) 
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โดยทีฟ่งชนั xi(t)สอดคลองกับเงื่อนไขบังคบั (Constraints) - mjxxxxtg nni ,...,1,0),...,,,...,,( 11 ==&& และ
เงื่อนไขบังคับที่เกีย่วของกับจุดปลาย - pkxxts

ftnk ,...,1,0),...,,( 1 ==  โดยที่ mp <  ดังนั้นฟงชันที่
กําหนดขึ้นมาใหมจึงเปน 
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โดยที่ )(λ tj และ kν คือ ตัวคูณลากรางจ (Lagrange multipliers)  
     สําหรับกรณีทั่วไปทีเ่วลาและตําแหนงทีจุ่ดปลายมีคาแปรผันได  สมการที่2.22 
จะกลายเปน 
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โดยที่ ∑
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jj gFF
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      และเงื่อนไขสําหรับการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสุดคือ 

        (2.31) 

        (2.32) 
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      คําตอบที่สอดคลองกับเงือ่นไขขางตนทัง้หมดรวมทัง้เงื่อนไขที ่-

mjxxxxtg nni ,...,1,0),...,,,...,,( 11 ==&& และ pkxxts
ftnk ,...,1,0),...,,( 1 ==  คือ คําตอบที่ใหคาสงูที่สุดหรือ

ต่ําที่สุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        (2.33) 

        (2.34) 

        (2.35) 

        (2.36) 

        (2.37) 



        (3. 4) 

        (3.3) 

บทที่ 3  
Direct scheme 

 
 

 จากทฤษฎทีี่กลาวมาแลวในบทที ่2 ทําใหทราบวาการแกปญหาดวยวธิีที่ตรงเปนวธิทีี่งาย
กวา  ซึง่หลกัการของวิธีดงักลาวสามารถอธิบายไดดังนี ้
 
 
3.1 วิธีตรง (Direct method) หรือ Direct transcription 
              พิจารณาปญหาซึง่ตองการหาคา control variable ()tu  ที่ทาํใหปริมาณของคอสฟง
ชันนอล (Cost functional) มีคาต่ําที่สุด 
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ซึ่งสอดคลองกับ 
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     ในทีน่ี้สเตทวาริเอเบิล (State variables) คือ nRtx ∈)( ซึ่งเวลาที่จุดปลายคือ ft  มีคา  
แนนอนและรูสภาวะเริ่มตนทั้งหมด ในทํานองเดยีวกนักับในบทที ่ 2 เงื่อนไขบังคับพลศาสตร 
(Dynamic constraints) จะถูกนํามารวมไวในคอสฟงชนันอล (Cost function) ผานตัวคูณลาก
รางจ nRt ∈)(λ จะได 
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        (3.1) 

        (3.2) 



 
 
  เมื่อกําหนดคาเริ่มตนคาแรกที่ไดจากการสุมเดา (Initial guess) คือ )(0 tu  จะไดคา 

control input )(1 tu และปรับปรุงคานี้ไปเร่ือยๆ ในแนวทางที่จะทําใหคอสฟงชันนอล (Cost  
functional) มีคาลดลง  ซึ่งความสัมพันธระหวางตัวแปรทั้งสองคือ )()()( 01 thtutu u+=  โดยที่ 

thu( ) คือ คาที่เพิ่มข้ึนของคาเริ่มตน (Initial guess) 
 หลักการของไดเรคทรานสคริปชัน (Direct transcription) คือ การทาํปญหาใหเปนพารา-

มิเตอร (Parameter) จะทาํใหปญหากลายเปนปญหาของโปรแกรมทีไ่มเปนเชงิเสน   ทําไดโดยนาํ
วิธีคํานวณคาอินติเกรทบนพื้นฐานของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) มาใช 
       โดเมนของเวลาของปญหาจะถูกแบงออกเปนจํานวน N เฟส (Phase) และ N+1 โหนด 
(Node) ตัวแปรทั้งหมด x(t)   u(t) และ t ในปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุม
พลศาสตร  จะถูกกําหนดใหตรงกับแตละเฟส (Phase) ในแตละชวงเวลา (Interval) 
      ตัวแปรแรกที่จะนํามาพิจารณาคือ เวลา(t) ในแตละชวงเวลา(Interval) k เวลาเริ่มตน 
(Initial- time) k

int  และเวลาที่จุดสุดทาย k
ft จะกําหนดไดดังนี้  k

f
k
in ttt ≤≤  หรือ k

f
k
in tt =

+1  
ตอจากนัน้กลุมของตัวแปรทีไ่มเปนอิสระ(Dependent variable) , state variable และ control 
variable จะถูกกาํหนดขึ้นเปนเซตของตัวแปรใหมคือ Z ซึ่งเวกเตอรของตัวแปร Z สําหรับแตละ 
phase(k) เขียนไดดังนี ้
 
 

=
)(
)(

tu
tx

Z
k

k

 

 
 
              โดยที่ )(kx คือ เวคเตอรที่มีมิติ  1)(

×
kn และ )(ku คือ เวกเตอรที่มีมิต ิ 1)(

×
km  ซึ่งแทน       

สเตทวาริเอเบลิ (State variables) และ control variables ตามลําดับ หรือในบางปญหาอาจมีตัว
แปรอิสระที่ไมข้ึนกับเวลา (Independent variables) และ kp ซึ่งมีมิติ 1)(

×
k

pn ยกตัวอยางเชน แรง
ดึงดูดของโลก  ความหนาแนนของของไหล  คานิจสปริง  เปนตน 
              เงื่อนไขบังคับพลศาสตร (Dynamic constraints) หรือ state equation ซึ่งเขียนอยูในรูป
ของสมการอนพุันธอันดับหนึง่  สามารถเขยีนในรูปของพารามิเตอร (Parameter) สําหรับชวงเวลา 
(Time -interval) k ใดๆ 
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        (3.6) 



 
 
ตัวแปร p ในสมการจะถูกกาํหนดสาํหรับแตละเฟส (Phase) k 
              เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะถกูกําหนดไวที่เวลาเริ่มตนของเฟส (Phase) 
แรก (k=1) และ เฟสสุดทาย(k=n) ซึ่งก็คือ 
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 เพื่อความสะดวกฟงชนัทัง้หมดที่อยูในเทอมอินติกรัล ของอินติกรัลคอส (Integral cost) L 
สามารถเขยีนอยูในรูปของควอดราเจอร (Quardrature) 
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                โดยที่ k

W คือ ฟงชันในรูปของควอดรเจอร (Quardrature) ซ่ึง f  และ g  จะตองเปน
ฟงชันที่ตอเนือ่งดวย ให )()( tQ k คือ เปนคอลโลเคชัน (Collocation) ของฟงชันตอเนื่องเขยีนได
ดังนี ้
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         (3.7) 

        (3.8) 
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        (3.11) 
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        (3.13) 

  เมื่อเปรียบเทยีบกันแลว ψ  จึงเหมือนเปนฟงชันของคาเปนจุดๆ ไมตอเนือ่ง 
               ในทาํนองเดียวกนัเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทั้งหมดสามารถเขียนใหอยูในรูปของ
พารา-มิเตอร (Parameter) ไดดังนี ้
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  โดยที่ kg คือเวกเตอร (Vector) ของเงื่อนไขบังคับ(Constraints) มีมิติ 1×gn ซ่ึงในบาง
ปญหาเงื่อนไขบังคับ (Constraints) สามารถเขียนใหอยูในรูปของขอบเขต(Bounds)หรือชวง
(Ranges) ของ state หรือ control variables. 
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จุดประสงคหลักของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตร คือ การคํานวณ
หรือเลือกเวกเตอร (Vector) )()( tu k และเวกเตอรของตัวแปรอิสระ )(kp  สําหรับทําใหคอสฟงชัน
นอล (Cost functional) มีคาต่ําที่สุด  นั่นคอื เมื่อทําเปนพารามิเตอร (Parameter) แลวเปนดังนี ้
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โดยที ่ )( jL  คือ ฟงชันของพหุนาม 
 3.1.1 วธิีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 



        (3.14) 

       (3.15) 

        (3.16) 

        (3.18) 

        (3.17) 

        

        (3.19) 

          เนื่องจากเปนการหาคาอินติเกรทแบบไปขางหนา (Forward)  จึงตัดปญหาในเรื่อง
ของคาเริ่มตนไปไดและยังใหความแมนยาํคอนขางสูง  การนาํวิธมีาใชในการหาคาอินติเกรท 
จะตองลด สมการเชิงอนพุันธอันดับสองลงเปนสมการอนัดับหนึ่งสองสมการดังนี ้
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        เมื่อกําหนดให yx =&  สมการขางตนจะกลายเปน 
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                      ซึ่งทั้ง x และ y รอบๆ xi และ yi สามารถเขียนไดในรูปอนุกรมเทยเลอร (Taylor 
series) กําหนดให th ∆= จะได  
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        เมื่อตัดเทอมที่มีดีกรีสูงๆ ทิ้งและแทนเทอมอนพุนัธดวยคาเฉลี่ยของความชัน จะได 
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        (3.20) 

        วิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) นั้นคอนขางงายสําหรับการคํานวณ  เพียงแตใน
เทอมกลางของสมการขางตนจะตองแตกเปนสองเทอมและจะตองคํานวณคา t,x,y,f ทั้งสี่คาของ
แตละจุด 
 
 
ตาราง 3.1 แสดงคาตัวแปรตางๆ สําหรับวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 
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        ซึง่คาตางๆ ขางตน จะคาํนวณตามสมการดังนี ้
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        จะเหน็วาคาของ Y ทั้ง 4 คาจะถกูแบงเปน 6 สวน ในชวงของความชัน 

dt
dx  และจะ

เห็นวาคาของ F ทั้ง 4 คาจะถูกแบงเปน 6 สวน ในชวงของความชัน 
dt
dy  

         แมวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ทําไดโดยไมจําเปนตองทราบคาตางๆ ของ
อนุพนัธ  แตหากตองการความแมนยําที่สูงขึ้น ทําไดโดยคํานวณหาคา 4 คาของอนพุันธอันดับหนึง่
ตามวิธีของอนกุรมเทยเลอรใหอยูในเทอมของ h4 นอกจากนัน้วิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 
ยังสามารถใชกับเวกเตอร (Vector) ได  ดังในระบบสมการเชิงอนุพนัธ เชน 
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       (3.24) 
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        ถาม ี2 ตัวแปร x และ y สามารถกาํหนด =
y
x

z และเขียนอยูในรูปของสมการเชงิ

อนุพนัธอันดับหนึง่ ไดสองสมการดังนี ้
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หรือ 
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       ซึ่งหาตอบไดดวยวิธีเดียวกันกับสมการหนึง่ตัวแปร 
 3.1.2 การแกปญหาของโปรแกรมทีไ่มเปนเชิงเสน (Nonlinear programming 
problem) 

         ปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดซึ่งมีแบบจําลองทางคณิตศาสตร (Math model)  ที่
อธิบายดวยสมการที่ไมเปนเชิงเสน  เราเรียกวาการแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming problem) ซึ่งปญหาเกี่ยวกับการออกแบบทางวิศวกรรมสวนใหญก็
เปน   สมการที่ไมเปนเชิงเสนแทบทั้งสิ้น  ในการพิจารณาวาปญหาใดเปนการแกปญหาของระบบ
สมการที่ไมเปนเชิงเสนหรือไมนั้น  ไมจําเปนที่ปญหานั้นจะตองเปนสมการที่ไมเปนเชิงเสนทั้งหมด  
ถามีเพียง     สมการใดสมการหนึ่งเปนสมการที่ไมเปนเชิงเสนก็สามารถพิจารณาเปนแกปญหา
ของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนได  การแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนนั้นมักจะถูก
นํามาใชกับปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดของคอสฟงชันนอล (Cost functional) ประกอบกับ
เงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (Equality constraints) และเงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ (Inequality 
constraints) ถาฟงชันที่พิจารณาเปนสมการเชิงเสน  การแกปญหาก็จะเปนการแกปญหาแบบเชิง
เสน (Linear programming) ถานอกเหนือจากนั้นจะพิจารณาใหเปนปญหาของสมการที่ไมเปน
เชิงเสน  แมวาการแกปญหาของระบบสมการเชิงเสนงายกวาระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน  แตไม
สามารถครอบคลุมปญหาที่มี  คอสฟงชันนอล (Cost functional) และเงื่อนไขบังคับ 



       (3.26) 

       (3.25) 

(Constraints) ที่ไมเปนเชิงเสนได  ดังนั้นการจะแกปญหาระบบสมการดังกลาวจึงตองใชวิธีการ
แกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนเทานั้น  
                      มีตัวอยางมากมายของปญหาแบบนี้ที่มีเพียงคอสฟงชันนอล (Cost functional) 
เทานั้นที่เปนสมการที่ไมเปนเชิงเสน  ในขณะที่เงื่อนไขบังคับ (Constraints) อ่ืนๆ เปนสมการเชิง
เสน  ในทางคณิตศาสตร  คําตอบของปญหาคือส่ิงที่สอดคลองกับเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุด
หรือตํ่าสุด (Necessary condition) และเงื่อนไขของการเปนคาเหมาะสมที่สุด (Sufficient 
conditions) ซึ่งขึ้นอยูกับแตละระดับของปญหา  ในเบื้องตนเมื่อไดคําตอบที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary condition) จะถือวาคําตอบนั้นเปนคําตอบหนึ่งที่
สามารถเปนคาที่เหมาะสมที่สุด (Optimum) ได  และถาคานี้ยังสามารถสอดคลองกับเงื่อนไขของ
การเปนคาเหมาะสมที่สุด (Sufficient condition) ไดดวยจะเรียกวาเปนคาที่เหมาะสมที่สุด 
(Optimum) อยางแทจริง  นั่นคือคําตอบที่เหมาะสมที่สุด (Optimum solution) ตองสอดคลองทั้ง
เงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary condition) และเงื่อนไขของการเปนคา
เหมาะสมที่สุด (Sufficient conditions) พรอมๆ กัน 
        รูปแบบทัว่ไปของระบบสมการที่ใช แกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชงิเสน เขียน
ไดดังนี้ 
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                     หรือ ในรูปของเวกเตอร (Vector) 
 
 
  Minimize nXXf ][),(  
  Subject to 0)]([ =lXh  
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       (3.27) 

       (3.28) 

 
       3.1.2.1 ปญหาแบบไมมีเงือนไขบงัคับ (Unconstraints)  
  Minimize 2121 :),( xxxxf  
  ในกรณีนี้การออกแบบตัวแปรเปนสิ่งที่สําคัญ เชน ถาไมมีการกาํหนดขอบเขตบน
ใหกับตัวแปร  คําตอบที่ไดก็คือ คาบวกที่มีคามากที่สุด  ดังนัน้ขอบเขตบนและลางของตวัแปรจึง
เปนสิ่งสาํคัญที่จะทําใหไดคําตอบตามวัตถุประสงค เชน 3≤≤0;3≤≤0 21 xx  
              3.1.2.2 ปญหาแบบที่มีเงื่อนไขบังคับเปนสมการ (Equality constraints) 
       กรณีนี้จะมเีงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่เปนสมการเพียงอยางเดียว เชน 
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       โดยปกติแลว  ปญหาดงักลาวมักไมสามารถหาคาเหมาะสมที่สุดไดเนื่องจาก 
เงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทั้งสองสมการสามารถใหคําตอบสําหรับปญหาแบบสองตัวแปรได
ดวยตัวมนัเองอยูแลวและปญหาประเภทนี้มักมหีลายคาํตอบซึ่งเปนลกัษณะทีพ่บบอยในการ
แกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน ในกรณีนี้ตัวแปรที่จะทําใหคอสฟงชันนอล (Cost 
functional) มคีาต่ําสุดจะเปนคําตอบที่เหมาะสมที่สุด  และปญหาประเภทนีม้ักจะหาคําตอบดวย
การตรวจสอบหาคําตอบมากกวาที่จะไดคําตอบมาจากเงื่อนไขตางๆ ไดโดยตรง 
             3.1.2.3 พิจารณาปญหาแบบที่มเีงือนไขบังคับเปนอสมการ (Inequality 
constraints) 
       กรณีนี้จะมเีงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่เปนอสมการเพียงอยางเดยีว เชน 
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       โดยทั่วไปแลวเงื่อนไขบังคับเปนสมการ (Equality constraints) เมื่อพิจารณา
เปนปญหาทางคณิตศาสตรจะเปนปญหาที่แกไดงาย แตยากสําหรับการแกปญหาดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขและคําตอบคอนขางอยูในวงจํากัด  ในขณะที่เงื่อนไขบังคับเปนสมการ (Inequality 
constraints) เมื่อพิจารณาเปนปญหาทางคณิตศาสตรแลวแกไดยากกวาแตมีความยืดหยุน
มากกวาในแงของการคนหาคําตอบที่เหมาะสม  เนื่องจากขอบเขตของคําตอบที่ใชไดกวางกวา 
               3.1.3 หลักการทางคณิตศาสตรที่นํามาใช (Mathematical concept) 
        Matlab มีซิมโบลิกทูลบอกซ (Symbolic toolbox) ทางคณิตศาสตรที่เอ้ืออํานวยและ
ครอบคลุมสําหรับการคํานวณทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข   ซึ่งชวยผูใชในการวินิจฉัยปญหาทางดาน
แคลคูลัส พีชคณิตเชิงเสน การหาคําตอบของระบบสมการและในสาขาอื่นๆไดงายขึ้นโดยไมตอง
ใชความรูทางการคํานวณทางคอมพิวเตอรมากนัก ซึ่งหลักพื้นฐานทางคณิตศาสตรที่จะนาํมาใชใน
การแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน คือ  อนุพันธตางๆ  อนุพันธยอย  เวกเตอร  เมตริก 
อนุพันธของเมตริก  และการหาคําตอบของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน จาโคเบียน (Jacobian) 
และ           เฮสเชี่ยน (Hessian) ซึ่งเราสามารถใชซิมโบลิก (Symbolic) ใน Matlab คํานวณหาคา
เหลานี้ไดโดยไมตองกําหนดขึ้นมาใหม 
                 3.1.3.1 การแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชงิเสน ดวยวธิีการวิเคราะห 
             วิธนีี้จะนําเงื่อนไของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary conditions) และ 
เงื่อนไขของเปนคาเหมาะสมที่สุด (Sufficient conditions) มาใชเพื่อสรางเงื่อนไขของการเปนคา
เหมาะสมที่สุด  แลวจึงใชเทคนิคของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการหาคําตอบ  จนกระทัง่ไดคําตอบ
ซึ่งอยูในขอบเขตที่นํามาใชได  แลวจงึเลือกใชคาที่ต่าํทีสุ่ดหรือสูงที่สุดนั้นๆ 
              พิจารณาปญหาแบบไมมีเงื่อนไขบังคับ (Unconstraints) 
 
 
              Minimize 21

2
2

2
121 )1()1(:),( xxxxxxf +  

    3≤≤0;3≤≤0 21 xx  
 
 



 
 

 
ภาพประกอบ 3.1 แสดงคอนทวัร (Contour) และกราฟสามมิติกับระนาบที่สัมผัสจุดต่ําสุดของ
กราฟรูป   
       ตาขายสาํหรับปญหาทีไ่มมีเงื่อนไขบงัคับ (Unconstraints) ขางตน 
 

 
             จากภาพประกอบ 3.1 การเปลีย่นแปลงของตัวแปรตนสําหรับการเคลื่อนที ่ คือ

x∇ และการเปลี่ยนแปลงของฟงชันทีเ่ปนผลจากการเปลี่ยนแปลงดังกลาวคือ f∇  ซึ่งจากรูปเรา
สามารถสรุปไดวาคําตอบทีเ่หมาะสมที่สุดจะตองเปนจุดที่สอดคลองกบัเงื่อนไข 

0∇ ff  สําหรับทุกคาของ x  



       (3.29) 

       (3.30) 

       (3.31) 

       (3.32) 

              เงื่อนไขอันดับหนึง่ (First order condition)  เมือ่คาการเปลี่ยนแปลงของ 
1dx และ 2dx  มีคานอยๆ คาของฟงชนั ณ จุดนั้นสามารถประมาณไดจากระนาบที่สัมผัสจุดนั้น 

และเมื่อพิจารณาจุดตางๆ ในระนาบนัน้เพื่อหาคาที่เหมาะสมที่สุดไดที่ไมทาํใหคาของฟงชัน
เปลี่ยนแปลง คือ df=0 และจากการเลื่อนหาคาดงันัน้ 1dx และ 2dx ตองไมเทากับศูนยดวย ทําให
ไดสมการดังนี ้
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เนื่องจาก 0≠1dx  และ 0≠2dx  จะได 
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หรือ เรียกไดวาเกรเดียน (Gradient) ของจุดที่เหมาะสมจะตองมีคาเปนศูนย  นัน่คือ 

 
 

0),(∇ 21 =xxf  
         
 

                          สมการขางตนเรียกไดอีกอยางวาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด           
(Necessary conditions) หรือ (First order conditions) สําหรับการหาคาเหมาะสมที่สุดที่ไมมี
เงื่อนไขบังคับ (Constraints)  

                   พจิารณาปญหาแบบที่มีเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  
      ปญหาทีม่ี (Inequality constraints) 
 



       (3.33) 

 
                             minimize     2121 :),( xxxxf  
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ภาพประกอบ 3.2 แสดงคอนทวัร (Contour) และเกรเดียนท (Gradient) ของปญหาแบบที่มี
เงื่อนไข   
       บังคับเปนอสมการ (Inequality constraints) 

 
 

              ทิศทางของเกรเดียนท (Gradient) สําหรับคอสฟงชนันอล (Cost functional) 
และ (Constraints) จากรูป 3.2 พบวาบรเิวณที่เปนคําตอบนั้นเกรเดียนของคอสฟงชันนอล (Cost 
functional)  และเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  ขนานกนัแตมีทิศทางตรงขามกนั  ซึง่ในบริเวณนี้จะ
พบวาเกรเดียนแตละเสนจะเปนสัดสวนกนัดวยคาคงทีค่าหนึ่ง  กาํหนดใหเปน 1λ จะได
ความสัมพันธระหวางเกรเดียนดังนี ้

 
 

11∇λ∇ hf =  หรือ 0∇λ∇ 11 =+ hf  



       (3.34) 

       (3.35) 

        (3.36) 

       (3.37) 

       (3.38) 

  3.1.3.1.1 วธิีของลากรางจ (Lagrange) 
      วธิีนี้เปนการแปลงปญหาโดยขยายบางสวนออกไป  เรียกวา Lagrangian คือ
เมื่อพิจารณาคอสฟงชนันอล (Cost functional) และเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่มีอยู  เรา
สามารถสราง Lagrangian ไดจากการนาํคอสฟงชนันอล (Cost functional) เดิมมารวมกันแบบ
เชิงเสนกับ คอสฟงชนันอล (Cost functional) ซึ่งคาคงทีห่ลังจากการรวมจะเรียกวา “Lagrange 
multipliers “ 
 
 
  Minimize ),(λ),()λ,,( 211121121 xxhxxfxxF +=     

  หรือ  ∑
1

)(λ)()λ,(
l

k
kk XhXfXF

=

+=  

 
       หาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary conditions) โดย
พิจารณาฟงชนั )λ,,( 121 xxF เปนแบบไมมีเงื่อนไขบงัคับ (Unconstraints)  ซึ่งมีตัวแปร คือ 
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     เนื่องจากฟงชันมีตัวแปรตนสองตัวจึงมีเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด 
(Necessary  conditions) สองสมการ ซึ่งเทอมที่อยูทางซายของสมการคือ เกรเดียนของฟงชัน
ลากราง-เจียน (Lagrangian)  และสมการสุดทายก็คือเงื่อนไขบังคับ (Constraints) นั่นเอง  

              3.1.3.1.2 วิธขีองคนุ-ทักเกอร (Kuhn-Tucker) 
       วธิีนี้คลายกบัที่กลาวมาแลวในวธิีของลากรางจ (Lagrange) 



       (3.39) 

       (3.40) 

       (3.41) 
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ทําเปนลากรางเจียน (Lagrangian) 
 
  Minimize 
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      ดังนั้นจงึมตีัวแปรไมทราบคาทัง้หมด n+l+m ตัว  ซึ่งตองการสมการจํานวน
เทากันในการหาคําตอบ  จงึนาํเงื่อนไขสําหรับดีกรีหนึ่ง (First order) มาใช  จะได  n สมการจาก 
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      จะได  l สมการจากเงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (Equality constraints) 

 
 

 lkxxxh nk ,...,2,1;0),...,,( 21 ==  
 
 
และจะได  m สมการจาก 

 
 



       (3.42) 00β→0β pjjjj gthenifg ==  
                                                     0β0 fji thengif =  

 
 
คําตอบที่สอดคลองสมการทั้งหมด n+l+m สมการจะเปนคาที่เหมาะสมที่สุด 
 



บทที่ 4 
การออกแบบและวิธีใชโปรแกรม 

 
 

4.1 การออกแบบโปรแกรม 
   จุดประสงคในการออกแบบโปรแกรม คือ ตองการใหใชงานกับอินพุท (Input) ที่อยูในรูปแบบ
ตางๆ (General) ไดโดยสรางสวนรอรับขอมูล (Graphical user interface) ที่เหมาะสมขึ้นจาก MATLAB 
(GUI) และเชื่อมโยงกับกลองเครื่องมือ (Toolbox) ตาง ๆ ของ MATLAB โดยเก็บคาพารามิเตอร 
(Parameters) ตางๆ ในการคํานวณไวในรูปของซิมโบลิก (Symbolic) กลาวคือ โปรแกรมนําความสามารถ
ของ MATLAB มาใช 3 สวนไดแก 1.Symbolic  2.Optimization solver  3. Graphic user interface  ซ่ึง
ทั้งหมดทํางานสัมพันธกันตลอดเวลา  โปรแกรมจะแบงปญหาเปน 3 ประเภทโดยใชเวลาเปนเกณฑในการ
พิจารณา คือ 1.กรณีรูเวลาปลายทางที่แนนอน (Fixed end time)  2. กรณีไมรูเวลาปลายทางที่แนนอน 
(Variable end time)  3.กรณีเวลานอยที่สุด (Minimum time) ซ่ึงผูใชจะตองเปนผูกําหนดประเภทของ
ปญหาเอง หลังจากโปรแกรมไดรับปญหาจากผูใชแลวจะแบงการทํางานเปน 2 ขั้นตอน 

 1. โปรแกรมจะใชวิธีทรานสคริปชัน (Transcription method) ดวยวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-
Kutta) โดยการทําใหเปนพารามิเตอร (Parameterize) แปลงปญหาที่รับเขามาใหอยูในรูปของซิมโบลิก 
(Symbolic)สําหรับนําไปใชในสวนของการแกปญหาโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  
และเก็บสมการพีชคณิต (Algebraic equation) ทั้งหมดไวในแฟมขอมูล   ในทํานองเดียวกันสําหรับ     
คอสฟงชันนอล (Cost functional) โปรแกรมก็จะทําใหเปนพารามิเตอร (Parameterize) ดวยซิมปสัน 
(Simpson rule)  

2.โปรแกรมจะแกปญหาโดยใชการแกปญหาของโปรแกรมที่ ไม เปนเชิงเสน  (Nonlinear 
programming) ดังที่อธิบายไวในบทที่ 3 และใชเกรเดียน (Gradient) เปนสิ่งบงชี้ท่ีจะทําใหไดทิศทางของ
คําตอบเร็วข้ึน  โดยผูใชสามารถเลือกใหโปรแกรมคํานวณโดยใชเกรเดียน (Gradient) หรือไมก็ได  และเม่ือ
ไดคําตอบ โปรแกรมจะรอรับคําสั่งในการแสดงกราฟซึ่งแสดงผลของสเตทวาริเอเบิล (State variable) และ 
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) เทียบกับ เวลา (t) 
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ภาพประกอบ 4.1  แสดงโฟลชารท (Flowchart) ของ General proposes program 
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4.2 โครงสรางของโปรแกรม 
   4.2.1 อินพทุ(Input)สําหรับโปรแกรม 
                     โปรแกรมจะรับคาตางๆ ทีเ่ปนองคประกอบของปญหาตามที่ไดกลาวไวแลวใน บทที่ 2 ซ่ึงคา
อินพทุทัง้หมดโปรแกรมจะรับจากการปอนของผูใชผานหนาจอรับขอมูล (Graphic user interface) 

  4.2.2 ขอบขายการทาํงาน 
        โครงสรางของโปรแกรมแบงเปน 2 สวนใหญๆ เชนเดียวกับในหวัขอ 4.1  
              4.2.2.1 ข้ันตอนที ่1 เรียกวาสวนออฟไลน (Off-line)  ทํางานในสวนของการแปลงปญหา 

การหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคมุ (Optimal control) ไปเปนปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) 

     4.2.2.2 ข้ันตอนที่ 2 เรยีกวาสวนออนไลน (On-line) ทํางานในสวนของการแกปญหา 
ของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน(Nonlinear programming) 
   4.2.3 โครงสรางการทํางานของสวนออฟไลน (Off-line) 
                สวนออฟไลน (Off-line) จะรับขอมูลตางๆ ของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของ
ระบบควบคุมพลศาสตร (Optimal control problem) จากหนาจอรับขอมูล (Graphic user interface) ใน
รูปของขอมูลแบบสตริง (String data) และเปลี่ยนเปนขอมูลแบบเวกเตอร ในรูปของขอมูลซิมโบลิก 
(Symbolic data) 
     โปรแกรมจะทําตัวแปรตางๆใหเปนพารามิเตอร (Parameterize) เชน state variables   
control variables และ เวลา (t) หลังจากนัน้จะสรางเวกเตอรของเงือ่นไขบังคับ (Constraints) ดวย คอล
โลเคชัน (Collocation) ของรุงเง-กุตตา (Rung-Kutta) และ กําหนดคอสฟงชนันอล (Cost functional) ซ่ึง
ขอมูลทั้งหมดจะถูกแยกเก็บไวในไฟลตางๆ ตามประเภทของขอมูล  ซ่ึงไฟลดงักลาวจะกลายเปนอินพทุ
ไฟล (Input file) สําหรับเอน็แอลพีโซลเวอร (NLP solver) ที่มีอยูในโปรแกรม MATLAB คือ เอฟมินคอน 
(fmincon)  และฟงชันภายในเอฟมินคอน (fmincon) จะทําการอานขอมูลและคืนคาที่คํานวณไดออกมาไว
ในไฟล 
    อินพทุไฟล (Input file) ทั้งหมดมีองคประกอบดังนี ้
 
 

 Min )(aF  

Subject to 
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ei miac ,,2,1,0)( K==  

 

ceei mmmiac K,2,1,0≤)( ++=   

   

โดยที่  =cm จํานวนของเงื่อนไขบังคับท่ีเปนสมการ (Equality constraints) รวมกับจํานวนของเงื่อนไข
บังคับที่เปนอสมการ (Inequality constraints)  =em จํานวนของเงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (Equality 
constraints) 
            4.2.4 โครงสรางการทาํงานของสวนออนไลน (On-line) 
          สวนออนไลน(On-line) เปนสวนหลักการแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุด (Optimization)   
ใชฟงชันเอฟมินคอน (fmincon) ซึ่งเปนกลองเครื่องมือที่ใชหาคาที่เหมาะสมที่สุด (Optimization toolbox) 
ที่มีอยูแลวใน MATLAB เปน ฟงชันหลักในการแกปญหา  ซ่ึงฟงชันตางๆ ภายในเอฟมินคอน (fmincon) จะ
ทําหนาที่ดังนี้  ข้ันแรกเมื่อรับอินพุท (Input) มาแลวจะคืนคาของเงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (equality) 
และไมเปนสมการ (Inequality constraints) ซ่ึงแทนคาพารามิเตอรสําหรับการหาคาที่เหมาะสมที่สุด 
(Optimization parameter)  a  ลงไปแลว  ข้ันที่สองเปนการแทนคาของ )(aF  ขั้นที่สามเปนการรับคา
จากสองขั้นตอนแรกนํามาคํานวณจนกวาจะไดคําตอบ *a  
          โดยทั่วไปการหาคําตอบของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) จะมีการ 
ปรับเปลี่ยนคาเกรเดียน (Gradient) ของคอสฟงชนันอล (Cost functional) และจาโคเบียน (Jacobian) 
ของเงื่อนไขบังคับ (Constraints) อยูตลอดเวลาซึง่ในที่นี้ใชการคํานวณแบบแบงชวงตรงกลาง (Central 
difference)  ดังนัน้ถามีการกําหนดเกรเดยีน (Gradient) และจาโคเบียน (Jacobian) ไวแลวการคํานวณ
จะรวดเร็วขึ้น 
 
 
4.3 วิธีใชโปรแกรม 
   กอนการเริ่มใชงาน ผูใชตองทาํความเขาใจสวนของหนาจอรับขอมลู (Graphic user interface) 
เสียกอน 
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   หนาตางแรกของโปรแกรมแสดงตัวเลือกสําหรับระบุชนิดของปญหา  โดยพิจารณาจากเวลาที่
ปลายทาง (Final time)  ft  และคอสฟงชนันอล (Cost functional)  ซ่ึงแบงเปนกรณีที่รูเวลาปลายทาง
แนนอน (Fixed end time)  กรณีไมรูเวลาปลายทางแนนอน (Variable end time) และกรณีเวลานอยที่สุด 
(Minimum time) 
 

 
ภาพประกอบ 4.2  แสดงหนาตางแรกของ General purpose-program 
 

 
   เมื่อกาํหนดประเภทของปญหาโดยคลกิที่ปุมแลว จะปรากฏหนาตางที่สองซ่ึงแสดงสวนรับขอมูล
ตางๆ ของปญหาในแตละกรณี  เมื่อใสขอมูลในหนาตางนี้และกด enter หนาตางสําหรับรับรายละเอียด
ของแตละสวนจะปรากฏขึ้นตอไป 
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ภาพประกอบ 4.3  แสดงหนาตางที่สองของกรณีที่รูเวลาปลายทางแนนอน (Fixed end  time) 
 
 

 
ภาพประกอบ 4.4  แสดงหนาตางที่สองสําหรับกรณีไมรูเวลาปลายทางแนนอน (Variable end time)  
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ภาพประกอบ 4.5  แสดงหนาตางที่สองสําหรับกรณีเวลานอยที่สุด (Minimum time) 
 

 
  4.3.1 ตัวอยางในการใชโปรแกรม 
 
 

                                                   
ft

dtuuxxJ
0

2
111

2
1 )22(                                                    (4.1)                      

             
 
         สมการของเงื่อนไขของการเปนคาสงูสุดหรือต่ําสดุ(Necessary condition) คือ 
 
 
                       11111 ),( uxxuxf &                                                       (4.2)           
 
 
                     เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) 
 
 
                                               5)( 01 tx                                                                        (4.3) 
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                       1)(1 ftx                                                                       (4.4)           

 
 
                     เวลาที่ปลาย (Final time) 
                                                  )2ln(ft .                                                                     (4.5)         

 
 
         กําหนดขอมูลขางตนทั้งหมดใหโปรแกรมดังนี ้

1. หนาตางที่1 ดังในภาพประกอบ 4.2 เลือกปญหากรณีรูเวลาปลายทางที่แนนอน 
(Fixed end time) เนื่องจากทราบเวลาที่ปลาย (Final time) 

2. โปรแกรมจะปรากฏหนาตางที่ 2 ดงัในภาพประกอบ 4.3 รอรับจํานวนของสเตทวาริเอ
เบิล (State variable) สําหรบัในปญหานี้คอื “1” แลวเอนเทอร (Enter) 

 
 

 
ภาพประกอบ 4.6  แสดงการกําหนดจาํนวนของสเตทวาริเอเบิล (State variable) 
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3. หนาตางที่ 3 จะปรากฏขึ้นรอรับสมการของสเตทวาริเอเบิล (State variable๗ ดังใน
สมการ 4.2 ซ่ึงในที่น้ีตองกําหนดเปน “x1+u1”  เม่ือกาํหนดคาเรียบรอยใหคลิกที่ปุม  
“ Done” 

 
 

 
ภาพประกอบ 4.7  แสดงการกําหนดสเตทอิเควชัน (State equation) 

 
 
4. หนาตางที ่4 จะปรากฏขึ้นรอรับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ตางๆ ซ่ึงใน

ท่ีนี้มทีัง้หมดสองเงื่อนไข ดังในสมการที่ 4.3 และ 4.4 ในทีน่ี้ตองกาํหนดเปน “x01-5” 
และ “xf1-1” ตามลําดับ เม่ือกําหนดคาเรียบรอยใหคลกิที่ปุม “ Done” 
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ภาพประกอบ 4.8  แสดงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ทั้งสองเงื่อนไข ที่ 0t และ ft  
 
 
 

5. โปรแกรมจะกลับมายงัหนาตางที่สองเพื่อรอรับจํานวนของคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control variable)  ซ่ึง ในที่นี้คือ “1” แลวเอนเทอร (Enter) 
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ภาพประกอบ 4.9  แสดงการกําหนดจาํนวนของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 
 

 
6. หนาตางที่ 5 จะปรากฏขึ้นเพื่อรอรับขอบเขตของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control 

variable) ในที่นี้กําหนดใหเปน -1 ถึง 1 เมื่อกําหนดคาเรียบรอย ใหคลิกที่ปุม              
“Done” 
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ภาพประกอบ 4.10  แสดงการกําหนดขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) 
 

 
7. โปรแกรมจะกลับมายังหนาตางที่สองเพื่อรอรับคาเงื่อนไขขอบเขต (Constraints) 

ตางๆ  ซ่ึง ในที่นี้ไมมี จึงกําหนดใหเปน “0” แลวเอนเทอร enter  ตอจากนั้นตอง
กําหนดสมการของคอสฟงชันนอล (Cost functional) ทั้งสองสวนคือเทอรมินอลคอส 
(Terminal cost) และ อินติเกรนดคอส (Integrand cost) ดังในสมการที่ 4.1 ซ่ึงในที่นี้ 
เทอรมินอลคอส(Terminal cost) คือ “0” และ อินติเกรนดคอส (Integrand cost) คือ 
“times(2,power(x1,2))+times(2,times(x1,u1))+power(u1,2)” แ ล ว เ อ น เ ท อ ร 
(Enter) ตอจากนั้นตองกําหนดเวลาเริ่มตน (Initial time) และเวลาที่ปลายทาง (Final 
time) ซ่ึงในที่นี้คือ “0” และ“0.693” ตามลําดับ  ตอจากนั้นกําหนดจํานวนชวงของ
เวลา (Interval) ซึ่งในที่นี้ใช “32” เนื่องจากตองการคาที่คอนขางละเอียด และสุดทาย
ในสวนของเกรเดียน (Gradient) ในปญหาสวนใหญ  การใชเกรเดียน (Gradient) จะ
ทําใหการหาคําตอบเปนไปอยางรวดเร็วข้ึน ซ่ึงในที่น้ีเลือกใชโดยคลิกที่เช็คบอค 
(Check box) ใหเกิดเคร่ืองหมายถูก 

 
 
 
 



 48

 
ภาพประกอบ 4.11 แสดงการกําหนดคาเงื่อนไขบังคับ (Constraints) คอสฟงชนันอล  (Cost functional) 
       เงื่อนไขเร่ิมตน (Initial time) เวลาที่ปลาย(Final time)  ชวงเวลา(Interval) และเกรเดียน (Gradient)  

 
 

8. เมื่อกําหนดคาตางๆ ครบถวนแลว  ใหคลิกที่ปุม “Off-line” เพื่อส่ังใหโปรแกรมทําการ
คํานวณในสวนออฟไลน (Off-line) แลวรอจนกระทั่งการคํานวณในสวนนี้เสร็จส้ิน
(สังเกตจากปุมที่นูนข้ึนมาเหมือนเดิม) ที่หนาคอมมานด (Command) จะปรากฏ
ขอความดังนี้ 
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ภาพประกอบ 4.12 แสดงการแสดงคาที่ปรากฏบนหนาคอมมานด (Command) เม่ือทําการคํานวณในสวน 
      ออฟไลน (Off-line) เสร็จส้ิน 

 
 
 แลวจึงคลิกทีปุ่ม “On-line” เพื่อส่ังใหโปรแกรมทําการคาํนวณในสวนออนไลน (On-line) 
รอจนกระทัง่การคํานวณในสวนนี้เสร็จส้ิน(สังเกตจากปุมที่นนูข้ึนมาเหมือนเดิมและทีห่นา 
คอมมานด (Command) จะปรากฏผลการคํานวณที่เสรจ็ส้ินแลว)  
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ภาพประกอบ4.13 แสดงการแสดงคาบนหนาคอมมาน(Command) เม่ือทําการคํานวณในสวนออนไลน 
      (On-line) เสร็จส้ิน  

 
 
แลวจึงคลิกทีปุ่ม “Plot” เพื่อส่ังใหโปรแกรมแสดงกราฟของคาํตอบของสเตทวาริเอเบิล 
(State variable)  x(t) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t)  เทียบกับเวลา   
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ภาพประกอบ 4.14 แสดงกราฟความสัมพันธของสเตท (State) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control  
       variable)  เทียบกับเวลา  เปรียบเทียบระหวางคาํตอบทางการวิเคราะห (Analytical) และคําตอบทาง 
       ระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข (Numerical) 
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       4.3.2 รูปแบบของการกําหนดตวัแปรสําหรับใชกับเจนเนอรัลโพรโพส (General 
proposes program) 
 

 ตาราง 4.1 แสดงรูปแบบของตัวแปรที่ใชในโปรแกรม  
 

Argument 
 

 
       Original Problem  
 

 
Input form of general-        

purposes program 
 

1. state variables )......(),(),(),( 4321 txtxtxtx  
 

x1, x2, x3,x4,…. 
 

2. control variable )......(),(),(),( 4321 tutututu  
 

u1, u2, u3,u4,…. 
 

3. initial state variable )......(),(),(),( 04030201 txtxtxtx  
 

x01,x02,x03,x04,…. 
 

4. final state variable  )......(),(),(),( 4321 ffff txtxtxtx  
 

xf1,xf2,xf3,xf4,…. 

5. การคูณของ  state variables 
และ control variables 

ตัวอยาง  
)()( 21 txtx   
)()( 21 tutu  
)()( 11 tutx  

 
times(x1,x2) 
times(u1,u2) 
times(x1,u1) 

6. การหารของ state variables 
และ control variables 

ตัวอยาง 
)()( 21 txtx ÷  
)()( 21 tutu ÷  
)()( 11 tutx ÷  

 
rdivide(x1,x2) 
rdivide(u1,u2) 
rdivide(x1,u1) 

7.การยกกําลงั ตัวอยาง 
2

1 )(tx  
8

1 )(tu  

 
power (x1,2) 
power(u1,8) 

 



บทที่ 5 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
 
   ในบทนี้จะแสดงการทดสอบประสิทธิภาพ  ความสามารถของเจนเนอรัลโพรโพสโปรแกรม 
(General-purposes program) และผลการทดสอบโปรแกรม โดยพิจารณาจากการทดสอบโปรแกรมนี้กับ
ปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตรทั้งหมด 6 กรณีดวยกัน  ซึ่งแตละกรณีก็จะ
แตกตางกันดวยเง่ือนไขของ เวลาที่จุดปลาย ft  และสเตทวาริเอเบิล (State variable) ที่ ft คือ )( ftx  
 
 
5.1 ประเภทของปญหา 
   กรณีที่ 1: ft  มีคาแนนอน )( ftx มีคาแนนอน  
              กรณีที่ 2: ft  มีคาแนนอนแตมีบางสวนของ )( ftx ทีไ่มทราบคา 

  กรณีที่ 3: ft  มีคาแนนอนแต )( ftx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับทีข่อบ (Boundary constraints) 
หรืออยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 

  กรณีที่ 4: ft  ไมทราบคาทีแ่นนอนแต )( ftx มีคาแนนอน 
   กรณีที่ 5: ft  ไมทราบคาทีแ่นนอนและบางสวนของ )( ftx ไมทราบคาทีแ่นนอน 
              กรณีที่ 6: ft ไมทราบคาทีแ่นนอนแต )( ftx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับท่ีขอบ (Boundary 

constraints) หรืออยูบนทารเกตเคริบ(Target curve) 
  กรณีที่ 7: ปญหาของเวลาที่นอยที่สุด (Minimum time) 
  โดยทําการทดสอบเปรียบเทียบผลระหวางคําตอบจากการวิเคราะห (Analytical solution) กับ    

คําตอบที่ไดจากโปรแกรมซึง่เปนวิธีทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข(Numerical method)  
  คําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข จะแสดงผลออกมาเปนกราฟเปรียบเทียบระหวางผลของ

คําตอบทั้งสองแบบ  และหาคาความแตกตางระหวางคําตอบทั้งสองแบบดังนี้ 
 

 
Delta(x) = 2)( na xx  

  Delta(u)= 2)( na uu  
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โดยที่ Delta(x) คือ  คาสมบูรณของความแตกตางของขอมูลทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทางการ  
วิเคราะหของสเตทวาริเอเบิล (State variable) 
          Delta(u) คือ  คาสมบูรณของความแตกตางของขอมูลทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทางการ  
วิเคราะหคอนโทรลวาริเอเบิล(Control variable) 
            ax  คือ  คําตอบทางการวเิคราะหของสเตทวาริเอเบิล (State variable)  

    nx  คือ  คําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของสเตทวาริเอเบิล (State variable)  
    au  คือ คําตอบทางการวิเคราะหของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)   
    nu  คือ คําตอบทางระเบียบวธิีเชิงตัวเลขของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)  

                หลังจากนัน้นาํคา Delta(x) และ Delta(u) มาหาคา “norm” (ดูในภาคผนวก) 
               ซึ่ง norm มีความหมายดังนี ้
 

norm( x ) = 22
2

2
1 ... nxxx +++  

 
 
โดยที่ n มีคา 1,2,3……. 

  x  เปนเมตริกซที่มีมิติเปน 1 x n 
 
 
               ดังนั้น      norm(Delta(x)) = 22

2
2

1 )(...)()( nxDeltaxDeltaxDelta +++  
 
 
    เม่ือคําตอบทั้งสองประเภทยิ่งมีคาใกลเคียงกันมาก  จะไดคา Delta(x) ที่ยิ่งมีคานอย  และจะ
สงผลใหคา norm มีคานอยดวย  ดังน้ันคาDelta(x) ท่ีแสดงถึงความแมนยาํของคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข คือ คาที่มีความใกลเคียงศูนยมากที่สุดหรือ เทากับศูนย และคา norm ที่ดีทีสุ่ดตองมีคาใกลเคียง
ศูนยเชนกนั   

   คําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solutions) หาไดจากการใชเงื่อนไขสําหรับการเปนคาสูงสุด
หรือต่ําสุด (Necessary condition) ดวยวิธีของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variation) และ
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หลักการของคาสูงสุด (Maximum principles) หรือหลักการของคาต่ําสุด (Minimum principle) ดังได
กลาวไวในบทที่ 2   
 
 
5.2 ทดสอบเจนเนอรัลโพรโพสโปรแกรม (General-Purposes Program) ดวยปญหาคลาสสิคอล 
(Classical Problem) 

  5.2.1 กรณทีี ่1: ft  มีคาแนนอน )( ftx มีคาแนนอน 
                     ปญหานี้ตองการคาที่เหมาะสมที่สุดของสเตทวาริเอเบิล (State variables)  คอนโทรลวาริ- 
เอเบิล (Control variables)  ที่จะควบคุมระบบใหดําเนินจากเวลาเริ่มตน (Initial time) 0t  ไปสูเวลาที่
ปลาย (Final time) ft  ดวยคาที่จุดปลายที่ทราบคาแนนอน ปญหาชนิดนี้เรียกไดอีกอยางวา ปญหาแบบ 
“Fixed end time- fixed end point “ 
               ตัวอยางที่ 1 
                     ปญหาการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดที่ทําให (Cost functional) มีคานอยที่สุด 
 
 

                                                        ∫
0

2
111

2
1 )22(

ft

dtuuxxJ ++=                                            (5.1) 

 
 
                      จะไดสมการสําหรับเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุดดีกรีหนึง่ (First order) คือ 
 
 
                       11111 ),( uxxuxf +== &                                                    (5.2) 
 
 
โดยทีไ่มมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของคอนโทรลอนิพุท(Control input) และสเตทวาริเอเบิล 
(State variable) และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary condition)  และเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) 
ดังนี้ 
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                           5)( 01 =tx                                                                     (5.3) 
                       1)(1 =ftx                                                                     (5.4) 
                                t f= )2ln( .                                                                   (5.5) 
 
 
               5.2.1.2 ลักษณะของปญหา 
          เปนปญหาแบบรูเวลาและตําแหนงที่ปลายทีแ่นนอน (Fixed end time-fixed end point) ที่
มีหนึ่งคอนโทรลอินพุท (Control input) และหนึ่งสเตทวาริเอเบิล (State variable) ไมมีเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) ในรูปของตัวแปรได ๆ  จากหลักการของคามากที่สุด (Maximum principle) หรือหลักการ
ของคานอยทีสุ่ด (Minimum principle) เราสามารถหาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด 
(Necessary condition) สําหรับปญหานีไ้ดดังนี้ 

 
 (i) ),( uxfx =&  กับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 

(ii) 
x
H
∂
∂λ =&  โดยที ่ fFH Tλ+=  

 (iii) 0
∂
∂

=
u
H  and =H เปนคาคงที่ตลอดการคํานวณ 

 
 

          5.2.1.3 การคาํนวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 
         เนื่องจากเปนปญหาของการหาคาต่าํสุด ดังนั้นจะได (i), (ii), (iii) อยูในรูปของสมการเชิง

อนุพันธตามลําดับดังนี้ 
 
 

                                         )(λ22 11
2

111
2

1 uxuuxxH ++=                            (5.6) 
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                                  111 uxx +=&                                        (5.7)                                  

                              λ24λ 11 ux +=&                                             (5.8)              
                                2/)2λ( 11 xu =                                             (5.9) 
 
 
                      จากสมการขางตน จะไดคาควบคุมที่เหมาะสมที่สุด (Optimal control) )(1 tu  และ 
เสนทางควบคมุที่เหมาะสมที่สุด (Optimal control path) )(1 tx  
 
 
                         tt BeAetx *

1 )( +=                                              (5.10)  
                        tt BeAet* 22)(λ =                                            (5.11) 
                            tBetu *

1 2)( =                                                 (5.12) 
 
 
โดยที่ A และB คือคาคงที่สําหรับคําตอบทั่วไป 
                     สุดทายจะหาคา A และB ไดจากเง่ือนไขขอบเขต (Boundary condition) ท่ี 0=t และ

)2ln(=ft  
 
 

     5)0(1 =x  
     
                          5=+ BA                                                            (5.13)    
 
           1)(1 =ftx  
 
                      1)2ln()2ln(

=+ BeAe                                                (5.14) 
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                      1=A  และ 6=B   ดังนั้นจะไดเสนทางที่เหมาะสมทีสุ่ด (Optimal path) และ คาควบคุม
ที่เหมาะสมทีสุ่ด (Optimal control) ดังนี้ 
 
                       tt eetx 6)(

*

1 =                                                     (5.15)    
                         tetu *

1 12)( =                                                     (5.16) 
                
 
              5.2.1.4 ผลที่ไดจากระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข 

          ปญหาแบบที่รูเวลาปลายทางแนนอน (Fixed end time) ท่ีนาํมาใชในโปรแกรมเจนเนอรอล
โพรโพสนี้ (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเง่ือนไขขอบเขต (Constraints) ที่อยูในรูปของคอนโทรล
วาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน [ ]∞,∞ .  
ดังนั้นคาทีม่ีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนี้ไดจึงกําหนดใหอยูที่ [ ]10000,10000  

         ที่ชวงเวลา (Time interval) 32=N  คาที่เหมาะสมที่สุดของสเตท (State) และคอนโทรล
วาริเอเบิล (Control variables) สามารถแสดงไดดังภาพประกอบ 5.1 ถึง 5.2  คําตอบแบบวิเคราะห 
(Analytical solution) จะเปนเสนประและวงกลม และคาํตอบทีไ่ดจากการคํานวณดวยโปรแกรมจะแสดง
เปนเสนตอเนื่อง 
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ภาพประกอบ 5.1 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) x(t) เทียบกับเวลาสําหรับ
ตัวอยางที1่  

 
            
 

                      จากกราฟจะเห็นไดวา  แนวโนมของคําตอบทั้งสองประเภทเปนไปในทางเดียวกัน  และ
สอดคลองพอดีกับเงื่อนไขขอบเขต(Boundary condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 1.1331 ซ่ึงมีคา
นอย หมายความวาคาทั้งสองมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) จะเปน
เสนประและวงกลม และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  
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ภาพประกอบ 5.2 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่1 

 
 
 

           กราฟของ )(1 tu  และ t แสดงใหเห็นวาแนวโนมของคําตอบทั้งสองคอนขางใกลเคียงกัน
ในชวงกลางๆของเวลาทั้งหมด  แตมีความแตกตางในสภาวะเริ่มตนและสภาวะสุดทาย ไดคา norm ของ 
Delta(u1) = 16.798  ซ่ึงมีคามากกวาศูนยคอนขางมาก หมายความวามีบางสวนของคําตอบที่แตกตางกัน
แตก็ยังอยูในคาที่ยอมรับได (คําตอบแบบ วิเคราะห (Analytical solution) จะเปนเสนประและวงกลม และ
คําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  

  5.2.2 กรณีที ่2: ft  มีคาแนนอนแตมีบางสวนของ )( ftx ที่ไมทราบคา 
      กรณีนี้ตางกับกรณีแรกเนื่องจากทราบเวลาที่จุดสุดทายทีแ่นนอนแตไมทราบสเตทวาริเอเบิล 

(State variable) ท่ีเวลาสุดทาย 
                  ตัวอยางที่ 2 
 
 

       ∫
2/π

0

2
1

2
1 )(min dtutxJ f +=                                                  (5.17) 

Subject to 
สเตทวาริเอเบิล (State equations) 



 

 

60

 

                                                                   21 xx =&                                                                 (5.18) 
                 112 uxx +=& .                                                          (5.19)  
 
 
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ตางๆ ดังนี้  
ที ่ 00 =t  
 
                                                            0)( 01 =tx และ 1)( 02 =tx                (5.20) 
 
 
ที ่

2
π

=ft  
 
              )(1 ftx และ )(2 ftx ไมทราบคา                                (5.21)                      

 
 
         ตองการหาคาที่เหมาะสมที่สุด  โดยที่สภาวะที่จุดสุดทายไมทราบคา                 

                     5.2.2.1 ลักษณะของปญหา 
               ปญหานี้ประกอบดวยสองสเตทวาริเอเบิล (State variables) กับหนึ่งคอนโทรลอินพุท 

(Control input) และไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) อยูในรูปของตัวแปรใดๆ และที่สภาวะสุดทาย ft  
คาสเตทวาริเอเบิล (State variables) ทั้งสองมีคาอิสระ 
                 5.2.2.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 

               จากคอสฟงชันนอล (Cost functional) และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition)        
สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการฮามิลโตเนี่ยน (Hamiltonian) ไดดังนี้ 
   
 

                                                )(λλ 11221
2

1 uxxuH +++=                                             (5.22) 
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         ดังนั้นเงื่อนไขในการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary condition) สามารถเขียนอยูในรูป
ของสมการเชิงอนุพันธไดดังน้ี 

 
                                                             (i) ),( uxfx =&                                                                  
 
 
เงื่อนไขขอบเขต(Boundary conditions) 
 
 
                                                                 21 xx =&                                                                  (5.23)                            
                                                                 112 uxx +=&                                                         (5.24) 

                                                             (ii)  
x
H
∂
∂λ =&    

                                                                 21 λλ =&                                                                  (5.25)                           

                                                                12 λλ =&                                                                (5.26) 
                                      (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

                                                                    
2
λ 2*

1 =u                                                              (5.27) 
 
 
         สเตทวาริเอเบิล (State variable) โคสเตท (Co-state)  และคอนโทรลอนิพุท (Control 

input) สามารถหาคาไดในรูปของคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constant) ทั่วไปจากสมการ (i), (ii), (iii) 
ดังนี้ 

         คําตอบของโคสเตท (Co-state) ในรูปของคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constant) k กับ l 
 
 

                                                      )cos()(λ1 ltkt +=                                                       (5.28)        
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                                 )sin()(λ 2 ltkt +=                                                        (5.29) 
                                        4/))sin(()sin()cos()(1 tkttBtAtx ++=                                       (5.30) 
                                   4/))cos()(sin()cos()sin()(2 tttktBtAtx +++=                            (5.31) 
 
 

0)(λ1 =ft และ 0)(λ 2 =ft . 
ที ่ 2/π=ft  โคสเตท (Co-state)  จะเปน  
 
 
                                              )

2
π(2λ 11 x=  and 0)(λ 2 =ft                                                (5.32) 

 
 
                      ดังนั้น 0=l และ ความสมัพันธระหวาง 2λ และ 1u  คือ 
 
 
                                                           2/)cos(1 tku = .                                                          (5.33) 
 
 
สเตทอิเควชัน (State equation) จะกลายเปน 
 
 
                                                                 21 xx =&                                                                   (5.34) 
                                 2/)cos(12 tkxx +=&                                                      (5.35) 
 
 
                      และเสนทางที่เหมาะสมทีสุ่ด (Optimal path) )(1 tx  and  )(2 tx  สามารถหาคาอยูในรูป
ของคาคงที่  A และ B  
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   4/))sin(()sin()cos()(1 tkttBtAtx ++=                                         (5.36) 
                                      4/))cos()(sin()cos()sin()(2 tttktBtAtx +++=                        (5.37) 
                     เนื่องจาก 0)(λ 2 =ft ที่ 2/π=t   จึงสามารถหาคาคงที่ A B และ k จากเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) ท่ี 0=t , 1)(,0)( 21 == ff txtx  
 
 
                                           0=A                                                                     (5.38) 
                                           1=B                                                                      (5.39) 
                                                             )π4/(8 +=k                                                           (5.40) 
 
 
ดังนั้นจะได 
 
 
      )sin(

)π4(
2)sin()(1 ttttx

+
+=                                              (5.41) 

                                     ))cos()(sin(
)π4(

2)cos()(2 tttttx +
+

+=                                         (5.42) 

                                 )cos(
)π4(

4)(1 ttu
+

=                                                      (5.43)                           

 
 
                     5.2.2.3 ผลที่ไดจากระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข 

               ปญหากรณทีี่รูเวลาปลายทางทีแ่นนอน (Fixed end time) ที่นาํมาใชในโปรแกรมเจน
เนอรัลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 
[ ]∞,∞  ดังนั้นคาที่มขีนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนี้ไดจึงกําหนดใหอยูที่ [ ]10000,10000  
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ภาพประกอบ 5.3 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) x(t) เทียบกับเวลาสําหรับ
ตัวอยางที่ 2 
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                      จากกราฟจะเห็นไดวา  แนวโนมของคําตอบทั้งสองประเภทเปนไปในทางเดียวกัน  และ
สอดคลองพอดีกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.0637 ซ่ึงมีคา
ใกลเคียงศูนยมาก หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบทั้งหมด (คาํตอบแบบวิเคราะห 
(Analytical solution) จะเปนเสนประและวงกลม และคาํตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  
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ภาพประกอบ5.4 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่2 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

 
t 
 

   
                      จากกราฟจะเห็นไดวา  แนวโนมของคําตอบทั้งสองประเภทเปนไปในทางเดียวกัน  และ
สอดคลองพอดีกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1699 ซ่ึงมีคา
นอยมาก หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบทั้งหมด (คําตอบแบบวิเคราะห (Analytical 
solution) จะเปนเสนประกบั * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  
 

 
 
 
 
 
 

)(2 tx  
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ภาพประกอบ5.5 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่2 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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          จะเห็นไดวากราฟของคําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบจากระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) คอนขางแตกตางกนัโดยเฉพาะ ณ เวลาที่เวลาเริ่มตนและที่ปลาย ได
คา norm ของ Delta(x2) = 0.4686  ซึ่งมีคาคอนขางนอย หมายความวาคาํตอบทัง้สองมีคาที่แตกตางกัน
บางสวน (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประและวงกลม และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสน
ตอเนื่อง)  
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  5.2.3 กรณทีี ่3: ft  มีคาแนนอนแต )( ftx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคบัทีข่อบ (Boundary 

constraints) หรืออยูบนทารเกตเครบิ(Target curve) 
         ในกรณีนี้อธิบายไดวาสเตทวาริเอเบิล (State variable) สามารถหาคาไดตามเวลาเริ่มตน 

(Initial time) หรือเวลาสุดทาย (Final time) แตเปนคาทีว่างตัวอยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 
)),(( ff ttxg นั่นเอง ซ่ึงในตัวอยางนี้สเตทวาริเอเบิล (State variables) นั้นหาคาไดแนนอนสําหรับเวลา

เริ่มตน (Initial time) 0t   แตเปนฟงชันทีว่างตัวอยูบนทารเกตเซอรเฟซ (Target surface) หรือทารเกตเคริบ 
(Target curve) สําหรับเวลาที่ปลายที่ทราบคาแนนอน .ft  
                      ตัวอยางที่ 3 

         ระบบเปนดีกรีสอง มีสเตทอิเควชัน (State equation) ดังนี้ 
 
 

                                                               211 xux =&                            (5.43) 
                                                                12 ux =&                          (5.44) 
 
 
โดยที่ 1u  เปนคาที่ควบคุมได เราตองการหาคําตอบที่ทําใหระบบเคลื่อนที่จากสภาวะ- 

)0,0())(),(( 0201 =txtx ที่เวลาเริ่มตน 00 =t  ไปสูสภาวะหรือตําแหนงที่วางตัวอยูบนทารเกตเคริบ 
(Target curve) 0)()( 21 =+ ff txtx  ที่ 2=ft และทําใหคาคอสฟงชันนอล (Cost functional) 

∫
2

0

2
1 .dtuJ = มีคาต่ําที่สุด 

                    5.2.3.1 ลักษณะของปญหา 
               ปญหานี้มีสองสเตทวาริเอเบิล (State variables) และหนึ่งคอนโทรล (Control input)  

ไมม ีเงื่อนไขบงัคับ(Constraints)  ซึ่ง ณ เวลาที่ปลาย ft สเตทวาริเอเบิล (State variable) จะมีคา
สอดคลองตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  ของทารเกตเคริบ (Target curve)   
                 5.2.3.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytic calculation) 
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                      )(λ)(λ 12211
2

1 uxuuH ++=                                             (5.45) 
                                  =H คงที่ , t∀                                                              (5.46) 
 
 
                     หาคาที่เหมาะสมที่สุดตามเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary conditions)  
 
 

(i) ),( uxfx =&  กับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary condition) และทารเกตเคริบ (Target curve) 
 
 
                                      211 xux =&                                                                (5.47) 
                                                               12 ux =&                                                                   (5.48) 
ซึ่ง  
                                                                001 =x                                                                    (5.49)  
                                                                002 =x                                                                    (5.50)  

                          )),(),(( 21 ttxtxg ff = 0)()( 21 =+ ff txtx                                           (5.51) 

                                                             (ii) 
x
H
∂
∂λ =&  

                                                                  0λ1 =&                                                                   (5.52) 

                                                                 12 λλ =&                                                                   (5.53)          
                                                            (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

                                                               
2
λλ 21

1 =u                                                            (5.54) 

               (iv) ∑
1 ∂

∂
µ)(λ

p

j

j
jf x

g
t

=

=  ที ่ ft  โดยที ่p คือ จํานวนของทารเกตเคริบ (Target curve) 

                                         =
1
1

∂
∂ 1

x
g                                                                (5.55) 
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)(λ

)(λ

2

1

f

f

t

t =
1
1

µ1                                                         (5.56) 

ดังนั้น 
                                                           )(λ)(λ 21 ff tt =                                                            (5.57) 
 
 
จาก (i), (ii), (iii) สเตทวาริเอเบิล (State variable)  คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) และ โคสเตท 
(Co-state) กับคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constants) จะได 
 
 
                                                              At =)(λ1                                                                (5.58) 
                                                        ABet t

+=)(λ 2                                                            (5.59) 
                                                EeBtADetx tt

+++=
42

)(1                                              (5.60) 

                                                 tt eBADetx
42

)(2 ++=                                                       (5.61) 

                                                        teBAtu
22

)(1 +=                                                      (5.62) 
 
 
โดยที ่A  B  D  และ E คือคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constants) 
           จากเงื่อนไขขอบเขต(Boundary condition) และ 0)),(),(( 21 =ttxtxg ff  สามารถหา
คาคงที่ตางไดคือ 1,0,1 === DBA , and 

2
3

=E  ดังนั้น 
                      เสนทางที่เหมาะสมที่สุด (Optimal trajectory)  คาควบคุมที่เหมาะสมที่สุด (Optimal 
control input) และ คอสฟงชันนอล (Cost functional) คือ                                                                      
 
 

                                                  )2/11(2/12/1)(1 ++= tetx t                                     (5.63)             
                                     

2
1

2
1)(2

tetx =                                                                             (5.64) 
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                                                   1)(λ1 =t                                                                           (5.65)                  
                             1)(λ 2 =t                                                                          (5.66) 
                 5.2.3.3 ผลทีไ่ดจากระเบยีบวิธีเชิงตัวเลข 

              ปญหากรณีรูเวลาปลายทางทีแ่นนอน (Fixed end time) ทีน่ํามาใชในโปรแกรมเจน
เนอรัลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 
[ ]∞,∞ .  ดังนั้นคาที่มีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนีไ้ดจงึกําหนดใหอยูท่ี [ ]10000,10000  
 
 
ภาพประกอบ 5.6 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 3 
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  กราฟของคําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  มีแนวโนมใกลเคียงกัน และสอดคลอง
กับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1545 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย 
หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบทัง้หมด  (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประ
และวงกลม และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
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ภาพประกอบ 5.7 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 3 
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  กราฟของคําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

(Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  มีแนวโนมใกลเคียงกัน และสอดคลอง
กับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ของปญหา ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1545 ซ่ึงมีคาใกลเคียง
ศูนย หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบท้ังหมด (คาํตอบแบบ analytical จะเปน
เสนประและวงกลม และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
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ภาพประกอบ5.8 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่ 3 
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  กราฟของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) )(1 tu  และ t  แสดงใหเห็นความแตกตาง

เล็กนอยของคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution)  และคาํตอบทางการวิเคราะห 
(Analytical solution)   โดยเฉพาะเงื่อนไขเริ่มตน (Initial time) และเงื่อนไขที่ปลาย (Final time) แตเมื่อ
พิจารณาจาก t=1 ถึง t=2  แนวโนมของคา )(1 tu ของคําตอบทัง้สองคอนขางใกลเคียงกัน ไดคา norm 
ของ Delta(u1) = 1.2586 (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประและวงกลม และคาํตอบทีไ่ดจาก
โปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.4 กรณทีี ่4: ft  ไมทราบคาที่แนนอนแต )( ftx มีคาแนนอน 
                     ปญหาประเภทนี้คือการควบคุมระบบจากสภาวะเริ่มตน )( 0tx ที่ทราบเวลาเริ่มตนที่แนนอน 

0t  ไปสูสภาวะปลายทาง )( ftx ที่ไมทราบเวลาที่ปลาย ft   
ตัวอยางที่ 4 
          พิจารณาคอสฟงชันนอล (Cost functional)  
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        min ∫
0

2
1

2
1 )(

2
1 ft

dtuxJ +=                                          (5.71) 

  Subject to  
               111 3uxx +=&                                                  (5.72) 
 
 

         ตองการหาคาควบคุมท่ีเหมาะสมทีสุ่ด (Optimal control) )(1 tu  และเสนทางที่เหมาะสม
ที่สุด (Optimal path) )(1 tx ที่จะทาํให 2)( 01 =tx  ที ่ 0=t และ 4)(1 =ftx , 1u  ไมมีเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints)   
                 5.2.4.1 ลักษณะของปญหา 

              ปญหานี้มีลักษณะคลายกับในตัวอยางที่ 1 ที่ทราบคาตางๆ ที่สภาวะเวลาสุดทาย ไมมี
เงื่อนไขขอบเขต (Constraints) ในรูปของคอนโทรลอินพุท (Control input) และไมทราบคาเวลาสุดทาย 

ft   
                     5.2.4.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 
         จากคอสฟงชันนอล (Cost functional) และ สเตทอิเควชัน(State equation) สามารถหา  
สมการฮามิลโตเนี่ยน (Hamiltonian) ไดดังนี ้
 
 
          )3(λ

2
1

2
1

11
2

1
2

1 ++= xuxH                                   (5.73) 
ไดคําตอบทัว่ไปคือ                                 
                                                     3/)(λ 22

1
tt BeAet =                                              (5.74) 

                        tt BeAetx 22
1 )( +=                                              (5.75) 

                )3/(3)( 22
1

tt BeAetu =                                          (5.76) 
จาก initial condition 201 =x จะได  
                                                                0=+ BA .                                                      (5.77)                                   
จาก necessary condition จะได 
                                                                  .0=AB                                                         (5.78) 
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          เมื่อแกสมการทั้งสองขางตน จะได 2=A , 0=B , และ )2ln(
2
1

=ft  ดังนั้นจะไดคําตอบ
ของ )(1 tx , )(1 tu ดังนี้ 

 
 

                                                              tetx 2*
1 2)( =                                                     (5.79) 

                          tetu 2*
1 32)( =                                                   (5.80)       

 
 
                      5.2.4.3 ผลทีไ่ดจากระเบียบวธิีเชิงตัวเลข 

     ปญหาแบบ fixed end time ที่นํามาใชในโปรแกรม general-purpose นี้  เนื่องจากไม
มีคา constraints ที่อยูในรูปของ control variable 1u  ดังนั้นขอบเขตของ control input จึงเปน [ ]∞,∞ .  
ดังนั้นคาทีม่ีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนี้ไดจึงกําหนดใหอยูที่ [ ]10000,10000  
 
 
ภาพประกอบ 5.9 แสดงความสัมพันธระหวาง state variable )(1 tx  เทียบกบัเวลาสําหรับตัวอยางที่ 4 
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           กราฟแสดงใหเห็นวา )(1 tx  ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) 
และวธิีทางการวิเคราะห (Analytical solution) มีแนวโนมที่คลายคลึงกัน  และคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) สอดคลองกับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) 
= 0.1477 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบ analytical 
จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
 
 
ภาพประกอบ5.10 แสดงความสัมพันธระหวาง control variable u(t) เทียบกับเวลา t สําหรับตัวอยางที4่ 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
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              จากกราฟแสดงใหเห็นวา )(1 tu  ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical 
solution)  และวิธทีางการวิเคราะห (Analytical solution)  มีแนวโนมที่ใกลเคียงกัน ไดคา norm ของ 
Delta(x1) = 0.3278 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน(คําตอบแบบ 
analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.5 กรณทีี ่5: ft  ไมทราบคาที่แนนอนและบางสวนของ )( ftx ไมทราบคาที่แนนอน 
              ปญหาประเภทนี้คือ การควบคุมใหระบบดําเนนิจากสภาวะเริ่มตน )( 0tx  ไปสูสภาวะ
สุดทายทีไ่มทราบคาแนนอน )( ftx  ณ เวลาสุดทาย ft ที่ไมทราบคาแนนอน   
                           ตัวอยางที่ 5 

)(1 tu  

t
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                      สําหรับระบบท่ีม ี 00 =t  และไมทราบคา ft ทีแ่นนอน 
 
 
                                                                21 xx =                                                                   (5.87) 
                                          12 ux =                                                                  (5.88) 
                                                                0)( 01 =tx                                                             (5.89) 
                                                                1)( 02 =tx                                                             (5.90) 
                                                                1)(1 =ftx                                                             (5.91) 
                                  =)(2 ftx    ไมทราบคา                                                 (5.92) 
 
 
 คอสฟงชันนอล(Cost functional) 
 
 

                                       dtuJ
ft

∫
0

1
2

=                                                       (5.93) 

 
 
โดยที ่control input 1u  เปน constrained คือ 11u  แตไมมี constrained สําหรับ state variable 
ตองการหาคาที่เหมาะสมทีสุ่ดที่สอดคลองกับคําตอบทัง้หมด 
                      5.2.5.1 ลักษณะของปญหา   
               ปญหานี้มขีอบเขตจํากัดในสวนของคอนโทรลอินพุท (Control input) 1u  ไมไดเปนฟง
ชันของอนุพันธอันดับสอง แตสามารถจัดใหอยูในประเภทของปญหาทีรู่เวลาที่ปลาย  โดยที่ไมทราบเวลา
สุดทาย ft ท่ีแนนอน   
                 5.2.5.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytic calculation) 
 
 
                     1221

2
1 λλ uxuH ++=                                   (5.94) 
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                หลังจากแกสมการของเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary condition) 
ทั้งหมดแลวจะไดโคสเตท (Co-states) สเตทวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลอินพุท 
(Control input) ดังนี้ 

 
 
                                                            1

*
1 )(λ ct =                                                        (5.95) 

                                                       21
*

2 )(λ ctct +=                                                     (5.96) 
                                         43

2231*
1 412

)( ctctctctx +++=                                          (5.97) 

                                               ttctctx ++=
212

3)( 221*
2                                             (5.98) 

                 2/)()( 21
*

1 ctctu +=                                               (5.99) 
 
 

               จากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) สามารถหาคาคงที่และไดคาํตอบของ
เสนทางการเคลื่อนทีท่ี่เหมาะสมที่สุด (Optimal trajectories) และคาควบคุมที่เหมาะสมที่สุด(Optimal 
control input) และ ft  ไดดังนี ้

 
 

                                                               ttx =)(1                                                         (5.100) 
                                                               1)(2 =tx                                                         (5.109) 
                                                                0)(1 =tu                                                        (5.110) 
                                                                 1=ft                                                            (5.111) 
                       
 
                      5.2.5.3 ผลทีไ่ดจากระเบียบวธิีเชิงตัวเลข 

   ปญหากรณีที่รูเวลาปลายทางทีแ่นนอน (Fixed end time) ที่นํามาใชในโปรแกรม เจน
เนอรัลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
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คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 
[ ]∞,∞ .  ดังนั้นคาที่มีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนีไ้ดจงึกําหนดใหอยูท่ี [ ]10000,10000     
 
 
ภาพประกอบ 5.10 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 5 
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                กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx ที่เปนคําตอบทางระเบียบวธิีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบจากการวิเคราะห (Analytical solution) ซ่ึงมีแนวโนมทีใ่กลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกนั และระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) สอดคลองกับเง่ือนไข
เริ่มตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1250 ซึ่งมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวา
คําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ได
จากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  
 
 
                  
    

)(1 tx  

t
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ภาพประกอบ 5.12 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 5 
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               กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบจากการวิเคราะห (Analytical solution) ซึ่งมีแนวโนมท่ีใกลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกัน และระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) สอดคลองกับเง่ือนไข
เร่ิมตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x2) = 0.001 ซึ่งมีคาใกลเคียงศูนยมาก หมายความวา
คําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกันจนเกือบจะเทากันทั้งหมด (คําตอบจากการวิเคราะห(Analytical 
solution) จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
 
 
 
 
 
 
 

2x (t) 

t
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 ภาพประกอบ5.13 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 5 
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             กราฟแสดงผล )(1 tu ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) และ
คําตอบที่ไดจากการวิเคราะห (Analytical solution) นัน้ใกลเคียงกัน ไดคา norm ของ Delta(u1) = 0.2605 
ซึ่งมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน  (คาํตอบแบบ analytical จะเปน
เสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.6 กรณทีี ่6: ft ไมทราบคาที่แนนอนแต )( ftx สอดคลองกับเง่ือนไขบังคบัทีข่อบเขต 
(Boundary constraints) หรือวางตัวอยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 

         ปญหาประเภทนี้มีสเตทวาริเอเบิล (State variable) ที่ทราบคาแนนอน ณ เวลาสุดทายทีไ่ม
ทราบคา ft  แตสเตทวาริเอเบิล (State variable) วางตัวอยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 

)),(( ff ttxg  ซ่ึงในตัวอยางนี้สเตทวาริเอเบิล (State variables) ณ เวลาเริ่มตน 0t นั้นทราบคาแนนอน   
ในขณะที่สเตทวาริเอเบิล (State variable) ท่ี .ft ซ่ึงไมทราบคา เปนฟงชันที่วางตัวอยูบนทารเกตเคริบ 
(Target surface)  
                     ตัวอยางที่ 6 
               ยานเคลื่อนที่ดวยความเร็วหนึ่งหนวยในทิศทาง 1u   สัมพัทธกบัความเร็ว V ในทิศทาง

, มีสมการการเคลื่อนที่ดังนี้ 

)(1 tu  

t
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                                                     Vux )cos( 11 =&                                                    (5.112) 

                           )sin( 12 ux =&                                                   (5.113) 
 
                          
                           ยานเคลื่อนที่จากจุดกาํเนิด )0,0( 0201 == xx ที่ 00 =t  ไปยังจุดสุดทายที่มีตาํแหนงอยู
บนเสน kxfxf =+ 21  และทําใหคาตอไปนี้มีคาต่ําที่สุด 
 
 

                     ∫
0

1 ))sin(1(
ft

dtuJ += .                                              (5.114) 

 
 
           ตองการหาคาํตอบที่เปนคาเหมาะสมที่สุดของสเตทวาริเอเบิล (State variables)  และ

คอนโทรลอินพุท(Control input) สําหรับกรณีที ่ 31+=V , 1=k และมี 1u  สอดคลองกับเงื่อนไข  
 
 

                )cos()1(1)sin( 11 uVu +=+                                     (5.115) 
 
 
                     5.2.6.1 ลักษณะของปญหา 

               ปญหานี้ประกอบดวยสองสเตทวาริเอเบิล (State variables) และหนึ่งคอนโทรลอนิพุท 
(Control input) และมหีนึ่งทารเกตเคริบ (Target curve) ที่เวลาสุดทาย ft ซ่ึงไมทราบคา  
                     5.2.6.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 

               ปญหามีเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดต่ําสุด (Necessary condition) และเงื่อนไข
ขอบเขต(Boundary condition) ดังนี้ 
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                                                           (i) ),( uxfx =&  
                                                  )31()cos( 11 += ux&     (5.116) 
                                                            )sin( 12 ux =&                                               (5.117) 
                                                  0)( 01 =tx                                                (5.118) 
                                                 0)( 02 =tx                                                  (5.119) 
                          01)()()),(),(( 2121 =+= ffff txtxttxtxg                    (5.120) 

                                                         (ii) 
x
H
∂
∂λ =&  

                                                            0λ1 =&                                                                 (5.121) 
                                                           0λ2 =                                                               (5.122) 
                                                         (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

               0))(cos(λ))sin((λ)cos( 1111 2
=++ uuu .         (5.123) 

 
 

              จากเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ),,( 21 txfxfg  สามารถหาคาํตอบของ 
สเตทวาริเอเบิล (State variables)  คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) และเวลาที่ปลาย (Final time) 

ft ไดดังนี้ 
 
 

                               ttx ))31()
6
π(cos()(*

1 +=                            (5.124) 

                                     ttx )
6
πsin()(*

2 =                  (5.125)  

                                                    
6
π)(*

1 =tu                                           (5.126)  

                                                  
33

2
=ft                                (5.127)  
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             5.2.6.3 ผลที่ไดจากระเบียบวิธีเชงิตัวเลข 
           ปญหากรณีที่ทราบเวลาปลายทางที่แนนอน (Fixed end time) ทีนํ่ามาใชในโปรแกรม เจน

เนอรอลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 

, .  ดังนั้นคาที่มีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนีไ้ดจงึกําหนดใหอยูท่ี 10000,10000     
 
 
ภาพประกอบ 5.14 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 6 
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 กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx ที่เปนคําตอบจากระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) มีแนวโนมที่ใกลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกนั และคาํตอบทางnumerical สอดคลองกับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial 
condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.4216 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมี
คาใกลเคียงกัน(คาํตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะ
เปนเสนตอเนื่อง) 

)(1 tx  

t 
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ภาพประกอบ 5.15 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 6 
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กราฟของคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบจากระเบียบว ีธีเชิงตัวเลข 
(Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (state variable) )(2 tx  มีแนวโนมใกลเคียงกัน และสอดคลอง
กับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ของปญหา ไดคา norm ของ Delta(x2) = 0.4494 ซ่ึงมีคาใกลเคียง
ศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน(คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประและวงกลม 
และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
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ภาพประกอบ5.16 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 6 
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 กราฟแสดงผล )(1 tu ที่เปนคําตอบทางระเบียบวธิีเชิงตัวเลข (Numerical solution) และ
ทางการวิเคราะห (Analytical solution) น้ันใกลเคียงกันมากจนเกือบจะเปนคาเดียวกัน ไดคา norm ของ 
Delta(u1) = 1.3036 ซ่ึงมีคาคอนขางนอย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบ 
analytical จะเปนเสนประสลับกับวงกลม และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.7 กรณทีี ่7: ปญหาของเวลาทีน่อยที่สุด(Minimum time) 

          ปญหาประเภทนี้จะมคีอสฟงชันนอล (Cost function) f

t

tdt
f

=∫
0

1 และตองการหาคําตอบที่

ทําใหคาดังกลาวมีคานอยทีสุ่ด   
                      5.2.7.1 การหาเวลานอยที่สุดของระบบควบคุมมวลเดียว 
                           ตัวอยางที่ 7.1 
ระบบควบคุมดีกรีสอง 
 
 
                                                         21 xx =&                                            (5.128)  

1u  
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                       12 ux =&      (5.129)   
 
 
คอสฟงชันนอล (Cost functional) 
 
 

                             dtJ
ft

)1(min ∫
0

=     (5.130)  

 
 
          ในปญหานี้คอนโทรลอินพุท (Control input) 1u  มีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) คือ 

11u  แตสเตทวาริเอเบิล (State variables) ไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constrained)   ตองการหาคําตอบของ 
คอนโทรลอินพุท (Control input) และ คอสฟงชันนอล (Cost functional )สําหรับกรณี 0)( 01 =tx , 

0)( 02 =tx  and 1)(1 =ftx , 0)(2 =ftx .   
                           5.2.7.1.1ลักษณะของปญหา 

                    เปนปญหาเชนเดียวกับในตวัอยางที่ 5 แตมีคอสฟงชันนอล (Cost functional) เปน 

dtJ
ft

)1(min ∫
0

=  

                      5.2.7.1.2 การคํานวณทางการวเิคราะห (Analytic calculation) 
                      คาที่เหมาะสมที่สุดหาไดจากเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary 
condition) จาก 
 
 
                                1221 λλ1 uxH ++=                         (5.131)  
 
 
เงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary condition) 
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                                                             (i) ),( uxfx =   
                   2

.

1 xx =      (5.132)  
                   12 ux =                (5.133)  
                                                             (ii) 

x
H
∂
∂λ =  

                    0λ1 =      (5.134) 

                    12 λλ =      (5.135) 
                                                            (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

                    0λ 2 = .     (5.136) 
 
 
 (iv)  เนื่องจาก ft ไมทราบคา เง่ือนไขที่จะตองเพิ่มเขามาคือ  
 
 
               =H คาคงที ่
 
 
            เมื่อแกสมการ (i), (ii), (iii), (iv), (v) จะไดคําตอบที่เปนคาที่เหมาะสมที่สุดของสเตทวาริเอ
เบิล (State variables) คอนโทรลวาริเอเบิล (Control input) และเวลาที่ปลาย (Final time) 
 
 

                                     
+

=

fs

s

ttttt

ttt

tx
≤≤,12

2

≤≤0,
2)(

2

2

1    (5.137) 

                                    
+

=
fs

s

tttt
ttt

tx
≤≤,2

≤≤0,
)(2     (5.138) 
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                                    =
fs

s

ttt
tt

tu
≤≤,1

≤≤0,1
)(1      (5.139) 

                                                               2=ft      (5.140) 
          1=st      (5.141) 
 
 
โดยที ่ =st  ชวงเปลี่ยนของเวลา (Switching time) 
                       5.2.7.1.3 ผลทีไ่ดจากระเบียบวิธเีชิงตัวเลข 

                      กรณีของการหาเวลาที่นอยที่สุดนี้  จากเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทําใหคาของ 
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  อยูในชวง [ ]1,1  
 
 
ภาพประกอบ 5.17 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.1 
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 กราฟในภาพประกอบที่ 5.16 แสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx ท่ีเปนคําตอบจาก
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข(Numerical solution) และคาํตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) มีแนวโนม
ที่ใกลเคียงกันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกัน และคาํตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical 
solution) สอดคลองกับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่อง
สลับกับ * และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

 
 

ภาพประกอบ 5.18 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7 
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            กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx ทีเ่ปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง

ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) ซ่ึงมีแนวโนมทีใ่กลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกนั และคาํตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) 
สอดคลองกับเง่ือนไขเริ่มตน (Initial condition) (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และ
คําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
   
 

2x
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ภาพประกอบ5.19 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 6 
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           กราฟแสดงคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) )(1 tu  ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข (Numerical solution) มีแนวโนมและคาที่ใกลเคียงกับ คําตอบทางการวิเคราะห (Analytical 
solution) แตมีความแตกตางเกิดขึ้นเล็กนอยบริเวณใกลชวงเปลี่ยนเวลา (Switching time) st (คําตอบ
แบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

1u  
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ภาพประกอบ5.20 แสดงความสัมพันธระหวาง state variable )(1 tx  เทียบกับ )(2 tx สําหรับตวัอยางที่ 
7.1 
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            กราฟในภาพประกอบ5.17 แสดงเฟสเพลน (Phase plane) ของ 1x  และ 2x แนวโนมของ

คําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical 
solution) ใกลเคียงกันมาก  (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบทีไ่ดจาก
โปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
                      5.2.7.2 ปญหา Barchistrochrone  
                       คําจํากัดความของปญหา คือ ปญหานี้เปนปญหาประเภทการหาเวลาที่นอยที่สุด 
(Minimum time) และมีเงื่อนไขตางๆ ดังนี้  

 
  

                                                                     ftJ =min                (5.142) 
                             )cos( 131 uxx =&                    (5.143) 

                                                               )sin( 132 uxx =&                                            (5.144) 
                                                                )sin( 13 ugx =&                                               (5.145) 

2x  
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                                                                   002 =x                                                      (5.146) 
                                                                   003 =x                (5.147) 
                                                                   lxf =1                   (5.148) 
                                            00 =t .                           (5.149) 

0≥)θtan( 21 hxx +  
 
 
และ )(2 ftx และ )(3 ftx ไมทราบคาทีแ่นนอน  
  ซึ่งตัวแปรทาํสาํคัญตางๆ มีคาดังนี้ : 5.0)θtan( =   

2h
 10=l   และ 174.32=g  

คําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) ของปญหาแบบเวลานอยที่สุด (Minimum time) ft  สวน
ใหญจะหาจากหลักการของคามากที่สุด (Maximum Principle) ใน Bryson and Ho [11]  และ
รายละเอียดของปญหานี้อยูในงานวิจัยของBrenane [9] ไดเวลานอยทีสุ่ดคือ  

 
 

993077078.0)))θcot(
2
πθ)(θcot(2())θcot(θ)(cot((2 2

1
2
1

=+++=
g
hhl

g
t f .        (5.150) 

 
 
                      5.2.7.2.1 ผลที่ไดจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
                      กรณีของการหาเวลาที่นอยที่สุดนี้  จากเงื่อนไขบงัคับ (Constraints) ทําใหคาของ 
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  อยูในชวง ]π,π[  
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ภาพประกอบ 5.21 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ 5.22 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) 2x (t) เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ 5.23 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(3 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ5.24 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ 5.25 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับ )(2 tx

สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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              กราฟในภาพประกอบที่ 5.23 แสดงวาเฟสเพลน (Phase plane) ของ )(1 tx และ )(2 tx  
ซึ่งเปนคําตอบที่ไดจากโปรแกรมนี้ มีคาใกลเคียงกับเฟสเพลน (Phase plane) ในงานวิจัยของ 
Brenane[9].  
 
 
5.3 สรุปผลการทดสอบ  
   ส่ิงที่นํามาพิจารณาเปรียบเทียบประสิทธภิาพ  ความสามารถ ของโปรแกรมนี ้ คือ คําตอบ
ทางการวิเคราะห (Analytical solution) ซ่ึงคํานวณดวยแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variation)  
หลักการการเปนคาตํ่าสุดหรือสูงสุด (Minimum and maximum principle) และคาํตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) ซ่ึงคํานวณดวยเจนเนอรัลโพรโพสโปรแกรม (General-purpose program) 
ผลท่ีไดคือ  โดยสวนใหญคําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันทั้งแนวโนมและคาบริเวณขอบเขตตางๆ    

  แตอยางไรกต็าม  ยังมีบางสวนของคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) ที่
แตกตางจากคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) เนื่องจากกระบวนการของไดเร็คทรานสคริป
ชัน (Direct transcription) ของวิธทีางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) ยังไมมีการควบคุม
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ท่ีดีพอ  เมื่อเทียบกับกระบวนการของอินไดเร็คทราสคริปชัน 

2x  
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(Indirect  transcription) ที่มีฟงชันตางๆ เขามาชวย เชน สมการของลากรางจ (Lagrange) ซ่ึงความคลาด
เคลื่อนนี้จะพบไดบอยในปญหาของเวลานอยที่สุด (Minimum time) และปญหาทีไ่มทราบเวลาที่ปลาย
แนนอน (Variable endtime) เชน ในตัวอยางที่ 7 กรณีของเวลานอยที่สุด (Minimum time)  แสดงใหเห็น
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึน้บริเวณชวงเปลี่ยนเวลา (Switching time)   

  นอกจากนี้เมือ่เปรียบเทียบความใกลเคียงของคําตอบของคอนโทรลอินพุท (Control input) กับ
คําตอบของสเตทวาริเอเบิล (State variable) จะเห็นวาคําตอบของคอนโทรลอนิพุท (Control input) จะมี
สวนที่ไมสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขตตางๆ มากกวา คําตอบของสเตทวาริเอเบิล (State variable) เชน ใน
ตัวอยางที1่ ซ่ึงจะเห็นความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นบริเวณเวลาเริ่มตน (Initial time) 0t  
 



บทที่ 6 
สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

 
 
6.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

  การแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร(Dynamic 
optimization problem) ดวยวิธีทรานสคริปชัน (Transcription method) คือ การแปลงปญหา
ดังกลาวใหอยูในรูปที่สามารถแกปญหาดวยวิธีของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear 
programming) ได   เนื่องจากการหาคาสูงสุดของระบบพลศาสตร (Dynamic optimization) มี
ลักษณะของปญหาเปนแบบตอเนื่อง (Continuous) แตวิธีของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) เปนการแกปญหาแบบไมตอเนื่อง (Discrete) ดังนั้นกระบวนการจึง
แบงเปนสองขั้นตอนดวยกัน คือ ขั้นแรกทําการแปลงปญหาจากปญหาที่ขึ้นกับเวลาตอเนื่อง  
(Continuous time) เปนปญหาที่ไมตอเนื่อง (Discrete) โดยใชเทคนิคของคอลโลเคชัน 
(Collocation) ในการหาคาอินติเกรทดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical integration) ซึ่งใน
งานวิจัยนี้ใชวิธีของ รุงเง – กุตตา(Rung-Kutta)  ในการแกปญหา ซึ่งในสวนนี้ปญหาจะถูกแปลง
จากการหาคาเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตร (Dynamic optimization) ไปเปนการหาคาเหมาะสม
ที่สุดแบบพารามิเตอร (Parameter optimization) หรือการหาคาเหมาะสมที่สุดทางสถิตยศาสตร  
(Static optimization)  ขั้นที่สอง นําปญหาที่ไดจากขั้นตอนที่ 1 มาหาคําตอบดวยวิธีของโปรแกรม
ที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) 

   ในงานวิจัยนี้สรางกระบวนการหาคําตอบตามขั้นตอนขางตนบนโปรแกรม MATLAB 
และใชหนาจอรับขอมูล(Graphic user interface) (GUI) ของ MATLAB สรางสวนที่ติดตอกับ
ผูใชงาน  เพ่ือใหงายตอการใชงานและเปดกวางแกผูที่ เริ่มศึกษาการหาคาเหมาะสมที่สุด 
(Optimization)  กระบวนการคํานวณใชการคํานวณผานซิมโบลิค (Symbolic) ประกอบกับ กลอง
เครื่องมือสําหรับหาคาเหมาะสมที่สุด (Optimization toolbox) ในโปรแกรม MATLAB ที่มีอยูแลว 
คือ ฟงชันเอฟมินคอน (fmincon) ซึ่งจะหาคําตอบในสวนของวิธีของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) ดวยกระบวนการของซีเควนเชียลควอดราติกโปรแกรมมิ่ง 
(Sequential quadratic programming (SQP)) รวมกับของควอซี-นิวตัน (Quasi-Newton) 

  จากผลการทดสอบกับปญหาคลาสสิคอล (Classical problem) ทั้งที่เปนปญหาที่เปน
เชิงเสนและไมเชิงเสนพบวาเจนเนอรอลโพรโพสโปรแกรม (General proposes-program) 
สามารถใหคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (State 
variable) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ที่คอนขางแมนยําเมื่อเทียบกับคําตอบทาง 
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การวิเคราะห (Analytical solution) ที่ไดจากวิธีของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of 
variation) และหลักการของการเปนคาต่ําสุด (Minimum principle)   แตเมื่อพิจารณาในปญหา
บางประเภทจะเห็นวาคําตอบของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ที่ไดจากโปรแกรมยัง
คอนขางแตกตางกับคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution)  เนื่องจากวิธีการของไดเร็ค 
ทรานสคริปชัน (Direct transcription) นั้นยังไมมีเง่ือนไขได ๆ เขามาชวยควบคุมคอนโทรลวาริเอ
เบิล (Control variable) ในขณะที่วิธีการของอินไดเร็คทรานสคริปชัน (Indirect transcription) มี
ฟงชันตางๆ เขามาชวยควบคุม เชน สมการของลากรางจ(Lagrange)     

  การออกแบบโปรแกรมนี้เนนการแกปญหาของการหาคาเริ่มตน (Initial guess) และลด
จํานวนของพารามิเตอร (Parameter) ที่ใชในการหาคําตอบ ดวยวิธกีารหาคาอินติเกรทดวย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical integration) ของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta)   ซึ่งทําใหการหา
คําตอบเปนไปอยางรวดเร็ว  และเปนประโยชนในการนําคําตอบที่ไดนาํมาใชเปนคาเริ่มตน (Initial 
guess) สําหรับปญหาที่มขีนาดใหญกวาไดตอไป   
 
 
6.2 ขอแนะนําสําหรับการวิจัยตอไป 
   เนื่องจาก ฟงชันเอฟมินคอน (fmincon) สามารถแกปญหาที่มีเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) ที่เปนสมการที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear) ไดดีในกรณีที่ปญหามีขนาดไมใหญ
เกินไป  ดังนั้นในการแกปญหาที่มีขนาดใหญมากๆ ควรมีการเพิ่มเติมทางเลือกวิธีอ่ืนในการหา
คําตอบในสวนของวิธีการแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  
โดยสามารถนํามาเชื่อมกับสวนไดนามิคลิงค (Dynamic link) ที่มีอยูของ MATLAB ได 
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