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            งานวิจัยนี้เปนงานวิจัยที่ตองการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมพลศาสตร 
(Dynamic optimal control) ที่มีรูปแบบของปญหาเปนสมการพีชคณิตเชิงอนุพันธ (Differential 
algebraic equation)  ซึ่งการแกปญหานั้นตองใชวิธีการแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) เทานั้น  แตเนื่องจากการแกปญหาโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) เปนการแกปญหาของพารามิเตอร (Parameters) ที่ไมข้ึนกับเวลา  
ดังนั้นจึงตองทําการแปลงปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมพลศาตร (Dynamic 
optimal control) ใหอยูในรูปของพารามิเตอรที่ไมข้ึนกับเวลา (Parameterized) เสียกอน  โดยนํา
หลักการของคอลโลเคชัน (Collocation) ในระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) เขามา
ชวยในการแปลง  หลักการดังกลาวมีวิธีแกปญหาหลายวีธีดวยกัน  ซึ่งในงานวิจัยนี้จะนําวิธีของ
การหาคาอินติเกรทของ รุงเง – กุตตา (Runge – Kutta) มาใช เพื่อลดจํานวนของตัวแปรโดย
เฉพาะตัวแปรสเตท (States) และ โคสเตท (Costates) วิธีคอลโลเคชันนี้จะแปลงสเตท (States)   
โคสเตท (Costates) และเงื่อนไขตางๆ ที่อยูในรูปของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบ
ควบคุมพลศาสตร (Dynamic optimal control problem) ใหเปนปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุด
ของระบบควบคุมสถิตยศาสตร (Static optimal control problem)  และสามารถแกปญหาตอไป
ดวยหลักการแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) ได  ซึ่ง
กระบวนการหาคําตอบทั้งหมดใชหลักการของวิธีตรง (Direct approach) ซึ่งทําไดโดยสมมุติคา
เร่ิมตนขึ้นมากอนโดยไมตองผานหลักการทางคณิตศาสตรอ่ืนๆ  และดําเนินการหาคําตอบที่ตรง
ตามเงื่อนไขทั้งหมดของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) ไปเร่ือยๆ ตาม
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข จนกวาจะไดคําตอบที่เหมาะสมที่สุด   

คําตอบที่ไดจากกระบวนการขางตนเมื่อนํามาเปรียบเทียบกับการหาคําตอบดวยวิธีออม 
(Indirect approach) แลว ปรากฏวาคําตอบสวนใหญมีความใกลเคียงกันมาก แมจะมีความ
แมนยํานอยกวาแตขอไดเปรียบของวิธีตรง (Direct approach) คือ สามารถหาคําตอบสําหรับบาง
ปญหาที่ไมสามารถหาคําตอบดวยวิธีออม (Indirect approach) ได  หรือหากตองการความ    
แมนยําที่สูงขึ้นก็สามารถนําคําตอบที่ไดจากวิธีตรง (Direct approach) มาใชเปนคําตอบเริ่มตน 
(Initial guess) ใหกับการหาคําดวยวิธีออม (Indirect approach) ไดเชนกัน 
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              Solving optimal control problems in the way of numerical is very important 
scheme.  However, some methods are hard to implement into computer programming or 
some require solvers to have the advance knowledge of calculus of variation 
represented as maximum principle.  One of popular numerical method to avoid those 
problems is the direct transcription method with nonlinear programming.  This scheme is 
good to implement in the programming and also solvers are required only to know some 
optimization techniques.  The purpose of this research is to implement the general-
purposes program in MATLAB code to solve all classical cases of optimal control and 
some realistic problems. Solvers can select many forms of direct transcription.  In this 
research, direct transcription method in the form of Rung-Kutta is used to implement in 
this general software called the general purposes-program.   Also the graphic user 
interface is provided in the general-purposes program.  The selected classical optimal 
control problems are solved by this program and compare the results from the general 
purposes-program program with the analytical solutions, and the applications of the 
practical problems are shown. 
 The numerical solutions of the optimal solutions show that most numerical 
solution of state variables are really close to those from analytical results.  However, the 
numerical solutions of control inputs are quietly different from those of analytical solution 
since they are not confined by the solution of co-state variables or Lagrange multipliers 
as in the analytical method. 
In the application of the general purposes-program, this program perform may not well 
in some large-scaled nonlinear optimal control problems because the deficiency of the 
nonlinear programming solver.  However, the general purposes program can perform 



  

well in solving small nonlinear optimal control problems in either fixed end time or 
variable end time optimal control problem.   
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
 

1.1 ความเปนมาและสําคัญของปญหา 
   การหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุมทางพลศาสตร (Optimal control) พบ
เห็นไดทั่วไปในชีวิตประจําวันของคนเรา โดยเฉพาะการควบคุมการเคลื่อนไหวของรางกาย เชน สมอง
ของคนสามารถคาดคะเนไดโดยอัตโนมัติวาควรใชแรงเทาใดในการเตะลูกฟุตบอลใหกลิ้งไปถึง
เปาหมายระยะตางๆ ตามความตองการ (Objective) รวมไปถึงในอุตสาหกรรมการผลิต หรือแมกระทัง่
ในระบบเศรษฐศาสตร         เปาหมายที่อาจเปลี่ยนไปตามระยะเวลาและสถานการณ ทําใหตองมีการ
เปลี่ยนแปลงการควบคุมเพื่อใหไดภาวะที่ เหมาะสมที่สุดที่จะบรรลุเปาหมายในขณะนั้น   การหา
คําตอบสําหรับปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุม (Optimal control problem) 
โดยทั่วไปจําเปนตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) ในการคํานวณ ซึ่งในปจจุบันมี
โปรแกรมทางคอมพิวเตอรมากมายที่เอ้ืออํานวยในการคํานวณดังกลาวพรอมกับความสามารถพิเศษ
ดานการคํานวณทางวิศวกรรมดวย  เชน MATLAB  Mathematica เปนตน งานวิจัยนี้จึงนําโปรแกรม 
MATLAB มาใชหาคําตอบดังกลาว  แตเนื่องจากคาที่ตองกําหนดใหโปรแกรมในแตละปญหานั้น
แตกตางกันไป และคอนขางซับซอน  อาจเปนอุปสรรคใหการหาคําตอบเปนไปอยางลาชาและเกิด
ความผิดพลาดไดงาย จึงเพิ่มการพัฒนาโปรแกรมใหติดตอกับผูใชไดโดยผานหนาจอรับขอมูล 
(Graphic user interface) พรอมกับแสดงผลการวิเคราะหออกมาในรูปของกราฟแสดงผล ซึ่งเขาใจ
งายและยังสะดวกแกผูใชที่ไมมีความรูทางดานวิศวกรรมมากอนอีกดวย 

  ในการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร  โดยทั่วไปจําเปนตอง
กําหนดเปาหมายที่ตองการ (Objective) ใหระบบเสียกอน และรวบรวมเงื่อนไขตางๆ ของระบบใน
สภาวะหรือ ณ เวลาที่สนใจ เชน ณ เวลาเริ่มตน และ ณ เวลาสุดทาย  เพื่อนํามาพิจารณารวมกันใน
การหาคําตอบ  ซึ่งวิธีการหาคําตอบสามารถทําไดหลายวิธี  ข้ึนอยูกับรูปแบบของปญหาวาจะ
เหมาะสมกับวิธีใด  แตโดยทั่วไปจะนําหลักทางคณิตศาสตรในการหาคาเหมาะสมที่สุดมาใชรวมกับ
การปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน  ซึ่งจากการศึกษางานวิจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของพบวา  มีการนํา
การหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  มาใชกันอยางหลากหลายตามความ
เหมาะสมของแตละงานวิจัย  แตปจจัยที่สําคัญที่มักจะเปนปญหาสําหรับความแมนยําและความ
รวดเร็วในการหาคําตอบดังกลาวคือ  คาเริ่มตนที่กําหนดใหในการคํานวณ  ดังนั้นผูวิจัยจึงนําหลักการ
หาคาอินติเกรทดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของรุงเง-กุตตา (Rung-Kutta) มาใชเพื่อลดผลกระทบของ



 2

ปญหาดังกลาว  เนื่องจากวิธีนี้เปนการอินติเกรทแบบไปขางหนา (Forward) ซึ่งคํานวณหาคาเริ่มตนได
เอง  ซึ่งผูวิจัยตั้งสมมุติฐานวาจะสงผลใหการคํานวณมีความแมนยําและรวดเร็วมากขึ้น 
 
 
1.2 วัตถุประสงคของโครงการวิจัย 
                1.2.1 เพื่อสรางโปรแกรมคํานวณสําหรับแกปญหาระบบควบคุมทางพลศาสตรที่เหมาะสม    

โดยวิธีตรง(Direct Method) 
          1.2.2 เพื่อศึกษาแนวทางที่จะลดปญหาในการกาํหนดคาเริ่มตน(Initial guesses) ซึ่งสงผล

โดยตรงตอระยะเวลาที่ใชในการหาคาํตอบ รวมทั้งโอกาสที่จะหาคําตอบได 
 
 
1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย 

          1.3.1 ใชวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ในการอินติเกรทหาคาของสมการเชิงอนุพันธ
และเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ตางๆ 

                 1.3.2  ใชวธิีการแกปญหาโปรแกรมของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน  (Nonlinear 
programming) ในการหาคาเหมาะสมที่สุด 

                 1.3.3 เขียนโปรแกรมคํานวณที่งายสําหรับผูใชงาน  โดยใชหนาจอรับขอมูลจากผูใช 
(Graphic user interface) ในโปรแกรม MATLAB 

 
 
1.4  วิธีดําเนินการวิจัย 
                1.4.1 ศึกษาทฤษฎีการหาคาํตอบที่เหมาะสมของระบบควบคุมทางพลศาสตร  โดยวิธกีาร

ตรง (Direct method) 
                1.4.2 ศึกษาระเบยีบวิธีเชงิตัวเลขสําหรับหาคาํตอบของการอินติเกรทของรุงเง-กุตตา 

(Runge-Kutta)  
                 1.4.3 ศึกษาวิธกีารแกปญหาของระบบสมการดวยวธิีการแกปญหาของโปรแกรมแบบไม

เชิงเสน (Nonlinear programming) 
                 1.4.4 ศึกษาหลกัการของโปรแกรม Matlab ทัง้ในสวนการคํานวณและการสรางหนาจอรับ       

ขอมูลจากผูใช (Graphic user interface) 
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                 1.4.5 สรางโปรแกรมคํานวณสาํหรับหาคําตอบภายใตทฤษฎีในขอ 1-3 และเชื่อมตอ
โปรแกรม การคํานวณกับหนาจอรับขอมลู (GUI) 

                 1.4.6 เลือกปญหาพื้นฐานที่สามารถหาคาํตอบไดดวยวิธีการวิเคราะหและคํานวณหา
คําตอบเก็บไว 

       1.4.7 ทดลองโปรแกรมกับปญหาเดียวกับในขอ 6 และนําคาํตอบที่ไดมาเปรียบเทียบกัน 
                       ปรับปรุงความแมนยาํของโปรแกรมและทดลองเปรียบเทียบซ้าํ 
                1.4.8 สรุปผลการทํางานของโปรแกรม  ความถูกตองแมนยาํ  ความรวดเร็วในการคํานวณ    

ความสะดวกในการใชงาน  และจัดทํารายงาน 
 
 

1.5 แผนการดําเนินงานตลอดโครงการวิจัย (ใหระบุขั้นตอนโดยละเอียด) 
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1.6  งบประมาณของโครงการวิจัย 
          7.1 คาเอกสาร , แหลงขอมูล             3,000     บาท 
          7.2 คาเดินทาง                                 2,000     บาท 
          7.3 คาจัดทํารายงาน                        2,000     บาท 
  
 
1.7  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับและหนวยงานที่นําผลการวิจัยไปใชประโยชน 
   ไดโปรแกรมสําหรับวิเคราะหหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับระบบควบคุมพลศาสตร ซึ่ง
สามารถลดปญหาของคาเริ่มตน (Initial guesses) หรือนํามาเปนคาเริ่มตนที่ดีของการหาคําตอบในวิธี
ทางออม (Indirect method) ได นํามาใชเพื่อสงเสริมการศึกษาในทางวิศวกรรม  ซึ่งสามารถเผยแพร
และพัฒนาตอไปเพื่อใหสอดคลองกับแนวทางการศึกษาในกรณีตางๆไดอยางอิสระ      เปนประ โยชน  
ตอหนวยงานทางการศึกษาที่เกี่ยวของทุกหนวยงาน และสามารถรวมกันพัฒนาโปรแกรมใหมีความ
สะดวก  แมนยํามากขึ้น 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 5

บทที่ 2  
ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 
2.1 บทปริทัศนวรรณกรรม ( Literature Review) 
 Eric Neavdal.(22) ศึกษา “การแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของการควบคุม
แบบตอเนื่องดวย spreadsheet ” (Solving continuous time optimal control problems with a 
spreadsheet)           สรางรูปแบบการคํานวณ สําหรับแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของการ
ควบคุมแบบตอเนื่อง (Continuous time optimal control) ดวยระเบียบวิธีเชงิตัวเลขวิธีของรุงเง-กุตตา 
(Runge-Kutta) ประกอบกับวิธีแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  
ซึ่งคํานวณบน สเปรดชีท (Spreadsheet) ใน Microsoft excel เหมาะสาํหรับผูใชที่เขาใจการทํางาน
ในสเปรดชีท (Spreadsheet) ไดดีกวาอัลกอริทึม (Algorithm) การใชงานทําไดโดยกาํหนดคาตางๆ ลง
ในสเปรดชีท (Spreadsheet) ที่มีสูตรการคํานวณสาํหรบัปญหาแตละกรณี  ซึ่งผูใชตองเลือกประเภท
การคํานวณใหเหมาะสมกบัปญหาที่นาํมาใช และเนนทาํการทดสอบปญหาทางเศรษฐศาสตร  ผลที่ได
คือ  โปรแกรมสามารถใชแกปญหาทางการหาคาสูงสุดของระบบควบคุม (Optimal control) ไดอยาง
หลากหลายและแมนยาํ  แตยังมีความลาชาและไมสะดวกในการกาํหนดขอมูลเร่ิมตน 
 Arsit Boonyaprapasorn (7) ศึกษา “การแกปญหาการหาคาเหมาะสมของระบบควบคุม
พลศาสตร   โดยใชโปรแกรมคํานวณทางคณิตศาสตรและ MATLAB” (Solving optimal control 
problems using mathematical programming and Matlab)  สรางโปรแกรมการคํานวณ หาคําตอบ
ของปญหาโดยการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical method) และใชวิธีของHermit-
Simpsonในการแกปญหาการอินติเกรทของสมการเชิงอนุพันธ (ODE) ประกอบกับการแกปญหาของ
โปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)    การคํานวณใชโปรแกรม MATLAB ซึ่งมี
หนาจอรับขอมูลจากผูใช (Graphic user interface) และเนนทําการทดสอบกับระบบทางวิศวกรรม ผล
ที่ไดคือ โปรแกรมสามารถแกปญหาทาง การหาคาสูงสุดของระบบควบคุม (Optimal control) ไดอยาง
หลากหลาย และคอนขางแมนยํา แตยังมีปญหาสําหรับปญหาบางประเภทเพราะใชเวลาในการหา
คําตอบนานเกินไป 
 TTI Gmbh(29) ศึกษา  “GESOP การแสดงกราฟฟกสําหรับจําลองเหตุการณและหาคาที่
เหมาะสมที่สุด” (Graphical environment for simulation and optimization) ออกแบบซอฟแวร
สําหรับการวิเคราะหระบบทางพลศาสตร   ซึ่งประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธที่ไมเปนเชิงเสน 
(Ordinary nonlinear differential equations) และเงื่อนไขตางๆของระบบ โดยมีหนาจอรับขอมูลจาก  
ผูใช (Graphic user interface) ซอฟแวรจะสรางขอมูลโครงสรางเบื้องตนของแนวการเคลื่อนที่และ
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นํามาหาคาที่เหมาะสมที่สุดเพื่อนําคาที่ไดไปปรับปรุงแนวการเคลื่อนที่นั้นอีกครั้ง  กอนจะแสดงผล
ออกมาเปนภาพจําลองเหตุการณ  ส่ิงที่ผูใชตองกําหนดใหโปรแกรมคือ  เงื่อนไขตางๆของระบบและ
คอสฟงชันนอล (Cost functional) เทานั้น และสามารถเลือกรูปแบบการแกปญหาได 4 รูปแบบคือ ได
เร็คมัลติเพิลชูตติ้ง (Direct multiple shooting)  ไดเร็คคอลโลเคชัน (Direct collocation)  ไฮบริดออบ
ติไมเซอร (Hybrid optimizer) และสปลาซโซลเวอร (Sparse solver)  ผลที่ไดคือ โปรแกรมใชงานได
สะดวกและใหคําตอบที่เขาใจงาย แตในปญหาบางประเภทยังใชเวลาหาคําตอบนานเกินไป 
 TTI Gmbh(28) ศึกษา “ASTOS ซอฟแวรสําหรับหาแนวการเคลื่อนที่ที่เหมาะสมที่สุดของ
อากาศยาน” (Aerospace trajectory optimization software) ออกแบบซอฟแวรสําหรับจําลองแนว
การเคลื่อนและหาคาที่เหมาะสมที่สุดในการปลอย การลงจอด และวงโคจรของอากาศยาน ซึง่เกิดจาก
การนาํฐานขอมูลของอากาศยานทัง้หมดมาใชรวมกับซอฟแวรสําหรับหาคาเหมาะสมที่สุด (GESOP) 
มีหนาจอรับขอมูลจากผูใช (Graphic user interface) ซึ่งผูใชสามารถเลือกโครงสรางตามรายการที่มี
ในซอฟแวรหรือถายโอนขอมลูโครงสรางจากไฟล โปรแกรมสามารถกําหนดคุณสมบัติและสมการที่
สําคัญของระบบนั้นๆ พรอมทั้งตรวจเช็คความสอดคลองของขอมูลไดโดยอัตโนมัต ิ  โดยไมจําเปนตอง
รับคําสั่งจากผูใชเพิ่มเติมอีก ผลที่ไดคือ โปรแกรมใชงานไดสะดวกและใหคําตอบที่เขาใจงาย แตใน
ปญหาบางประเภทยงัหาคําตอบไมได 
  J.T. Betts (5) ศึกษา “ลักษณะการลูเขาหาคําตอบของฟงกชั่นไมตอเนื่องที่ไมสามารถหา
คําตอบไดดวยวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ในปญหาการควบคุมเพื่อใหไดคาที่เหมาะสมที่สุด” 
(Convergence of nonconvergent IRK discretizations of optimal control problems) เปรียบเทียบ 
ผลการหาคําตอบของคาที่เหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตร เมื่อใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบ แทรป
ซอยดอล (Trapezoidal) กับการใชสูตรของ รุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ในการหาคาอินติเกรทโดยวิธี
แรกใชซอฟแวรของ SOCS (Sparse optimal control software) ของบริษัท Boeing และวิธีที่สองใช
สูตรของ รุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ใหสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  เงื่อนไขของการ
วิเคราะหเปรียบเทียบคือ แนวโนมการลูเขาหาคําตอบ (Converge) และโอกาสที่จะหาคําตอบไดของ
แตละวิธี  ผลที่ไดคือวิธีแทรบปซอยดอล (Trapezoidal) จะใหคําตอบที่ใกลเคียงและใชเวลาสั้นกวา วิธี
ของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 
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2.2 ทฤษฎีที่เก่ียวของ 
 ระบบพลศาสตร (Dynamic system) ในทางวิศวกรรมสวนใหญจะแสดงสมการของระบบอยู
ในรูปของสมการเชิงอนุพนัธ(Differential equations) เชน ในการเคลื่อนที่ของอนุภาคเปนเสนตรง โดย
มีแรงภายนอกกระทาํตออนภุาค มีสมการการเคลื่อนที่เปน ux =&&  โดยที่ x แทนตาํแหนงในการ
เคลื่อนที่ของอนุภาค และ u แทนแรงภายนอกที่กระทํา  สมการเชิงอนุพนัธอันดับสองสามารถเขยีนให
อยูในรูปของสมการเชงิอนพุนัธอันดับหนึ่งไดสองสมการคือ 
 
  

21 xx =&  
ux =2&  

 
 
โดยที่ 2x คือ ความเร็วของอนุภาค  และทั้งคา 1x และ 2x สามารถคํานวณหาไดถาทราบ u หรือ แรง
ภายนอกที่กระทํา  ดังนัน้จากระบบพลศาตรทั่วไปเราสามารถสรางสมการการเคลื่อนที่ของระบบใหอยู
ในรูปของ 
 
 

nituuxxfx mnii ,...,1),,,...,,,...,( 11 ==&  
 
 
โดยที ่ t คือ เวลา   xi คือ state variables ของระบบ เชน เจนเนอรอลไรซโคออรดิเนต (Generalized 
coordinates) และ ui คือ control variable หรือ อินพทุที่ใสใหระบบ และ fi คือ ฟงชันที่ข้ึนกับตัวแปร x 
u และ t 

   จากAscher(1) กลาววาปญหาของสมการเชิงอนุพันธสามารถแบงไดสองประเภทคือ        
1. ปญหาแบบเงื่อนไขเร่ิมตน (Initial condition)  2. ปญหาของเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
condition) ในระบบทั่วๆไปสภาวะเริ่มตนหรือเงื่อนไขเริ่มตนของระบบ มักเปนคาที่ทราบอยูกอนแลว 
เชน “อนุภาคเริ่มเคลื่อนที่จากสภาวะหยุดนิ่ง ที่เวลาเริ่มตน 0 วินาที” เขียนไดเปน x(t0)=0 นั่นคือ
เงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) สามารถเขียนไดในรูป 

 
 

(2.1) 
(2.2) 
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[ ] 0000 ψ),(),(ψ =ttutx  
 
 
และเชนเดียวกันสําหรับสภาวะที่ปลายทาง (Terminal condition) 
 
 

[ ] ffff ttutx ψ),(),(ψ =  
 
 

หรือเขียนไดในอีกรูปแบบหนึ่งคือ  
 

0≤ψ0  
 
 
และ 

0≤ψ f  
 
 
นอกจากนีย้ังมีเงื่อนไขขอบเขตของ State variable คือ 

 
 

uL xtxx ≤)(≤  
 
 
โดยที่ xLและ xu คือ คาต่ําสดุและคาสูงสดุของสเตทวาริเอเบิล (State variable) ตามลําดับ 
เชนเดียวกนัสาํหรับเงื่อนไขขอบเขตของคอนโทรลวารเอเบิล (Control variable)  
 
 

uL UtUu ≤)(≤  
 

     (2.3) 

     (2.4) 

     (2.5) 

     (2.6) 

      (2.7) 

     (2.8) 
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โดยที่ uL และ uu คือคาต่ําสุดและคาสูงสดุของ control variable ตามลําดับ 
   เงื่อนไขสุดทาย คือ เงื่อนไขบังคับ (Constraints) คือ 
 
 

uL cttutxcc ≤)),(),((≤   
  
 
  เงื่อนไขบังคบัทางกายภาพนีห้มายถงึ ขอจํากัดทางกายภาพของระบบ เชน ในแขนกล   จะมี

ชิ้นสวนบางชิน้ไมสามารถหมุนรอบตัวไดถึง 360 องศา  อาจหมนุไดเพียง 120 องศา เนื่องจากผลของ
การหมนุของชิน้สวนที่อยูใกลเคียงและตําแหนงของชิ้นสวนนั้นๆดวย 

  มีหลายวิธีในการกําหนดรูปแบบของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุม 
(Optimal control) ข้ึนอยูกับการตั้งสมมุติฐานเกี่ยวกับ  สมรรถนะ เงื่อนไขจํากัดทางกายภาพ 
(Constraints) หรือปลายทางที่ตองการใหไปถึง  ซึ่งสมการที่สามารถครอบคลุมปญหาในความสนใจ
ไดทั้งหมดคือ 

 
  

dtuuxxtLxxtJ m

t

t
ntn

f

f
),...,,,...,,(),...,,(Φ ∫

0

111 +=  

 
 
  ซึง่สามารถพจิารณาใหมีคามากที่สุด  หรือ  นอยที่สุดไดตามลักษณะของปญหา  โดยท ั่วไป  

จะเรียกสมการเชนนีว้าคอสฟงชนันอล (Cost  functional) ซึ่ง สามารถแบงพิจารณาไดเปนสองคาคือ 
  a) 

ftnxxt ),...,,(Φ 1 ข้ึนอยูกับเวลาที่ปลายและสภาวะของระบบ ณ เวลาดังกลาว  

  b) ∫
0

),...,,,...,,( 11

ft

t
mn dtuuxxtL  เปนคาอนิติกรัลซ่ึงขึน้กับเวลาเริ่มตนสเตทวาริเอเบิล (State 

variable) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ฟงชนัΦ และฟงชัน L เปนฟงชนัของสเตทวาริ
เอเบิล (State variable) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)  

   สมการขางตนจะเห็นไดวา [ ]mn uuxxJ ,...,,,..., 11 เปนฟงชันนอล                (Functional) คือ 
J เปนฟงชันของหลายตัวแปร  โดยที่ตัวแปรแตละตัวนั้นก็เปนฟงชันของตัวแปรอื่นดวย  และเมื่อรวม

      (2.9) 

    (2.10) 
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คอสฟงชันนอล (Cost functional)  เขากับเงื่อนไขตางๆแลว เราจะไดโจทยปญหาของการหาคา
เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุม (Optimal control) คือ  

dtuuxxtLxxtJ m

t

t
ntn

f

f
),...,,,...,,(),...,,(Φ ∫

0

111 +=  

)),(),(( ttutxfx =  

0
≤

ψ0
=  

0
≤

ψ =
f  

uL cttutxcc ≤)),(),((≤  
uL xtxx ≤)(≤  
uL utuu ≤)(≤  

   
 
  การเลือกใชเงื่อนไขที่เปนสมการ หรือ อสมการนั้นขึ้นอยูกับปญหาที่พิจารณา  คําตอบที่

ตองการจากปญหานี้ คือ สเตทวาริเอเบิล (State variable) และ control variable ที่เปนทั้งคําตอบของ
คอสฟงชันนอล (คําตอบที่ทําใหมีคาต่ําที่สุด หรือ สูงที่สุด) และสอดคลองกับเงื่อนไขทั้งหมดของปญหา  
 
 
2.3 Transcription method สําหรับปญหาการหาคําตอบที่เหมาะสมที่สุดสําหรับ
ระบบควบคุมทางพลศาสตร (Dynamic optimal control problem) 

   จากหลักการของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขอธิบายไดวา วิธีทรานสคริปชัน (Transcription) คือ 
การแปลงปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตรไปเปนโปรแกรมทาง
คณิตศาสตรดวยการทําใหฟงชันนั้นเปนฟงชันที่มีลักษณะเปนชวงๆ (Parameterize)  ตามวิธีของการ
อินติเกรทโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข หรือ เทคนิคของคอลโลเคชัน (Collocation) 
  เนื่องจาก x(t) และ u(t) เปนฟงชันตอเนื่อง  ดังนั้นปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบ
พลศาสตรสามารถแปลงหรืออธิบายไดในรูปของอินฟนิต (Infinite) หรือไฟไนตไดเมนชันนอลนอน-        
ลิเนียรโปรแกรมมิ่ง (Finite dimensional nonlinear programming) และโดยทั่วไปจะใชวิธีการวนซ้ํา
ของนิวตัน (Newton iterative) ในการหาคําตอบสําหรับปญหาไดเมนชันนอล (dimensional problem) 
  ข้ันตอนพื้นฐานของวิธีทรานสคริปชัน (Transcription method) คือ ข้ันแรกแปลงปญหาทาง
พลศาสตรใหเปนปญหาทางสถิตยศาสตรสําหรับไฟไนตไดเมนชันนอลพารามิเตอร (Finite - 
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dimensional parameter) ข้ันที่สองหาคําตอบของปญหาทางสถิตยศาสตร โดยใชการหาคาที่
เหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตร ดวยวิธีการทําใหเปนพารามิเตอร (Parameter) ซึ่งสามารถเลือกวิธี
แกปญหาไดสองแบบคือ วิธีตรง (Direct approach) และ วิธีออม (Indirect approach) ข้ึนอยูกับ
ปญหาที่จะนํามาพิจารณา ซึ่งสามารถเปรียบเทียบความแตกตางไดดังนี้ 

  วิธีออม (Indirect approach) จะจัดรูปแบบของปญหาใหอยูในรูปของปญหาที่ประกอบดวย
เงื่อนไขเร่ิมตน (Initial conditions) และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) หลังจากนั้นใช
แคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variations) ในการหาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด 
(Necessary conditions) ในการหาคําตอบดวยวิธีนี้ใชวิธีของออยเลอรลากรางจ (Euler Lagrange) 
หรือวิธีของคุน-ทักเกอร (Kuhn-Tucker)  ทําใหไดระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน(Nonlinear- 
programming)  ซึ่งตองใชความรูทางคณิตศาสตรที่คอนขางซับซอนมาชวยในการแกปญหา ในขณะที่
วิธีตรง (Direct method) ไมจําเปนตองใชวิธีดังกลาว  แตใชวิธีการแปลงปญหาใหมีลักษณะเปนชวงๆ  
โดยใชการจัดสเตทอิเควชัน (State equations)  เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และคอน
เสตรนท (Constraints) ใหอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธทั่วไป (ODE) ตอจากนั้นใชวิธีคอลโลเคชัน 
(Collocation method) แทนความสัมพันธของจุดสําคัญๆ ที่สอดคลองกับสมการและเงื่อนไขตางๆ ซึ่ง
จะทําใหปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมพลศาสตรกลายเปนการแกปญหาของระบบ   
สมการที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  ซึ่งสามารถหาคําตอบไดดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(Numerical method) และขอไดเปรียบอีกอยางของวิธีตรง คือ สามารถหาคาที่เหมาะสมที่สุด
โดยประมาณไดจากคาเริ่มตนที่สมมุติข้ึนมาอยางหยาบๆ ได 

  2.3.1 วิธีออม (Indirect method) หรือ Indirect transcript 
          ใชหลักการวิเคราะหทางคณิตศาสตรของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of 

variations)  หลักการของการหาคาต่ําสุด (Minimum principle) หรือ (Pontryagin’s minimum 
principle) ในการหาคําตอบของฟงชัน  โดยการหาเงื่อนไขของการเปนคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุดหรือที่
เรียกวา Necessary conditions ซึ่งทําใหรูปแบบของคอสฟงชันนอล (Cost functional) ถูกเปลี่ยนจาก
สมการอินติกรัลมาเปนสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งอาจเปนไดทั้งสมการอนุพันธที่เปนเชิงเสนและทีไ่มเปนเชงิ
เสน   ซึ่งในที่นี้ใชหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variations) ในการพิจารณาหาคา
ต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด 
                      2.3.1.1 แคลคูลัสออฟวาริเอชัน(Calculus of variations) 
                   ฟงชนัที่จะนาํมาใชหาคาต่าํที่สุดหรือสูงที่สุดโดยวิธนีี้จะตองเปนฟงชนัตอเนื่อง  ซึง่
สุดทายคาํตอบจะเปนสเกลาร  วิธีนี้แบงการพิจารณาปญหาเปน 3 กรณี ไดแก 
                  2.3.1.1.1 กรณีทีม่ีเวลาและตาํแหนงปลายทางที่แนนอน(Fixed end times 
and end points) 
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                                ใหฟงชัน ),...,,,...,,( 11 nn xxxxtF && เปนฟงชันนอล (Functional) ที่
ตอเนื่องและสามารถหาอนพุันธอันดับหนึง่และอนพุันธอันดับสองเทียบกับตัวแปรแตละตัวไดในชวง
ของ  fttt ≤≤0 รวมทัง้มคีาตรงกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) - 

210 )(,)( ifiii xtxxtx ==   หาคา nitxi ,...,1),( = ทีท่ําใหฟงชนั F มีคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด 
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                                 สมมตุิให nitxi ,...,1),( =  เปนคาทีท่ําให [ ]nxxJ ,...,1 มีคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด  
ถาเพิ่มคาให xi(t) ดวย hi(t) ดังนัน้เพื่อใหคา xi(t) ยังคงสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
condition) คา 0)()( 0 == fii thth   ดังนั้นจะไดฟงชนันอล(Functional) J∆  คือ 
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                                จากกฏการกระจายของเทยเลอร (Taylor) โดยตัดเทอมทีม่ีดีกรีสูงๆทิง้  จะได 
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โดยที่ J∂ เปนคาประมาณของ J∆ เมื่อเทอมที่มีดกีรีสูงๆถูกตัดทิ้งไป  และทาํการอินติเกรทบายพารท 
(By part) เทอมที่สองจะได 
 

      (2.11) 

     (2.12) 

       (2.13) 
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                 เงื่อนไขของการเปนคาที่ต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด คือ 0δ =J  สําหรับทุกๆ คาที่ของ 
)(thi และเนื่องจาก 0)()( 0 == fii thth  ดังนั้นเงื่อนไขของการเปนคาต่ําสุดหรือสูงสุด – (Necessary 

condition) สําหรับ 0δ =J  คือ 
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              2.3.1.1.2  กรณีมีเวลาที่ปลายทางที่แนนอนและมีตําแหนงปลายทางที่แปร
ผันได (Fixed end times and variable end points) 
                    ในกรณีนี้ตางจากในกรณีแรกคือ )( 0txi และ )( ftx ไมเปนคาคงที่อีก ตอไป  
ซึ่งสมการที ่2.11 และ 2.14 ยังคงใชได แตเนื่องจาก )( 0thi และ )( fi th จะมีคาแปรผนัได  ดังนัน้ 
เงื่อนไขสําหรับการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสดุ (Necessary condition) จึงกลายเปน   
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                           2.3.1.1.3. กรณีเวลาที่ปลายทางและตําแหนงที่ปลายทางมีคาแปรผันได 
(Variable end time and end points) 
                    สมการที ่2.11 ยังคงใชไดแตคาของ J∆ จะตองเปลี่ยนไป คือ 

 (2.14) 

       (2.15) 

        (2.16) 

        (2.17) 

        (2.18) 



 14

[ ] [ ]

[
]

∫

∫

∫

∫

∫

00

0

0

0

00

δ

1111

11

δ

11

11

1111

11

δ

δ
1111

111

),...,,...,...,,(

),...,,,...,,(

),...,,,...,,(
),...,,,...,,(

),...,,,...,,(

),...,,,...,,(

,...,,...,∆

tt

t
nnnn

nn

tt

t
nn

t

t nn

nnnn

t

t
nn

tt

tt
nnnn

nnn

dthxhxhxhxtF

dthxhxhxhxtF

dtxxxxtF
hxhxhxhxtF

dtxxxxtF

dthxhxhxhxtF

xxJhxhxJJ

ff

f

f

f

ff

+

+

+

+

++++

+++++

++++
=

++++=

++=

&&&&

&&&&

&&

&&&&

&&

&&&&

 

 
 

      โดยใชกฎการกระจายของเทยเลอร (Taylor) และการตัดเทอมที่มีดกีรีสูงๆทิง้ จะ
ได 
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      โดยที่ Jδ เปนคาประมาณของ J∆ เมื่อตัดเทอมที่มีดีกรีสูงๆ ทิ้ง  แลวอนิติเกรท
บายพารท(By part) เทอมทีส่องในอินตกิรัลจะได 
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        (2.19) 

        (2.20) 

        (2.21) 
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      และสําหรับกรณีนี้จะไดวา 00 δ||δ)(
00

txxth titii &=  และ 
ftitifi txxth

ff
δ||δ)( &=  เราสามารถลดรูปสมการไดเปน 
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เงื่อนไขสําหรับพิจารณาการเปนคาสูงสุดต่ําสุดคือ 0δ =J สําหรับทุกๆคาของ
,|δ),(

ftii xth  0δ,δ,|δ
0

ttx fti   ดังนัน้สมการที่ 2.22 เมื่อเปนเงื่อนไขของการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสดุ 
(Necessary conditions) จะได 
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         2.3.1.2 แคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variation) สําหรับฟงชนันอล 
(Functional) ที่มีเงื่อนไขบงัคับ(Constraints) 
                                 พิจารณาฟงชันนอล (Functional)  
 
 

[ ] ∫
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),...,,,...,,(,..., 111
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t
nnn dtxxxxtFxxJ &&=  

        (2.22) 

        (2.23) 

        (2.24) 

        (2.25) 

        (2.26) 
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โดยทีฟ่งชนัสอดคลองกับเงือ่นไขบังคับ(Constraints) 0),...,,,...,,( 11 =nni xxxxtg &&  mj ,...,1, = และ 
nm <  ซึ่งคาสงูสุดหรือคาต่ําสุดสามารถหาไดโดยกําหนดฟงชนัใหม [ ]nxxJ ,...,1′  
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โดยที่ )(λ tj คือ ตัวคูณลากรางจ (Lagrange multipliers)  ∑
1

λ
m

j
jj gFF

=

+=′ จะนํามาใชแทน F ในการ

คํานวณหาเงื่อนไขการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary conditions) ซึ่งใชไดกบัทั้งสามกรณคีือ 1.
กรณีที่มีเวลาและตําแหนงปลายทางที่แนนอน (Fixed end times and end points)  2.กรณีมีเวลาที่
ปลายทางที่แนนอนและมีตาํแหนงปลายทางที่แปรผันได (Fixed end times and variable end 
points) และ 3.กรณีเวลาทีป่ลายทางและตําแหนงที่ปลายทางมีคาแปรผันได (Variable end time and 
end points)   
              2.3.1.2.1 กรณีเมือ่คาตาง ๆ ที่จุดปลายทางเปนฟงชันที่เกี่ยวของกบัเงื่อนไข
บังคับ (Constraints) 

      พิจารณาฟงชันของการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสุด - ∫
0

),...,,,...,,( 11

ft

t
nn dtxxxxtFJ &&=  

เมื่อ ฟงชนั )( fi tx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ - pkxxts
ftnk ,...,1,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาที่จุดปลาย  ซึ่ง

สามารถหาคาํตอบไดดวยการกําหนดฟงชนัใหม [ ]nxxJ ,...,1′ ดังนี ้

[ ] ∫ ∑
0 1
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ft
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kknnn sdtxxxxtFxxJ
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+=′ &&        

      โดยที่ kν คือ ตัวคูณลากรางจ(Lagrange multipliers) สําหรับกรณทีี่เวลาและ
ตําแหนงที่ปลายมีคาแปรผนัได  ดังนัน้สมการที ่2.22 จะกลายเปน 

        (2.27) 

        (2.28) 



 17

0
1

1 1 1

1 11

δ
∂
∂

δ
∂
∂ν

∂
∂|δ

∂
∂

|δ
∂
∂ν

∂
∂

∂
∂

∂
∂

0

0

0

∑

∑ ∑ ∑

∫ ∑ ∑∑

tx
x
FF

t
t
sx

x
FFx

x
F

x
x
s

x
Fdth

x
F

dt
d

x
FJ

t

n

i
i

i

n

i
f

t

n

i

p

k

k
ki

i
ti

i

t

t

n

i
ti

p

k i

k
k

i

n

i
i

ii

f

f

f

++

++=′

=

= = =

= ==

&
&

&
&&

&&

 

 
                   เงือ่นไขของการเปนคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด (Necessary conditions) ในดีกรี
หนึง่ คือ 0δ =′J  ทีเ่ปนจริงสําหรับคาเหลานี ้ ftitii txxth

f
δ,|δ,|δ),(

0
 และ 0δt  

                   จะได เงื่อนไขของการเปนคาต่ําที่สุดหรือสูงที่สุด(Necessary conditions) 
สําหรับดีกรีหนึ่ง ดังนี ้
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                     เงื่อนไขขอบเขตคือ 
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         คําตอบทีส่อดคลองกับเงื่อนไขขางตนรวมทัง้เงื่อนไข sk=0 คือ คําตอบที่ใหคา
สูงที่สูดหรือตํ่าที่สุดสําหรับในกรณีนี ้
                           2.3.1.2.2 กรณเีงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทั่วไป 
       กรณีนี้เปนการรวมผลของกรณีขางตอนทัง้สองกรณีเขาดวยกนั โดยพิจารณา
ฟงชนั 

        (2.29) 

        (2.30) 
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โดยทีฟ่งชนั xi(t)สอดคลองกับเงื่อนไขบังคบั (Constraints) - mjxxxxtg nni ,...,1,0),...,,,...,,( 11 ==&& และ
เงื่อนไขบังคับที่เกีย่วของกับจุดปลาย - pkxxts

ftnk ,...,1,0),...,,( 1 ==  โดยที่ mp <  ดังนั้นฟงชันที่
กําหนดขึ้นมาใหมจึงเปน 
 
 

[ ] [

]

∑

∑

∫

1

1
11

111

ν

),...,,,...,,()(λ

),...,,,...,,(,...,'
0

p

k
kk

m

j
nnij

t

t
nnn

s

dtxxxxtgt

xxxxtFxxJ
f

=

=

+

+

=

&&

&&

 

 
 
โดยที่ )(λ tj และ kν คือ ตัวคูณลากรางจ (Lagrange multipliers)  
     สําหรับกรณีทั่วไปทีเ่วลาและตําแหนงทีจุ่ดปลายมีคาแปรผันได  สมการที่2.22 
จะกลายเปน 
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      และเงื่อนไขสําหรับการเปนคาสงูสุดหรือตํ่าสุดคือ 
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        (2.32) 
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      คําตอบที่สอดคลองกับเงือ่นไขขางตนทัง้หมดรวมทัง้เงื่อนไขที ่-

mjxxxxtg nni ,...,1,0),...,,,...,,( 11 ==&& และ pkxxts
ftnk ,...,1,0),...,,( 1 ==  คือ คําตอบที่ใหคาสงูที่สุดหรือ

ต่ําที่สุด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        (2.33) 

        (2.34) 

        (2.35) 

        (2.36) 

        (2.37) 



        (3. 4) 

        (3.3) 

บทที่ 3  
Direct scheme 

 
 

 จากทฤษฎทีี่กลาวมาแลวในบทที ่2 ทําใหทราบวาการแกปญหาดวยวธิีที่ตรงเปนวธิทีี่งาย
กวา  ซึง่หลกัการของวิธีดงักลาวสามารถอธิบายไดดังนี ้
 
 
3.1 วิธีตรง (Direct method) หรือ Direct transcription 
              พิจารณาปญหาซึง่ตองการหาคา control variable ()tu  ที่ทาํใหปริมาณของคอสฟง
ชันนอล (Cost functional) มีคาต่ําที่สุด 
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ซึ่งสอดคลองกับ 
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     ในทีน่ี้สเตทวาริเอเบิล (State variables) คือ nRtx ∈)( ซึ่งเวลาที่จุดปลายคือ ft  มีคา  
แนนอนและรูสภาวะเริ่มตนทั้งหมด ในทํานองเดยีวกนักับในบทที ่ 2 เงื่อนไขบังคับพลศาสตร 
(Dynamic constraints) จะถูกนํามารวมไวในคอสฟงชนันอล (Cost function) ผานตัวคูณลาก
รางจ nRt ∈)(λ จะได 
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        (3.1) 

        (3.2) 



 
 
  เมื่อกําหนดคาเริ่มตนคาแรกที่ไดจากการสุมเดา (Initial guess) คือ )(0 tu  จะไดคา 

control input )(1 tu และปรับปรุงคานี้ไปเร่ือยๆ ในแนวทางที่จะทําใหคอสฟงชันนอล (Cost  
functional) มีคาลดลง  ซึ่งความสัมพันธระหวางตัวแปรทั้งสองคือ )()()( 01 thtutu u+=  โดยที่ 

thu( ) คือ คาที่เพิ่มข้ึนของคาเริ่มตน (Initial guess) 
 หลักการของไดเรคทรานสคริปชัน (Direct transcription) คือ การทาํปญหาใหเปนพารา-

มิเตอร (Parameter) จะทาํใหปญหากลายเปนปญหาของโปรแกรมทีไ่มเปนเชงิเสน   ทําไดโดยนาํ
วิธีคํานวณคาอินติเกรทบนพื้นฐานของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) มาใช 
       โดเมนของเวลาของปญหาจะถูกแบงออกเปนจํานวน N เฟส (Phase) และ N+1 โหนด 
(Node) ตัวแปรทั้งหมด x(t)   u(t) และ t ในปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดของระบบควบคุม
พลศาสตร  จะถูกกําหนดใหตรงกับแตละเฟส (Phase) ในแตละชวงเวลา (Interval) 
      ตัวแปรแรกที่จะนํามาพิจารณาคือ เวลา(t) ในแตละชวงเวลา(Interval) k เวลาเริ่มตน 
(Initial- time) k

int  และเวลาที่จุดสุดทาย k
ft จะกําหนดไดดังนี้  k

f
k
in ttt ≤≤  หรือ k

f
k
in tt =

+1  
ตอจากนัน้กลุมของตัวแปรทีไ่มเปนอิสระ(Dependent variable) , state variable และ control 
variable จะถูกกาํหนดขึ้นเปนเซตของตัวแปรใหมคือ Z ซึ่งเวกเตอรของตัวแปร Z สําหรับแตละ 
phase(k) เขียนไดดังนี ้
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              โดยที่ )(kx คือ เวคเตอรที่มีมิติ  1)(

×
kn และ )(ku คือ เวกเตอรที่มีมิต ิ 1)(

×
km  ซึ่งแทน       

สเตทวาริเอเบลิ (State variables) และ control variables ตามลําดับ หรือในบางปญหาอาจมีตัว
แปรอิสระที่ไมข้ึนกับเวลา (Independent variables) และ kp ซึ่งมีมิติ 1)(

×
k

pn ยกตัวอยางเชน แรง
ดึงดูดของโลก  ความหนาแนนของของไหล  คานิจสปริง  เปนตน 
              เงื่อนไขบังคับพลศาสตร (Dynamic constraints) หรือ state equation ซึ่งเขียนอยูในรูป
ของสมการอนพุันธอันดับหนึง่  สามารถเขยีนในรูปของพารามิเตอร (Parameter) สําหรับชวงเวลา 
(Time -interval) k ใดๆ 

),),(),(( tptutxfy kkkkk
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        (3.6) 



 
 
ตัวแปร p ในสมการจะถูกกาํหนดสาํหรับแตละเฟส (Phase) k 
              เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะถกูกําหนดไวที่เวลาเริ่มตนของเฟส (Phase) 
แรก (k=1) และ เฟสสุดทาย(k=n) ซึ่งก็คือ 
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 เพื่อความสะดวกฟงชนัทัง้หมดที่อยูในเทอมอินติกรัล ของอินติกรัลคอส (Integral cost) L 
สามารถเขยีนอยูในรูปของควอดราเจอร (Quardrature) 
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                โดยที่ k

W คือ ฟงชันในรูปของควอดรเจอร (Quardrature) ซ่ึง f  และ g  จะตองเปน
ฟงชันที่ตอเนือ่งดวย ให )()( tQ k คือ เปนคอลโลเคชัน (Collocation) ของฟงชันตอเนื่องเขยีนได
ดังนี ้
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         (3.7) 

        (3.8) 

        (3.9) 



        (3.10) 

        (3.11) 
       (3.12) 

        (3.13) 

  เมื่อเปรียบเทยีบกันแลว ψ  จึงเหมือนเปนฟงชันของคาเปนจุดๆ ไมตอเนือ่ง 
               ในทาํนองเดียวกนัเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทั้งหมดสามารถเขียนใหอยูในรูปของ
พารา-มิเตอร (Parameter) ไดดังนี ้
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  โดยที่ kg คือเวกเตอร (Vector) ของเงื่อนไขบังคับ(Constraints) มีมิติ 1×gn ซ่ึงในบาง
ปญหาเงื่อนไขบังคับ (Constraints) สามารถเขียนใหอยูในรูปของขอบเขต(Bounds)หรือชวง
(Ranges) ของ state หรือ control variables. 
 
 

k
U

kk
L xtxx ≤)(≤  

k
U

kk
L utuu ≤)(≤  

 
 

จุดประสงคหลักของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบพลศาสตร คือ การคํานวณ
หรือเลือกเวกเตอร (Vector) )()( tu k และเวกเตอรของตัวแปรอิสระ )(kp  สําหรับทําใหคอสฟงชัน
นอล (Cost functional) มีคาต่ําที่สุด  นั่นคอื เมื่อทําเปนพารามิเตอร (Parameter) แลวเปนดังนี ้
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โดยที ่ )( jL  คือ ฟงชันของพหุนาม 
 3.1.1 วธิีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 



        (3.14) 

       (3.15) 

        (3.16) 

        (3.18) 

        (3.17) 

        

        (3.19) 

          เนื่องจากเปนการหาคาอินติเกรทแบบไปขางหนา (Forward)  จึงตัดปญหาในเรื่อง
ของคาเริ่มตนไปไดและยังใหความแมนยาํคอนขางสูง  การนาํวิธมีาใชในการหาคาอินติเกรท 
จะตองลด สมการเชิงอนพุันธอันดับสองลงเปนสมการอนัดับหนึ่งสองสมการดังนี ้
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        เมื่อกําหนดให yx =&  สมการขางตนจะกลายเปน 
 
 

yx =&  
),,,( tuyxfy =&  

 
 
                      ซึ่งทั้ง x และ y รอบๆ xi และ yi สามารถเขียนไดในรูปอนุกรมเทยเลอร (Taylor 
series) กําหนดให th ∆= จะได  
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        เมื่อตัดเทอมที่มีดีกรีสูงๆ ทิ้งและแทนเทอมอนพุนัธดวยคาเฉลี่ยของความชัน จะได 
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        (3.21) 

        (3.20) 

        วิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) นั้นคอนขางงายสําหรับการคํานวณ  เพียงแตใน
เทอมกลางของสมการขางตนจะตองแตกเปนสองเทอมและจะตองคํานวณคา t,x,y,f ทั้งสี่คาของ
แตละจุด 
 
 
ตาราง 3.1 แสดงคาตัวแปรตางๆ สําหรับวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 
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        ซึง่คาตางๆ ขางตน จะคาํนวณตามสมการดังนี ้
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        จะเหน็วาคาของ Y ทั้ง 4 คาจะถกูแบงเปน 6 สวน ในชวงของความชัน 

dt
dx  และจะ

เห็นวาคาของ F ทั้ง 4 คาจะถูกแบงเปน 6 สวน ในชวงของความชัน 
dt
dy  

         แมวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) ทําไดโดยไมจําเปนตองทราบคาตางๆ ของ
อนุพนัธ  แตหากตองการความแมนยําที่สูงขึ้น ทําไดโดยคํานวณหาคา 4 คาของอนพุันธอันดับหนึง่
ตามวิธีของอนกุรมเทยเลอรใหอยูในเทอมของ h4 นอกจากนัน้วิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta) 
ยังสามารถใชกับเวกเตอร (Vector) ได  ดังในระบบสมการเชิงอนุพนัธ เชน 
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       (3.24) 

),( txfx =&  
 
 

        ถาม ี2 ตัวแปร x และ y สามารถกาํหนด =
y
x

z และเขียนอยูในรูปของสมการเชงิ

อนุพนัธอันดับหนึง่ ไดสองสมการดังนี ้
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หรือ 

 
),,( tyxFz =&  

 
 
       ซึ่งหาตอบไดดวยวิธีเดียวกันกับสมการหนึง่ตัวแปร 
 3.1.2 การแกปญหาของโปรแกรมทีไ่มเปนเชิงเสน (Nonlinear programming 
problem) 

         ปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดซึ่งมีแบบจําลองทางคณิตศาสตร (Math model)  ที่
อธิบายดวยสมการที่ไมเปนเชิงเสน  เราเรียกวาการแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming problem) ซึ่งปญหาเกี่ยวกับการออกแบบทางวิศวกรรมสวนใหญก็
เปน   สมการที่ไมเปนเชิงเสนแทบทั้งสิ้น  ในการพิจารณาวาปญหาใดเปนการแกปญหาของระบบ
สมการที่ไมเปนเชิงเสนหรือไมนั้น  ไมจําเปนที่ปญหานั้นจะตองเปนสมการที่ไมเปนเชิงเสนทั้งหมด  
ถามีเพียง     สมการใดสมการหนึ่งเปนสมการที่ไมเปนเชิงเสนก็สามารถพิจารณาเปนแกปญหา
ของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนได  การแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนนั้นมักจะถูก
นํามาใชกับปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดของคอสฟงชันนอล (Cost functional) ประกอบกับ
เงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (Equality constraints) และเงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ (Inequality 
constraints) ถาฟงชันที่พิจารณาเปนสมการเชิงเสน  การแกปญหาก็จะเปนการแกปญหาแบบเชิง
เสน (Linear programming) ถานอกเหนือจากนั้นจะพิจารณาใหเปนปญหาของสมการที่ไมเปน
เชิงเสน  แมวาการแกปญหาของระบบสมการเชิงเสนงายกวาระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน  แตไม
สามารถครอบคลุมปญหาที่มี  คอสฟงชันนอล (Cost functional) และเงื่อนไขบังคับ 



       (3.26) 

       (3.25) 

(Constraints) ที่ไมเปนเชิงเสนได  ดังนั้นการจะแกปญหาระบบสมการดังกลาวจึงตองใชวิธีการ
แกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสนเทานั้น  
                      มีตัวอยางมากมายของปญหาแบบนี้ที่มีเพียงคอสฟงชันนอล (Cost functional) 
เทานั้นที่เปนสมการที่ไมเปนเชิงเสน  ในขณะที่เงื่อนไขบังคับ (Constraints) อ่ืนๆ เปนสมการเชิง
เสน  ในทางคณิตศาสตร  คําตอบของปญหาคือส่ิงที่สอดคลองกับเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุด
หรือตํ่าสุด (Necessary condition) และเงื่อนไขของการเปนคาเหมาะสมที่สุด (Sufficient 
conditions) ซึ่งขึ้นอยูกับแตละระดับของปญหา  ในเบื้องตนเมื่อไดคําตอบที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary condition) จะถือวาคําตอบนั้นเปนคําตอบหนึ่งที่
สามารถเปนคาที่เหมาะสมที่สุด (Optimum) ได  และถาคานี้ยังสามารถสอดคลองกับเงื่อนไขของ
การเปนคาเหมาะสมที่สุด (Sufficient condition) ไดดวยจะเรียกวาเปนคาที่เหมาะสมที่สุด 
(Optimum) อยางแทจริง  นั่นคือคําตอบที่เหมาะสมที่สุด (Optimum solution) ตองสอดคลองทั้ง
เงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary condition) และเงื่อนไขของการเปนคา
เหมาะสมที่สุด (Sufficient conditions) พรอมๆ กัน 
        รูปแบบทัว่ไปของระบบสมการที่ใช แกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชงิเสน เขียน
ไดดังนี้ 
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                     หรือ ในรูปของเวกเตอร (Vector) 
 
 
  Minimize nXXf ][),(  
  Subject to 0)]([ =lXh  
    0≤)]([ mXg  
    uplow XXX ≤≤  
 



       (3.27) 

       (3.28) 

 
       3.1.2.1 ปญหาแบบไมมีเงือนไขบงัคับ (Unconstraints)  
  Minimize 2121 :),( xxxxf  
  ในกรณีนี้การออกแบบตัวแปรเปนสิ่งที่สําคัญ เชน ถาไมมีการกาํหนดขอบเขตบน
ใหกับตัวแปร  คําตอบที่ไดก็คือ คาบวกที่มีคามากที่สุด  ดังนัน้ขอบเขตบนและลางของตวัแปรจึง
เปนสิ่งสาํคัญที่จะทําใหไดคําตอบตามวัตถุประสงค เชน 3≤≤0;3≤≤0 21 xx  
              3.1.2.2 ปญหาแบบที่มีเงื่อนไขบังคับเปนสมการ (Equality constraints) 
       กรณีนี้จะมเีงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่เปนสมการเพียงอยางเดียว เชน 
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3≤≤0;3≤≤0

01)()4/(:),(

0301520:),(

21

2
2

2
1212

21211

xx
xxxxh

xxxxh

=+

=+

 

 
 
       โดยปกติแลว  ปญหาดงักลาวมักไมสามารถหาคาเหมาะสมที่สุดไดเนื่องจาก 
เงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทั้งสองสมการสามารถใหคําตอบสําหรับปญหาแบบสองตัวแปรได
ดวยตัวมนัเองอยูแลวและปญหาประเภทนี้มักมหีลายคาํตอบซึ่งเปนลกัษณะทีพ่บบอยในการ
แกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน ในกรณีนี้ตัวแปรที่จะทําใหคอสฟงชันนอล (Cost 
functional) มคีาต่ําสุดจะเปนคําตอบที่เหมาะสมที่สุด  และปญหาประเภทนีม้ักจะหาคําตอบดวย
การตรวจสอบหาคําตอบมากกวาที่จะไดคําตอบมาจากเงื่อนไขตางๆ ไดโดยตรง 
             3.1.2.3 พิจารณาปญหาแบบที่มเีงือนไขบังคับเปนอสมการ (Inequality 
constraints) 
       กรณีนี้จะมเีงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่เปนอสมการเพียงอยางเดยีว เชน 
 
 
       Minimize   2121 :),( xxxxf  
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       โดยทั่วไปแลวเงื่อนไขบังคับเปนสมการ (Equality constraints) เมื่อพิจารณา
เปนปญหาทางคณิตศาสตรจะเปนปญหาที่แกไดงาย แตยากสําหรับการแกปญหาดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขและคําตอบคอนขางอยูในวงจํากัด  ในขณะที่เงื่อนไขบังคับเปนสมการ (Inequality 
constraints) เมื่อพิจารณาเปนปญหาทางคณิตศาสตรแลวแกไดยากกวาแตมีความยืดหยุน
มากกวาในแงของการคนหาคําตอบที่เหมาะสม  เนื่องจากขอบเขตของคําตอบที่ใชไดกวางกวา 
               3.1.3 หลักการทางคณิตศาสตรที่นํามาใช (Mathematical concept) 
        Matlab มีซิมโบลิกทูลบอกซ (Symbolic toolbox) ทางคณิตศาสตรที่เอ้ืออํานวยและ
ครอบคลุมสําหรับการคํานวณทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข   ซึ่งชวยผูใชในการวินิจฉัยปญหาทางดาน
แคลคูลัส พีชคณิตเชิงเสน การหาคําตอบของระบบสมการและในสาขาอื่นๆไดงายขึ้นโดยไมตอง
ใชความรูทางการคํานวณทางคอมพิวเตอรมากนัก ซึ่งหลักพื้นฐานทางคณิตศาสตรที่จะนาํมาใชใน
การแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน คือ  อนุพันธตางๆ  อนุพันธยอย  เวกเตอร  เมตริก 
อนุพันธของเมตริก  และการหาคําตอบของระบบสมการที่ไมเปนเชิงเสน จาโคเบียน (Jacobian) 
และ           เฮสเชี่ยน (Hessian) ซึ่งเราสามารถใชซิมโบลิก (Symbolic) ใน Matlab คํานวณหาคา
เหลานี้ไดโดยไมตองกําหนดขึ้นมาใหม 
                 3.1.3.1 การแกปญหาของระบบสมการที่ไมเปนเชงิเสน ดวยวธิีการวิเคราะห 
             วิธนีี้จะนําเงื่อนไของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary conditions) และ 
เงื่อนไขของเปนคาเหมาะสมที่สุด (Sufficient conditions) มาใชเพื่อสรางเงื่อนไขของการเปนคา
เหมาะสมที่สุด  แลวจึงใชเทคนิคของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการหาคําตอบ  จนกระทัง่ไดคําตอบ
ซึ่งอยูในขอบเขตที่นํามาใชได  แลวจงึเลือกใชคาที่ต่าํทีสุ่ดหรือสูงที่สุดนั้นๆ 
              พิจารณาปญหาแบบไมมีเงื่อนไขบังคับ (Unconstraints) 
 
 
              Minimize 21
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ภาพประกอบ 3.1 แสดงคอนทวัร (Contour) และกราฟสามมิติกับระนาบที่สัมผัสจุดต่ําสุดของ
กราฟรูป   
       ตาขายสาํหรับปญหาทีไ่มมีเงื่อนไขบงัคับ (Unconstraints) ขางตน 
 

 
             จากภาพประกอบ 3.1 การเปลีย่นแปลงของตัวแปรตนสําหรับการเคลื่อนที ่ คือ

x∇ และการเปลี่ยนแปลงของฟงชันทีเ่ปนผลจากการเปลี่ยนแปลงดังกลาวคือ f∇  ซึ่งจากรูปเรา
สามารถสรุปไดวาคําตอบทีเ่หมาะสมที่สุดจะตองเปนจุดที่สอดคลองกบัเงื่อนไข 

0∇ ff  สําหรับทุกคาของ x  



       (3.29) 

       (3.30) 

       (3.31) 

       (3.32) 

              เงื่อนไขอันดับหนึง่ (First order condition)  เมือ่คาการเปลี่ยนแปลงของ 
1dx และ 2dx  มีคานอยๆ คาของฟงชนั ณ จุดนั้นสามารถประมาณไดจากระนาบที่สัมผัสจุดนั้น 

และเมื่อพิจารณาจุดตางๆ ในระนาบนัน้เพื่อหาคาที่เหมาะสมที่สุดไดที่ไมทาํใหคาของฟงชัน
เปลี่ยนแปลง คือ df=0 และจากการเลื่อนหาคาดงันัน้ 1dx และ 2dx ตองไมเทากับศูนยดวย ทําให
ไดสมการดังนี ้
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เนื่องจาก 0≠1dx  และ 0≠2dx  จะได 
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หรือ เรียกไดวาเกรเดียน (Gradient) ของจุดที่เหมาะสมจะตองมีคาเปนศูนย  นัน่คือ 

 
 

0),(∇ 21 =xxf  
         
 

                          สมการขางตนเรียกไดอีกอยางวาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด           
(Necessary conditions) หรือ (First order conditions) สําหรับการหาคาเหมาะสมที่สุดที่ไมมี
เงื่อนไขบังคับ (Constraints)  

                   พจิารณาปญหาแบบที่มีเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  
      ปญหาทีม่ี (Inequality constraints) 
 



       (3.33) 

 
                             minimize     2121 :),( xxxxf  
  subject to      0301520:),( 21211 =+ xxxxh  
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ภาพประกอบ 3.2 แสดงคอนทวัร (Contour) และเกรเดียนท (Gradient) ของปญหาแบบที่มี
เงื่อนไข   
       บังคับเปนอสมการ (Inequality constraints) 

 
 

              ทิศทางของเกรเดียนท (Gradient) สําหรับคอสฟงชนันอล (Cost functional) 
และ (Constraints) จากรูป 3.2 พบวาบรเิวณที่เปนคําตอบนั้นเกรเดียนของคอสฟงชันนอล (Cost 
functional)  และเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  ขนานกนัแตมีทิศทางตรงขามกนั  ซึง่ในบริเวณนี้จะ
พบวาเกรเดียนแตละเสนจะเปนสัดสวนกนัดวยคาคงทีค่าหนึ่ง  กาํหนดใหเปน 1λ จะได
ความสัมพันธระหวางเกรเดียนดังนี ้

 
 

11∇λ∇ hf =  หรือ 0∇λ∇ 11 =+ hf  



       (3.34) 

       (3.35) 

        (3.36) 

       (3.37) 

       (3.38) 

  3.1.3.1.1 วธิีของลากรางจ (Lagrange) 
      วธิีนี้เปนการแปลงปญหาโดยขยายบางสวนออกไป  เรียกวา Lagrangian คือ
เมื่อพิจารณาคอสฟงชนันอล (Cost functional) และเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่มีอยู  เรา
สามารถสราง Lagrangian ไดจากการนาํคอสฟงชนันอล (Cost functional) เดิมมารวมกันแบบ
เชิงเสนกับ คอสฟงชนันอล (Cost functional) ซึ่งคาคงทีห่ลังจากการรวมจะเรียกวา “Lagrange 
multipliers “ 
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       หาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด (Necessary conditions) โดย
พิจารณาฟงชนั )λ,,( 121 xxF เปนแบบไมมีเงื่อนไขบงัคับ (Unconstraints)  ซึ่งมีตัวแปร คือ 

121 λ,, xx ซึ่งจะตองหาคา 1
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     เนื่องจากฟงชันมีตัวแปรตนสองตัวจึงมีเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือตํ่าสุด 
(Necessary  conditions) สองสมการ ซึ่งเทอมที่อยูทางซายของสมการคือ เกรเดียนของฟงชัน
ลากราง-เจียน (Lagrangian)  และสมการสุดทายก็คือเงื่อนไขบังคับ (Constraints) นั่นเอง  

              3.1.3.1.2 วิธขีองคนุ-ทักเกอร (Kuhn-Tucker) 
       วธิีนี้คลายกบัที่กลาวมาแลวในวธิีของลากรางจ (Lagrange) 



       (3.39) 

       (3.40) 

       (3.41) 
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ทําเปนลากรางเจียน (Lagrangian) 
 
  Minimize 
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      ดังนั้นจงึมตีัวแปรไมทราบคาทัง้หมด n+l+m ตัว  ซึ่งตองการสมการจํานวน
เทากันในการหาคําตอบ  จงึนาํเงื่อนไขสําหรับดีกรีหนึ่ง (First order) มาใช  จะได  n สมการจาก 
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      จะได  l สมการจากเงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (Equality constraints) 

 
 

 lkxxxh nk ,...,2,1;0),...,,( 21 ==  
 
 
และจะได  m สมการจาก 

 
 



       (3.42) 00β→0β pjjjj gthenifg ==  
                                                     0β0 fji thengif =  

 
 
คําตอบที่สอดคลองสมการทั้งหมด n+l+m สมการจะเปนคาที่เหมาะสมที่สุด 
 



บทที่ 4 
การออกแบบและวิธีใชโปรแกรม 

 
 

4.1 การออกแบบโปรแกรม 
   จุดประสงคในการออกแบบโปรแกรม คือ ตองการใหใชงานกับอินพุท (Input) ที่อยูในรูปแบบ
ตางๆ (General) ไดโดยสรางสวนรอรับขอมูล (Graphical user interface) ที่เหมาะสมขึ้นจาก MATLAB 
(GUI) และเชื่อมโยงกับกลองเครื่องมือ (Toolbox) ตาง ๆ ของ MATLAB โดยเก็บคาพารามิเตอร 
(Parameters) ตางๆ ในการคํานวณไวในรูปของซิมโบลิก (Symbolic) กลาวคือ โปรแกรมนําความสามารถ
ของ MATLAB มาใช 3 สวนไดแก 1.Symbolic  2.Optimization solver  3. Graphic user interface  ซ่ึง
ทั้งหมดทํางานสัมพันธกันตลอดเวลา  โปรแกรมจะแบงปญหาเปน 3 ประเภทโดยใชเวลาเปนเกณฑในการ
พิจารณา คือ 1.กรณีรูเวลาปลายทางที่แนนอน (Fixed end time)  2. กรณีไมรูเวลาปลายทางที่แนนอน 
(Variable end time)  3.กรณีเวลานอยที่สุด (Minimum time) ซ่ึงผูใชจะตองเปนผูกําหนดประเภทของ
ปญหาเอง หลังจากโปรแกรมไดรับปญหาจากผูใชแลวจะแบงการทํางานเปน 2 ขั้นตอน 

 1. โปรแกรมจะใชวิธีทรานสคริปชัน (Transcription method) ดวยวิธีของรุงเง-กุตตา (Runge-
Kutta) โดยการทําใหเปนพารามิเตอร (Parameterize) แปลงปญหาที่รับเขามาใหอยูในรูปของซิมโบลิก 
(Symbolic)สําหรับนําไปใชในสวนของการแกปญหาโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  
และเก็บสมการพีชคณิต (Algebraic equation) ทั้งหมดไวในแฟมขอมูล   ในทํานองเดียวกันสําหรับ     
คอสฟงชันนอล (Cost functional) โปรแกรมก็จะทําใหเปนพารามิเตอร (Parameterize) ดวยซิมปสัน 
(Simpson rule)  

2.โปรแกรมจะแกปญหาโดยใชการแกปญหาของโปรแกรมที่ ไม เปนเชิงเสน  (Nonlinear 
programming) ดังที่อธิบายไวในบทที่ 3 และใชเกรเดียน (Gradient) เปนสิ่งบงชี้ท่ีจะทําใหไดทิศทางของ
คําตอบเร็วข้ึน  โดยผูใชสามารถเลือกใหโปรแกรมคํานวณโดยใชเกรเดียน (Gradient) หรือไมก็ได  และเม่ือ
ไดคําตอบ โปรแกรมจะรอรับคําสั่งในการแสดงกราฟซึ่งแสดงผลของสเตทวาริเอเบิล (State variable) และ 
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) เทียบกับ เวลา (t) 
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ภาพประกอบ 4.1  แสดงโฟลชารท (Flowchart) ของ General proposes program 
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4.2 โครงสรางของโปรแกรม 
   4.2.1 อินพทุ(Input)สําหรับโปรแกรม 
                     โปรแกรมจะรับคาตางๆ ทีเ่ปนองคประกอบของปญหาตามที่ไดกลาวไวแลวใน บทที่ 2 ซ่ึงคา
อินพทุทัง้หมดโปรแกรมจะรับจากการปอนของผูใชผานหนาจอรับขอมูล (Graphic user interface) 

  4.2.2 ขอบขายการทาํงาน 
        โครงสรางของโปรแกรมแบงเปน 2 สวนใหญๆ เชนเดียวกับในหวัขอ 4.1  
              4.2.2.1 ข้ันตอนที ่1 เรียกวาสวนออฟไลน (Off-line)  ทํางานในสวนของการแปลงปญหา 

การหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคมุ (Optimal control) ไปเปนปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) 

     4.2.2.2 ข้ันตอนที่ 2 เรยีกวาสวนออนไลน (On-line) ทํางานในสวนของการแกปญหา 
ของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน(Nonlinear programming) 
   4.2.3 โครงสรางการทํางานของสวนออฟไลน (Off-line) 
                สวนออฟไลน (Off-line) จะรับขอมูลตางๆ ของปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของ
ระบบควบคุมพลศาสตร (Optimal control problem) จากหนาจอรับขอมูล (Graphic user interface) ใน
รูปของขอมูลแบบสตริง (String data) และเปลี่ยนเปนขอมูลแบบเวกเตอร ในรูปของขอมูลซิมโบลิก 
(Symbolic data) 
     โปรแกรมจะทําตัวแปรตางๆใหเปนพารามิเตอร (Parameterize) เชน state variables   
control variables และ เวลา (t) หลังจากนัน้จะสรางเวกเตอรของเงือ่นไขบังคับ (Constraints) ดวย คอล
โลเคชัน (Collocation) ของรุงเง-กุตตา (Rung-Kutta) และ กําหนดคอสฟงชนันอล (Cost functional) ซ่ึง
ขอมูลทั้งหมดจะถูกแยกเก็บไวในไฟลตางๆ ตามประเภทของขอมูล  ซ่ึงไฟลดงักลาวจะกลายเปนอินพทุ
ไฟล (Input file) สําหรับเอน็แอลพีโซลเวอร (NLP solver) ที่มีอยูในโปรแกรม MATLAB คือ เอฟมินคอน 
(fmincon)  และฟงชันภายในเอฟมินคอน (fmincon) จะทําการอานขอมูลและคืนคาที่คํานวณไดออกมาไว
ในไฟล 
    อินพทุไฟล (Input file) ทั้งหมดมีองคประกอบดังนี ้
 
 

 Min )(aF  

Subject to 
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ei miac ,,2,1,0)( K==  

 

ceei mmmiac K,2,1,0≤)( ++=   

   

โดยที่  =cm จํานวนของเงื่อนไขบังคับท่ีเปนสมการ (Equality constraints) รวมกับจํานวนของเงื่อนไข
บังคับที่เปนอสมการ (Inequality constraints)  =em จํานวนของเงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (Equality 
constraints) 
            4.2.4 โครงสรางการทาํงานของสวนออนไลน (On-line) 
          สวนออนไลน(On-line) เปนสวนหลักการแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุด (Optimization)   
ใชฟงชันเอฟมินคอน (fmincon) ซึ่งเปนกลองเครื่องมือที่ใชหาคาที่เหมาะสมที่สุด (Optimization toolbox) 
ที่มีอยูแลวใน MATLAB เปน ฟงชันหลักในการแกปญหา  ซ่ึงฟงชันตางๆ ภายในเอฟมินคอน (fmincon) จะ
ทําหนาที่ดังนี้  ข้ันแรกเมื่อรับอินพุท (Input) มาแลวจะคืนคาของเงื่อนไขบังคับที่เปนสมการ (equality) 
และไมเปนสมการ (Inequality constraints) ซ่ึงแทนคาพารามิเตอรสําหรับการหาคาที่เหมาะสมที่สุด 
(Optimization parameter)  a  ลงไปแลว  ข้ันที่สองเปนการแทนคาของ )(aF  ขั้นที่สามเปนการรับคา
จากสองขั้นตอนแรกนํามาคํานวณจนกวาจะไดคําตอบ *a  
          โดยทั่วไปการหาคําตอบของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) จะมีการ 
ปรับเปลี่ยนคาเกรเดียน (Gradient) ของคอสฟงชนันอล (Cost functional) และจาโคเบียน (Jacobian) 
ของเงื่อนไขบังคับ (Constraints) อยูตลอดเวลาซึง่ในที่นี้ใชการคํานวณแบบแบงชวงตรงกลาง (Central 
difference)  ดังนัน้ถามีการกําหนดเกรเดยีน (Gradient) และจาโคเบียน (Jacobian) ไวแลวการคํานวณ
จะรวดเร็วขึ้น 
 
 
4.3 วิธีใชโปรแกรม 
   กอนการเริ่มใชงาน ผูใชตองทาํความเขาใจสวนของหนาจอรับขอมลู (Graphic user interface) 
เสียกอน 
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   หนาตางแรกของโปรแกรมแสดงตัวเลือกสําหรับระบุชนิดของปญหา  โดยพิจารณาจากเวลาที่
ปลายทาง (Final time)  ft  และคอสฟงชนันอล (Cost functional)  ซ่ึงแบงเปนกรณีที่รูเวลาปลายทาง
แนนอน (Fixed end time)  กรณีไมรูเวลาปลายทางแนนอน (Variable end time) และกรณีเวลานอยที่สุด 
(Minimum time) 
 

 
ภาพประกอบ 4.2  แสดงหนาตางแรกของ General purpose-program 
 

 
   เมื่อกาํหนดประเภทของปญหาโดยคลกิที่ปุมแลว จะปรากฏหนาตางที่สองซ่ึงแสดงสวนรับขอมูล
ตางๆ ของปญหาในแตละกรณี  เมื่อใสขอมูลในหนาตางนี้และกด enter หนาตางสําหรับรับรายละเอียด
ของแตละสวนจะปรากฏขึ้นตอไป 
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ภาพประกอบ 4.3  แสดงหนาตางที่สองของกรณีที่รูเวลาปลายทางแนนอน (Fixed end  time) 
 
 

 
ภาพประกอบ 4.4  แสดงหนาตางที่สองสําหรับกรณีไมรูเวลาปลายทางแนนอน (Variable end time)  
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ภาพประกอบ 4.5  แสดงหนาตางที่สองสําหรับกรณีเวลานอยที่สุด (Minimum time) 
 

 
  4.3.1 ตัวอยางในการใชโปรแกรม 
 
 

                                                   
ft

dtuuxxJ
0

2
111

2
1 )22(                                                    (4.1)                      

             
 
         สมการของเงื่อนไขของการเปนคาสงูสุดหรือต่ําสดุ(Necessary condition) คือ 
 
 
                       11111 ),( uxxuxf &                                                       (4.2)           
 
 
                     เงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) 
 
 
                                               5)( 01 tx                                                                        (4.3) 
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                       1)(1 ftx                                                                       (4.4)           

 
 
                     เวลาที่ปลาย (Final time) 
                                                  )2ln(ft .                                                                     (4.5)         

 
 
         กําหนดขอมูลขางตนทั้งหมดใหโปรแกรมดังนี ้

1. หนาตางที่1 ดังในภาพประกอบ 4.2 เลือกปญหากรณีรูเวลาปลายทางที่แนนอน 
(Fixed end time) เนื่องจากทราบเวลาที่ปลาย (Final time) 

2. โปรแกรมจะปรากฏหนาตางที่ 2 ดงัในภาพประกอบ 4.3 รอรับจํานวนของสเตทวาริเอ
เบิล (State variable) สําหรบัในปญหานี้คอื “1” แลวเอนเทอร (Enter) 

 
 

 
ภาพประกอบ 4.6  แสดงการกําหนดจาํนวนของสเตทวาริเอเบิล (State variable) 
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3. หนาตางที่ 3 จะปรากฏขึ้นรอรับสมการของสเตทวาริเอเบิล (State variable๗ ดังใน
สมการ 4.2 ซ่ึงในที่น้ีตองกําหนดเปน “x1+u1”  เม่ือกาํหนดคาเรียบรอยใหคลิกที่ปุม  
“ Done” 

 
 

 
ภาพประกอบ 4.7  แสดงการกําหนดสเตทอิเควชัน (State equation) 

 
 
4. หนาตางที ่4 จะปรากฏขึ้นรอรับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ตางๆ ซ่ึงใน

ท่ีนี้มทีัง้หมดสองเงื่อนไข ดังในสมการที่ 4.3 และ 4.4 ในทีน่ี้ตองกาํหนดเปน “x01-5” 
และ “xf1-1” ตามลําดับ เม่ือกําหนดคาเรียบรอยใหคลกิที่ปุม “ Done” 
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ภาพประกอบ 4.8  แสดงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ทั้งสองเงื่อนไข ที่ 0t และ ft  
 
 
 

5. โปรแกรมจะกลับมายงัหนาตางที่สองเพื่อรอรับจํานวนของคอนโทรลวาริเอเบิล 
(Control variable)  ซ่ึง ในที่นี้คือ “1” แลวเอนเทอร (Enter) 



 46

 
ภาพประกอบ 4.9  แสดงการกําหนดจาํนวนของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 
 

 
6. หนาตางที่ 5 จะปรากฏขึ้นเพื่อรอรับขอบเขตของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control 

variable) ในที่นี้กําหนดใหเปน -1 ถึง 1 เมื่อกําหนดคาเรียบรอย ใหคลิกที่ปุม              
“Done” 
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ภาพประกอบ 4.10  แสดงการกําหนดขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) 
 

 
7. โปรแกรมจะกลับมายังหนาตางที่สองเพื่อรอรับคาเงื่อนไขขอบเขต (Constraints) 

ตางๆ  ซ่ึง ในที่นี้ไมมี จึงกําหนดใหเปน “0” แลวเอนเทอร enter  ตอจากนั้นตอง
กําหนดสมการของคอสฟงชันนอล (Cost functional) ทั้งสองสวนคือเทอรมินอลคอส 
(Terminal cost) และ อินติเกรนดคอส (Integrand cost) ดังในสมการที่ 4.1 ซ่ึงในที่นี้ 
เทอรมินอลคอส(Terminal cost) คือ “0” และ อินติเกรนดคอส (Integrand cost) คือ 
“times(2,power(x1,2))+times(2,times(x1,u1))+power(u1,2)” แ ล ว เ อ น เ ท อ ร 
(Enter) ตอจากนั้นตองกําหนดเวลาเริ่มตน (Initial time) และเวลาที่ปลายทาง (Final 
time) ซ่ึงในที่นี้คือ “0” และ“0.693” ตามลําดับ  ตอจากนั้นกําหนดจํานวนชวงของ
เวลา (Interval) ซึ่งในที่นี้ใช “32” เนื่องจากตองการคาที่คอนขางละเอียด และสุดทาย
ในสวนของเกรเดียน (Gradient) ในปญหาสวนใหญ  การใชเกรเดียน (Gradient) จะ
ทําใหการหาคําตอบเปนไปอยางรวดเร็วข้ึน ซ่ึงในที่น้ีเลือกใชโดยคลิกที่เช็คบอค 
(Check box) ใหเกิดเคร่ืองหมายถูก 
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ภาพประกอบ 4.11 แสดงการกําหนดคาเงื่อนไขบังคับ (Constraints) คอสฟงชนันอล  (Cost functional) 
       เงื่อนไขเร่ิมตน (Initial time) เวลาที่ปลาย(Final time)  ชวงเวลา(Interval) และเกรเดียน (Gradient)  

 
 

8. เมื่อกําหนดคาตางๆ ครบถวนแลว  ใหคลิกที่ปุม “Off-line” เพื่อส่ังใหโปรแกรมทําการ
คํานวณในสวนออฟไลน (Off-line) แลวรอจนกระทั่งการคํานวณในสวนนี้เสร็จส้ิน
(สังเกตจากปุมที่นูนข้ึนมาเหมือนเดิม) ที่หนาคอมมานด (Command) จะปรากฏ
ขอความดังนี้ 
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ภาพประกอบ 4.12 แสดงการแสดงคาที่ปรากฏบนหนาคอมมานด (Command) เม่ือทําการคํานวณในสวน 
      ออฟไลน (Off-line) เสร็จส้ิน 

 
 
 แลวจึงคลิกทีปุ่ม “On-line” เพื่อส่ังใหโปรแกรมทําการคาํนวณในสวนออนไลน (On-line) 
รอจนกระทัง่การคํานวณในสวนนี้เสร็จส้ิน(สังเกตจากปุมที่นนูข้ึนมาเหมือนเดิมและทีห่นา 
คอมมานด (Command) จะปรากฏผลการคํานวณที่เสรจ็ส้ินแลว)  
 
 
 



 50

 
 

 
ภาพประกอบ4.13 แสดงการแสดงคาบนหนาคอมมาน(Command) เม่ือทําการคํานวณในสวนออนไลน 
      (On-line) เสร็จส้ิน  

 
 
แลวจึงคลิกทีปุ่ม “Plot” เพื่อส่ังใหโปรแกรมแสดงกราฟของคาํตอบของสเตทวาริเอเบิล 
(State variable)  x(t) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t)  เทียบกับเวลา   
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ภาพประกอบ 4.14 แสดงกราฟความสัมพันธของสเตท (State) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control  
       variable)  เทียบกับเวลา  เปรียบเทียบระหวางคาํตอบทางการวิเคราะห (Analytical) และคําตอบทาง 
       ระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข (Numerical) 
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       4.3.2 รูปแบบของการกําหนดตวัแปรสําหรับใชกับเจนเนอรัลโพรโพส (General 
proposes program) 
 

 ตาราง 4.1 แสดงรูปแบบของตัวแปรที่ใชในโปรแกรม  
 

Argument 
 

 
       Original Problem  
 

 
Input form of general-        

purposes program 
 

1. state variables )......(),(),(),( 4321 txtxtxtx  
 

x1, x2, x3,x4,…. 
 

2. control variable )......(),(),(),( 4321 tutututu  
 

u1, u2, u3,u4,…. 
 

3. initial state variable )......(),(),(),( 04030201 txtxtxtx  
 

x01,x02,x03,x04,…. 
 

4. final state variable  )......(),(),(),( 4321 ffff txtxtxtx  
 

xf1,xf2,xf3,xf4,…. 

5. การคูณของ  state variables 
และ control variables 

ตัวอยาง  
)()( 21 txtx   
)()( 21 tutu  
)()( 11 tutx  

 
times(x1,x2) 
times(u1,u2) 
times(x1,u1) 

6. การหารของ state variables 
และ control variables 

ตัวอยาง 
)()( 21 txtx ÷  
)()( 21 tutu ÷  
)()( 11 tutx ÷  

 
rdivide(x1,x2) 
rdivide(u1,u2) 
rdivide(x1,u1) 

7.การยกกําลงั ตัวอยาง 
2

1 )(tx  
8

1 )(tu  

 
power (x1,2) 
power(u1,8) 

 



บทที่ 5 
ผลการทดสอบและวิเคราะหผลการทดสอบ 

 
 
   ในบทนี้จะแสดงการทดสอบประสิทธิภาพ  ความสามารถของเจนเนอรัลโพรโพสโปรแกรม 
(General-purposes program) และผลการทดสอบโปรแกรม โดยพิจารณาจากการทดสอบโปรแกรมนี้กับ
ปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตรทั้งหมด 6 กรณีดวยกัน  ซึ่งแตละกรณีก็จะ
แตกตางกันดวยเง่ือนไขของ เวลาที่จุดปลาย ft  และสเตทวาริเอเบิล (State variable) ที่ ft คือ )( ftx  
 
 
5.1 ประเภทของปญหา 
   กรณีที่ 1: ft  มีคาแนนอน )( ftx มีคาแนนอน  
              กรณีที่ 2: ft  มีคาแนนอนแตมีบางสวนของ )( ftx ทีไ่มทราบคา 

  กรณีที่ 3: ft  มีคาแนนอนแต )( ftx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับทีข่อบ (Boundary constraints) 
หรืออยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 

  กรณีที่ 4: ft  ไมทราบคาทีแ่นนอนแต )( ftx มีคาแนนอน 
   กรณีที่ 5: ft  ไมทราบคาทีแ่นนอนและบางสวนของ )( ftx ไมทราบคาทีแ่นนอน 
              กรณีที่ 6: ft ไมทราบคาทีแ่นนอนแต )( ftx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับท่ีขอบ (Boundary 

constraints) หรืออยูบนทารเกตเคริบ(Target curve) 
  กรณีที่ 7: ปญหาของเวลาที่นอยที่สุด (Minimum time) 
  โดยทําการทดสอบเปรียบเทียบผลระหวางคําตอบจากการวิเคราะห (Analytical solution) กับ    

คําตอบที่ไดจากโปรแกรมซึง่เปนวิธีทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข(Numerical method)  
  คําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข จะแสดงผลออกมาเปนกราฟเปรียบเทียบระหวางผลของ

คําตอบทั้งสองแบบ  และหาคาความแตกตางระหวางคําตอบทั้งสองแบบดังนี้ 
 

 
Delta(x) = 2)( na xx  

  Delta(u)= 2)( na uu  
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โดยที่ Delta(x) คือ  คาสมบูรณของความแตกตางของขอมูลทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทางการ  
วิเคราะหของสเตทวาริเอเบิล (State variable) 
          Delta(u) คือ  คาสมบูรณของความแตกตางของขอมูลทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทางการ  
วิเคราะหคอนโทรลวาริเอเบิล(Control variable) 
            ax  คือ  คําตอบทางการวเิคราะหของสเตทวาริเอเบิล (State variable)  

    nx  คือ  คําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของสเตทวาริเอเบิล (State variable)  
    au  คือ คําตอบทางการวิเคราะหของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)   
    nu  คือ คําตอบทางระเบียบวธิีเชิงตัวเลขของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable)  

                หลังจากนัน้นาํคา Delta(x) และ Delta(u) มาหาคา “norm” (ดูในภาคผนวก) 
               ซึ่ง norm มีความหมายดังนี ้
 

norm( x ) = 22
2

2
1 ... nxxx +++  

 
 
โดยที่ n มีคา 1,2,3……. 

  x  เปนเมตริกซที่มีมิติเปน 1 x n 
 
 
               ดังนั้น      norm(Delta(x)) = 22

2
2

1 )(...)()( nxDeltaxDeltaxDelta +++  
 
 
    เม่ือคําตอบทั้งสองประเภทยิ่งมีคาใกลเคียงกันมาก  จะไดคา Delta(x) ที่ยิ่งมีคานอย  และจะ
สงผลใหคา norm มีคานอยดวย  ดังน้ันคาDelta(x) ท่ีแสดงถึงความแมนยาํของคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข คือ คาที่มีความใกลเคียงศูนยมากที่สุดหรือ เทากับศูนย และคา norm ที่ดีทีสุ่ดตองมีคาใกลเคียง
ศูนยเชนกนั   

   คําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solutions) หาไดจากการใชเงื่อนไขสําหรับการเปนคาสูงสุด
หรือต่ําสุด (Necessary condition) ดวยวิธีของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variation) และ
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หลักการของคาสูงสุด (Maximum principles) หรือหลักการของคาต่ําสุด (Minimum principle) ดังได
กลาวไวในบทที่ 2   
 
 
5.2 ทดสอบเจนเนอรัลโพรโพสโปรแกรม (General-Purposes Program) ดวยปญหาคลาสสิคอล 
(Classical Problem) 

  5.2.1 กรณทีี ่1: ft  มีคาแนนอน )( ftx มีคาแนนอน 
                     ปญหานี้ตองการคาที่เหมาะสมที่สุดของสเตทวาริเอเบิล (State variables)  คอนโทรลวาริ- 
เอเบิล (Control variables)  ที่จะควบคุมระบบใหดําเนินจากเวลาเริ่มตน (Initial time) 0t  ไปสูเวลาที่
ปลาย (Final time) ft  ดวยคาที่จุดปลายที่ทราบคาแนนอน ปญหาชนิดนี้เรียกไดอีกอยางวา ปญหาแบบ 
“Fixed end time- fixed end point “ 
               ตัวอยางที่ 1 
                     ปญหาการหาคาเหมาะสมทีสุ่ดที่ทําให (Cost functional) มีคานอยที่สุด 
 
 

                                                        ∫
0

2
111

2
1 )22(

ft

dtuuxxJ ++=                                            (5.1) 

 
 
                      จะไดสมการสําหรับเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุดดีกรีหนึง่ (First order) คือ 
 
 
                       11111 ),( uxxuxf +== &                                                    (5.2) 
 
 
โดยทีไ่มมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของคอนโทรลอนิพุท(Control input) และสเตทวาริเอเบิล 
(State variable) และมีเง่ือนไขขอบเขต (Boundary condition)  และเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) 
ดังนี้ 
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                           5)( 01 =tx                                                                     (5.3) 
                       1)(1 =ftx                                                                     (5.4) 
                                t f= )2ln( .                                                                   (5.5) 
 
 
               5.2.1.2 ลักษณะของปญหา 
          เปนปญหาแบบรูเวลาและตําแหนงที่ปลายทีแ่นนอน (Fixed end time-fixed end point) ที่
มีหนึ่งคอนโทรลอินพุท (Control input) และหนึ่งสเตทวาริเอเบิล (State variable) ไมมีเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) ในรูปของตัวแปรได ๆ  จากหลักการของคามากที่สุด (Maximum principle) หรือหลักการ
ของคานอยทีสุ่ด (Minimum principle) เราสามารถหาเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด 
(Necessary condition) สําหรับปญหานีไ้ดดังนี้ 

 
 (i) ),( uxfx =&  กับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 

(ii) 
x
H
∂
∂λ =&  โดยที ่ fFH Tλ+=  

 (iii) 0
∂
∂

=
u
H  and =H เปนคาคงที่ตลอดการคํานวณ 

 
 

          5.2.1.3 การคาํนวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 
         เนื่องจากเปนปญหาของการหาคาต่าํสุด ดังนั้นจะได (i), (ii), (iii) อยูในรูปของสมการเชิง

อนุพันธตามลําดับดังนี้ 
 
 

                                         )(λ22 11
2

111
2

1 uxuuxxH ++=                            (5.6) 
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                                  111 uxx +=&                                        (5.7)                                  

                              λ24λ 11 ux +=&                                             (5.8)              
                                2/)2λ( 11 xu =                                             (5.9) 
 
 
                      จากสมการขางตน จะไดคาควบคุมที่เหมาะสมที่สุด (Optimal control) )(1 tu  และ 
เสนทางควบคมุที่เหมาะสมที่สุด (Optimal control path) )(1 tx  
 
 
                         tt BeAetx *

1 )( +=                                              (5.10)  
                        tt BeAet* 22)(λ =                                            (5.11) 
                            tBetu *

1 2)( =                                                 (5.12) 
 
 
โดยที่ A และB คือคาคงที่สําหรับคําตอบทั่วไป 
                     สุดทายจะหาคา A และB ไดจากเง่ือนไขขอบเขต (Boundary condition) ท่ี 0=t และ

)2ln(=ft  
 
 

     5)0(1 =x  
     
                          5=+ BA                                                            (5.13)    
 
           1)(1 =ftx  
 
                      1)2ln()2ln(

=+ BeAe                                                (5.14) 
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                      1=A  และ 6=B   ดังนั้นจะไดเสนทางที่เหมาะสมทีสุ่ด (Optimal path) และ คาควบคุม
ที่เหมาะสมทีสุ่ด (Optimal control) ดังนี้ 
 
                       tt eetx 6)(

*

1 =                                                     (5.15)    
                         tetu *

1 12)( =                                                     (5.16) 
                
 
              5.2.1.4 ผลที่ไดจากระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข 

          ปญหาแบบที่รูเวลาปลายทางแนนอน (Fixed end time) ท่ีนาํมาใชในโปรแกรมเจนเนอรอล
โพรโพสนี้ (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเง่ือนไขขอบเขต (Constraints) ที่อยูในรูปของคอนโทรล
วาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน [ ]∞,∞ .  
ดังนั้นคาทีม่ีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนี้ไดจึงกําหนดใหอยูที่ [ ]10000,10000  

         ที่ชวงเวลา (Time interval) 32=N  คาที่เหมาะสมที่สุดของสเตท (State) และคอนโทรล
วาริเอเบิล (Control variables) สามารถแสดงไดดังภาพประกอบ 5.1 ถึง 5.2  คําตอบแบบวิเคราะห 
(Analytical solution) จะเปนเสนประและวงกลม และคาํตอบทีไ่ดจากการคํานวณดวยโปรแกรมจะแสดง
เปนเสนตอเนื่อง 
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ภาพประกอบ 5.1 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) x(t) เทียบกับเวลาสําหรับ
ตัวอยางที1่  

 
            
 

                      จากกราฟจะเห็นไดวา  แนวโนมของคําตอบทั้งสองประเภทเปนไปในทางเดียวกัน  และ
สอดคลองพอดีกับเงื่อนไขขอบเขต(Boundary condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 1.1331 ซ่ึงมีคา
นอย หมายความวาคาทั้งสองมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) จะเปน
เสนประและวงกลม และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  
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ภาพประกอบ 5.2 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่1 

 
 
 

           กราฟของ )(1 tu  และ t แสดงใหเห็นวาแนวโนมของคําตอบทั้งสองคอนขางใกลเคียงกัน
ในชวงกลางๆของเวลาทั้งหมด  แตมีความแตกตางในสภาวะเริ่มตนและสภาวะสุดทาย ไดคา norm ของ 
Delta(u1) = 16.798  ซ่ึงมีคามากกวาศูนยคอนขางมาก หมายความวามีบางสวนของคําตอบที่แตกตางกัน
แตก็ยังอยูในคาที่ยอมรับได (คําตอบแบบ วิเคราะห (Analytical solution) จะเปนเสนประและวงกลม และ
คําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  

  5.2.2 กรณีที ่2: ft  มีคาแนนอนแตมีบางสวนของ )( ftx ที่ไมทราบคา 
      กรณีนี้ตางกับกรณีแรกเนื่องจากทราบเวลาที่จุดสุดทายทีแ่นนอนแตไมทราบสเตทวาริเอเบิล 

(State variable) ท่ีเวลาสุดทาย 
                  ตัวอยางที่ 2 
 
 

       ∫
2/π

0

2
1

2
1 )(min dtutxJ f +=                                                  (5.17) 

Subject to 
สเตทวาริเอเบิล (State equations) 
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                                                                   21 xx =&                                                                 (5.18) 
                 112 uxx +=& .                                                          (5.19)  
 
 
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ตางๆ ดังนี้  
ที ่ 00 =t  
 
                                                            0)( 01 =tx และ 1)( 02 =tx                (5.20) 
 
 
ที ่

2
π

=ft  
 
              )(1 ftx และ )(2 ftx ไมทราบคา                                (5.21)                      

 
 
         ตองการหาคาที่เหมาะสมที่สุด  โดยที่สภาวะที่จุดสุดทายไมทราบคา                 

                     5.2.2.1 ลักษณะของปญหา 
               ปญหานี้ประกอบดวยสองสเตทวาริเอเบิล (State variables) กับหนึ่งคอนโทรลอินพุท 

(Control input) และไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) อยูในรูปของตัวแปรใดๆ และที่สภาวะสุดทาย ft  
คาสเตทวาริเอเบิล (State variables) ทั้งสองมีคาอิสระ 
                 5.2.2.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 

               จากคอสฟงชันนอล (Cost functional) และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition)        
สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการฮามิลโตเนี่ยน (Hamiltonian) ไดดังนี้ 
   
 

                                                )(λλ 11221
2

1 uxxuH +++=                                             (5.22) 
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         ดังนั้นเงื่อนไขในการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary condition) สามารถเขียนอยูในรูป
ของสมการเชิงอนุพันธไดดังน้ี 

 
                                                             (i) ),( uxfx =&                                                                  
 
 
เงื่อนไขขอบเขต(Boundary conditions) 
 
 
                                                                 21 xx =&                                                                  (5.23)                            
                                                                 112 uxx +=&                                                         (5.24) 

                                                             (ii)  
x
H
∂
∂λ =&    

                                                                 21 λλ =&                                                                  (5.25)                           

                                                                12 λλ =&                                                                (5.26) 
                                      (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

                                                                    
2
λ 2*

1 =u                                                              (5.27) 
 
 
         สเตทวาริเอเบิล (State variable) โคสเตท (Co-state)  และคอนโทรลอนิพุท (Control 

input) สามารถหาคาไดในรูปของคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constant) ทั่วไปจากสมการ (i), (ii), (iii) 
ดังนี้ 

         คําตอบของโคสเตท (Co-state) ในรูปของคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constant) k กับ l 
 
 

                                                      )cos()(λ1 ltkt +=                                                       (5.28)        
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                                 )sin()(λ 2 ltkt +=                                                        (5.29) 
                                        4/))sin(()sin()cos()(1 tkttBtAtx ++=                                       (5.30) 
                                   4/))cos()(sin()cos()sin()(2 tttktBtAtx +++=                            (5.31) 
 
 

0)(λ1 =ft และ 0)(λ 2 =ft . 
ที ่ 2/π=ft  โคสเตท (Co-state)  จะเปน  
 
 
                                              )

2
π(2λ 11 x=  and 0)(λ 2 =ft                                                (5.32) 

 
 
                      ดังนั้น 0=l และ ความสมัพันธระหวาง 2λ และ 1u  คือ 
 
 
                                                           2/)cos(1 tku = .                                                          (5.33) 
 
 
สเตทอิเควชัน (State equation) จะกลายเปน 
 
 
                                                                 21 xx =&                                                                   (5.34) 
                                 2/)cos(12 tkxx +=&                                                      (5.35) 
 
 
                      และเสนทางที่เหมาะสมทีสุ่ด (Optimal path) )(1 tx  and  )(2 tx  สามารถหาคาอยูในรูป
ของคาคงที่  A และ B  
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   4/))sin(()sin()cos()(1 tkttBtAtx ++=                                         (5.36) 
                                      4/))cos()(sin()cos()sin()(2 tttktBtAtx +++=                        (5.37) 
                     เนื่องจาก 0)(λ 2 =ft ที่ 2/π=t   จึงสามารถหาคาคงที่ A B และ k จากเงื่อนไขขอบเขต 
(Boundary conditions) ท่ี 0=t , 1)(,0)( 21 == ff txtx  
 
 
                                           0=A                                                                     (5.38) 
                                           1=B                                                                      (5.39) 
                                                             )π4/(8 +=k                                                           (5.40) 
 
 
ดังนั้นจะได 
 
 
      )sin(

)π4(
2)sin()(1 ttttx

+
+=                                              (5.41) 

                                     ))cos()(sin(
)π4(

2)cos()(2 tttttx +
+

+=                                         (5.42) 

                                 )cos(
)π4(

4)(1 ttu
+

=                                                      (5.43)                           

 
 
                     5.2.2.3 ผลที่ไดจากระเบยีบวธิีเชิงตัวเลข 

               ปญหากรณทีี่รูเวลาปลายทางทีแ่นนอน (Fixed end time) ที่นาํมาใชในโปรแกรมเจน
เนอรัลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 
[ ]∞,∞  ดังนั้นคาที่มขีนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนี้ไดจึงกําหนดใหอยูที่ [ ]10000,10000  
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ภาพประกอบ 5.3 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) x(t) เทียบกับเวลาสําหรับ
ตัวอยางที่ 2 
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                      จากกราฟจะเห็นไดวา  แนวโนมของคําตอบทั้งสองประเภทเปนไปในทางเดียวกัน  และ
สอดคลองพอดีกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.0637 ซ่ึงมีคา
ใกลเคียงศูนยมาก หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบทั้งหมด (คาํตอบแบบวิเคราะห 
(Analytical solution) จะเปนเสนประและวงกลม และคาํตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  
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ภาพประกอบ5.4 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่2 
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                      จากกราฟจะเห็นไดวา  แนวโนมของคําตอบทั้งสองประเภทเปนไปในทางเดียวกัน  และ
สอดคลองพอดีกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1699 ซ่ึงมีคา
นอยมาก หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบทั้งหมด (คําตอบแบบวิเคราะห (Analytical 
solution) จะเปนเสนประกบั * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง)  
 

 
 
 
 
 
 

)(2 tx  



 

 

66

 

 
ภาพประกอบ5.5 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่2 
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          จะเห็นไดวากราฟของคําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบจากระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) คอนขางแตกตางกนัโดยเฉพาะ ณ เวลาที่เวลาเริ่มตนและที่ปลาย ได
คา norm ของ Delta(x2) = 0.4686  ซึ่งมีคาคอนขางนอย หมายความวาคาํตอบทัง้สองมีคาที่แตกตางกัน
บางสวน (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประและวงกลม และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสน
ตอเนื่อง)  
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  5.2.3 กรณทีี ่3: ft  มีคาแนนอนแต )( ftx สอดคลองกับเงื่อนไขบังคบัทีข่อบ (Boundary 

constraints) หรืออยูบนทารเกตเครบิ(Target curve) 
         ในกรณีนี้อธิบายไดวาสเตทวาริเอเบิล (State variable) สามารถหาคาไดตามเวลาเริ่มตน 

(Initial time) หรือเวลาสุดทาย (Final time) แตเปนคาทีว่างตัวอยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 
)),(( ff ttxg นั่นเอง ซ่ึงในตัวอยางนี้สเตทวาริเอเบิล (State variables) นั้นหาคาไดแนนอนสําหรับเวลา

เริ่มตน (Initial time) 0t   แตเปนฟงชันทีว่างตัวอยูบนทารเกตเซอรเฟซ (Target surface) หรือทารเกตเคริบ 
(Target curve) สําหรับเวลาที่ปลายที่ทราบคาแนนอน .ft  
                      ตัวอยางที่ 3 

         ระบบเปนดีกรีสอง มีสเตทอิเควชัน (State equation) ดังนี้ 
 
 

                                                               211 xux =&                            (5.43) 
                                                                12 ux =&                          (5.44) 
 
 
โดยที่ 1u  เปนคาที่ควบคุมได เราตองการหาคําตอบที่ทําใหระบบเคลื่อนที่จากสภาวะ- 

)0,0())(),(( 0201 =txtx ที่เวลาเริ่มตน 00 =t  ไปสูสภาวะหรือตําแหนงที่วางตัวอยูบนทารเกตเคริบ 
(Target curve) 0)()( 21 =+ ff txtx  ที่ 2=ft และทําใหคาคอสฟงชันนอล (Cost functional) 

∫
2

0

2
1 .dtuJ = มีคาต่ําที่สุด 

                    5.2.3.1 ลักษณะของปญหา 
               ปญหานี้มีสองสเตทวาริเอเบิล (State variables) และหนึ่งคอนโทรล (Control input)  

ไมม ีเงื่อนไขบงัคับ(Constraints)  ซึ่ง ณ เวลาที่ปลาย ft สเตทวาริเอเบิล (State variable) จะมีคา
สอดคลองตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints)  ของทารเกตเคริบ (Target curve)   
                 5.2.3.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytic calculation) 
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                      )(λ)(λ 12211
2

1 uxuuH ++=                                             (5.45) 
                                  =H คงที่ , t∀                                                              (5.46) 
 
 
                     หาคาที่เหมาะสมที่สุดตามเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary conditions)  
 
 

(i) ),( uxfx =&  กับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary condition) และทารเกตเคริบ (Target curve) 
 
 
                                      211 xux =&                                                                (5.47) 
                                                               12 ux =&                                                                   (5.48) 
ซึ่ง  
                                                                001 =x                                                                    (5.49)  
                                                                002 =x                                                                    (5.50)  

                          )),(),(( 21 ttxtxg ff = 0)()( 21 =+ ff txtx                                           (5.51) 

                                                             (ii) 
x
H
∂
∂λ =&  

                                                                  0λ1 =&                                                                   (5.52) 

                                                                 12 λλ =&                                                                   (5.53)          
                                                            (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

                                                               
2
λλ 21

1 =u                                                            (5.54) 

               (iv) ∑
1 ∂

∂
µ)(λ

p

j

j
jf x

g
t

=

=  ที ่ ft  โดยที ่p คือ จํานวนของทารเกตเคริบ (Target curve) 

                                         =
1
1

∂
∂ 1

x
g                                                                (5.55) 
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)(λ

)(λ

2

1

f

f

t

t =
1
1

µ1                                                         (5.56) 

ดังนั้น 
                                                           )(λ)(λ 21 ff tt =                                                            (5.57) 
 
 
จาก (i), (ii), (iii) สเตทวาริเอเบิล (State variable)  คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) และ โคสเตท 
(Co-state) กับคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constants) จะได 
 
 
                                                              At =)(λ1                                                                (5.58) 
                                                        ABet t

+=)(λ 2                                                            (5.59) 
                                                EeBtADetx tt

+++=
42

)(1                                              (5.60) 

                                                 tt eBADetx
42

)(2 ++=                                                       (5.61) 

                                                        teBAtu
22

)(1 +=                                                      (5.62) 
 
 
โดยที ่A  B  D  และ E คือคาคงที่ไมเจาะจง (Arbitrary constants) 
           จากเงื่อนไขขอบเขต(Boundary condition) และ 0)),(),(( 21 =ttxtxg ff  สามารถหา
คาคงที่ตางไดคือ 1,0,1 === DBA , and 

2
3

=E  ดังนั้น 
                      เสนทางที่เหมาะสมที่สุด (Optimal trajectory)  คาควบคุมที่เหมาะสมที่สุด (Optimal 
control input) และ คอสฟงชันนอล (Cost functional) คือ                                                                      
 
 

                                                  )2/11(2/12/1)(1 ++= tetx t                                     (5.63)             
                                     

2
1

2
1)(2

tetx =                                                                             (5.64) 
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                                                   1)(λ1 =t                                                                           (5.65)                  
                             1)(λ 2 =t                                                                          (5.66) 
                 5.2.3.3 ผลทีไ่ดจากระเบยีบวิธีเชิงตัวเลข 

              ปญหากรณีรูเวลาปลายทางทีแ่นนอน (Fixed end time) ทีน่ํามาใชในโปรแกรมเจน
เนอรัลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 
[ ]∞,∞ .  ดังนั้นคาที่มีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนีไ้ดจงึกําหนดใหอยูท่ี [ ]10000,10000  
 
 
ภาพประกอบ 5.6 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 3 
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  กราฟของคําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  มีแนวโนมใกลเคียงกัน และสอดคลอง
กับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1545 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย 
หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบทัง้หมด  (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประ
และวงกลม และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
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ภาพประกอบ 5.7 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 3 
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  กราฟของคําตอบแบบวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

(Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  มีแนวโนมใกลเคียงกัน และสอดคลอง
กับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ของปญหา ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1545 ซ่ึงมีคาใกลเคียง
ศูนย หมายความวา  คําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันเกือบท้ังหมด (คาํตอบแบบ analytical จะเปน
เสนประและวงกลม และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
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ภาพประกอบ5.8 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกบัเวลา t 
สําหรับตัวอยางที่ 3 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

t

u1
(t

)

 
 
  กราฟของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) )(1 tu  และ t  แสดงใหเห็นความแตกตาง

เล็กนอยของคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution)  และคาํตอบทางการวิเคราะห 
(Analytical solution)   โดยเฉพาะเงื่อนไขเริ่มตน (Initial time) และเงื่อนไขที่ปลาย (Final time) แตเมื่อ
พิจารณาจาก t=1 ถึง t=2  แนวโนมของคา )(1 tu ของคําตอบทัง้สองคอนขางใกลเคียงกัน ไดคา norm 
ของ Delta(u1) = 1.2586 (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประและวงกลม และคาํตอบทีไ่ดจาก
โปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.4 กรณทีี ่4: ft  ไมทราบคาที่แนนอนแต )( ftx มีคาแนนอน 
                     ปญหาประเภทนี้คือการควบคุมระบบจากสภาวะเริ่มตน )( 0tx ที่ทราบเวลาเริ่มตนที่แนนอน 

0t  ไปสูสภาวะปลายทาง )( ftx ที่ไมทราบเวลาที่ปลาย ft   
ตัวอยางที่ 4 
          พิจารณาคอสฟงชันนอล (Cost functional)  
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        min ∫
0

2
1

2
1 )(

2
1 ft

dtuxJ +=                                          (5.71) 

  Subject to  
               111 3uxx +=&                                                  (5.72) 
 
 

         ตองการหาคาควบคุมท่ีเหมาะสมทีสุ่ด (Optimal control) )(1 tu  และเสนทางที่เหมาะสม
ที่สุด (Optimal path) )(1 tx ที่จะทาํให 2)( 01 =tx  ที ่ 0=t และ 4)(1 =ftx , 1u  ไมมีเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints)   
                 5.2.4.1 ลักษณะของปญหา 

              ปญหานี้มีลักษณะคลายกับในตัวอยางที่ 1 ที่ทราบคาตางๆ ที่สภาวะเวลาสุดทาย ไมมี
เงื่อนไขขอบเขต (Constraints) ในรูปของคอนโทรลอินพุท (Control input) และไมทราบคาเวลาสุดทาย 

ft   
                     5.2.4.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 
         จากคอสฟงชันนอล (Cost functional) และ สเตทอิเควชัน(State equation) สามารถหา  
สมการฮามิลโตเนี่ยน (Hamiltonian) ไดดังนี ้
 
 
          )3(λ

2
1

2
1

11
2

1
2

1 ++= xuxH                                   (5.73) 
ไดคําตอบทัว่ไปคือ                                 
                                                     3/)(λ 22

1
tt BeAet =                                              (5.74) 

                        tt BeAetx 22
1 )( +=                                              (5.75) 

                )3/(3)( 22
1

tt BeAetu =                                          (5.76) 
จาก initial condition 201 =x จะได  
                                                                0=+ BA .                                                      (5.77)                                   
จาก necessary condition จะได 
                                                                  .0=AB                                                         (5.78) 
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          เมื่อแกสมการทั้งสองขางตน จะได 2=A , 0=B , และ )2ln(
2
1

=ft  ดังนั้นจะไดคําตอบ
ของ )(1 tx , )(1 tu ดังนี้ 

 
 

                                                              tetx 2*
1 2)( =                                                     (5.79) 

                          tetu 2*
1 32)( =                                                   (5.80)       

 
 
                      5.2.4.3 ผลทีไ่ดจากระเบียบวธิีเชิงตัวเลข 

     ปญหาแบบ fixed end time ที่นํามาใชในโปรแกรม general-purpose นี้  เนื่องจากไม
มีคา constraints ที่อยูในรูปของ control variable 1u  ดังนั้นขอบเขตของ control input จึงเปน [ ]∞,∞ .  
ดังนั้นคาทีม่ีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนี้ไดจึงกําหนดใหอยูที่ [ ]10000,10000  
 
 
ภาพประกอบ 5.9 แสดงความสัมพันธระหวาง state variable )(1 tx  เทียบกบัเวลาสําหรับตัวอยางที่ 4 
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           กราฟแสดงใหเห็นวา )(1 tx  ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) 
และวธิีทางการวิเคราะห (Analytical solution) มีแนวโนมที่คลายคลึงกัน  และคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) สอดคลองกับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) 
= 0.1477 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบ analytical 
จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
 
 
ภาพประกอบ5.10 แสดงความสัมพันธระหวาง control variable u(t) เทียบกับเวลา t สําหรับตัวอยางที4่ 
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-50

0

50

100

 
 

              จากกราฟแสดงใหเห็นวา )(1 tu  ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical 
solution)  และวิธทีางการวิเคราะห (Analytical solution)  มีแนวโนมที่ใกลเคียงกัน ไดคา norm ของ 
Delta(x1) = 0.3278 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน(คําตอบแบบ 
analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.5 กรณทีี ่5: ft  ไมทราบคาที่แนนอนและบางสวนของ )( ftx ไมทราบคาที่แนนอน 
              ปญหาประเภทนี้คือ การควบคุมใหระบบดําเนนิจากสภาวะเริ่มตน )( 0tx  ไปสูสภาวะ
สุดทายทีไ่มทราบคาแนนอน )( ftx  ณ เวลาสุดทาย ft ที่ไมทราบคาแนนอน   
                           ตัวอยางที่ 5 

)(1 tu  

t
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                      สําหรับระบบท่ีม ี 00 =t  และไมทราบคา ft ทีแ่นนอน 
 
 
                                                                21 xx =                                                                   (5.87) 
                                          12 ux =                                                                  (5.88) 
                                                                0)( 01 =tx                                                             (5.89) 
                                                                1)( 02 =tx                                                             (5.90) 
                                                                1)(1 =ftx                                                             (5.91) 
                                  =)(2 ftx    ไมทราบคา                                                 (5.92) 
 
 
 คอสฟงชันนอล(Cost functional) 
 
 

                                       dtuJ
ft

∫
0

1
2

=                                                       (5.93) 

 
 
โดยที ่control input 1u  เปน constrained คือ 11u  แตไมมี constrained สําหรับ state variable 
ตองการหาคาที่เหมาะสมทีสุ่ดที่สอดคลองกับคําตอบทัง้หมด 
                      5.2.5.1 ลักษณะของปญหา   
               ปญหานี้มขีอบเขตจํากัดในสวนของคอนโทรลอินพุท (Control input) 1u  ไมไดเปนฟง
ชันของอนุพันธอันดับสอง แตสามารถจัดใหอยูในประเภทของปญหาทีรู่เวลาที่ปลาย  โดยที่ไมทราบเวลา
สุดทาย ft ท่ีแนนอน   
                 5.2.5.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytic calculation) 
 
 
                     1221

2
1 λλ uxuH ++=                                   (5.94) 
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                หลังจากแกสมการของเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary condition) 
ทั้งหมดแลวจะไดโคสเตท (Co-states) สเตทวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลอินพุท 
(Control input) ดังนี้ 

 
 
                                                            1

*
1 )(λ ct =                                                        (5.95) 

                                                       21
*

2 )(λ ctct +=                                                     (5.96) 
                                         43

2231*
1 412

)( ctctctctx +++=                                          (5.97) 

                                               ttctctx ++=
212

3)( 221*
2                                             (5.98) 

                 2/)()( 21
*

1 ctctu +=                                               (5.99) 
 
 

               จากเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) สามารถหาคาคงที่และไดคาํตอบของ
เสนทางการเคลื่อนทีท่ี่เหมาะสมที่สุด (Optimal trajectories) และคาควบคุมที่เหมาะสมที่สุด(Optimal 
control input) และ ft  ไดดังนี ้

 
 

                                                               ttx =)(1                                                         (5.100) 
                                                               1)(2 =tx                                                         (5.109) 
                                                                0)(1 =tu                                                        (5.110) 
                                                                 1=ft                                                            (5.111) 
                       
 
                      5.2.5.3 ผลทีไ่ดจากระเบียบวธิีเชิงตัวเลข 

   ปญหากรณีที่รูเวลาปลายทางทีแ่นนอน (Fixed end time) ที่นํามาใชในโปรแกรม เจน
เนอรัลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
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คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 
[ ]∞,∞ .  ดังนั้นคาที่มีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนีไ้ดจงึกําหนดใหอยูท่ี [ ]10000,10000     
 
 
ภาพประกอบ 5.10 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 5 
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                กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx ที่เปนคําตอบทางระเบียบวธิีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบจากการวิเคราะห (Analytical solution) ซ่ึงมีแนวโนมทีใ่กลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกนั และระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) สอดคลองกับเง่ือนไข
เริ่มตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.1250 ซึ่งมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวา
คําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ได
จากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  
 
 
                  
    

)(1 tx  

t
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ภาพประกอบ 5.12 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 5 
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               กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบจากการวิเคราะห (Analytical solution) ซึ่งมีแนวโนมท่ีใกลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกัน และระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) สอดคลองกับเง่ือนไข
เร่ิมตน (Initial condition) ไดคา norm ของ Delta(x2) = 0.001 ซึ่งมีคาใกลเคียงศูนยมาก หมายความวา
คําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกันจนเกือบจะเทากันทั้งหมด (คําตอบจากการวิเคราะห(Analytical 
solution) จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
 
 
 
 
 
 
 

2x (t) 

t
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 ภาพประกอบ5.13 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 5 
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             กราฟแสดงผล )(1 tu ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) และ
คําตอบที่ไดจากการวิเคราะห (Analytical solution) นัน้ใกลเคียงกัน ไดคา norm ของ Delta(u1) = 0.2605 
ซึ่งมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน  (คาํตอบแบบ analytical จะเปน
เสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.6 กรณทีี ่6: ft ไมทราบคาที่แนนอนแต )( ftx สอดคลองกับเง่ือนไขบังคบัทีข่อบเขต 
(Boundary constraints) หรือวางตัวอยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 

         ปญหาประเภทนี้มีสเตทวาริเอเบิล (State variable) ที่ทราบคาแนนอน ณ เวลาสุดทายทีไ่ม
ทราบคา ft  แตสเตทวาริเอเบิล (State variable) วางตัวอยูบนทารเกตเคริบ (Target curve) 

)),(( ff ttxg  ซ่ึงในตัวอยางนี้สเตทวาริเอเบิล (State variables) ณ เวลาเริ่มตน 0t นั้นทราบคาแนนอน   
ในขณะที่สเตทวาริเอเบิล (State variable) ท่ี .ft ซ่ึงไมทราบคา เปนฟงชันที่วางตัวอยูบนทารเกตเคริบ 
(Target surface)  
                     ตัวอยางที่ 6 
               ยานเคลื่อนที่ดวยความเร็วหนึ่งหนวยในทิศทาง 1u   สัมพัทธกบัความเร็ว V ในทิศทาง

, มีสมการการเคลื่อนที่ดังนี้ 

)(1 tu  

t
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                                                     Vux )cos( 11 =&                                                    (5.112) 

                           )sin( 12 ux =&                                                   (5.113) 
 
                          
                           ยานเคลื่อนที่จากจุดกาํเนิด )0,0( 0201 == xx ที่ 00 =t  ไปยังจุดสุดทายที่มีตาํแหนงอยู
บนเสน kxfxf =+ 21  และทําใหคาตอไปนี้มีคาต่ําที่สุด 
 
 

                     ∫
0

1 ))sin(1(
ft

dtuJ += .                                              (5.114) 

 
 
           ตองการหาคาํตอบที่เปนคาเหมาะสมที่สุดของสเตทวาริเอเบิล (State variables)  และ

คอนโทรลอินพุท(Control input) สําหรับกรณีที ่ 31+=V , 1=k และมี 1u  สอดคลองกับเงื่อนไข  
 
 

                )cos()1(1)sin( 11 uVu +=+                                     (5.115) 
 
 
                     5.2.6.1 ลักษณะของปญหา 

               ปญหานี้ประกอบดวยสองสเตทวาริเอเบิล (State variables) และหนึ่งคอนโทรลอนิพุท 
(Control input) และมหีนึ่งทารเกตเคริบ (Target curve) ที่เวลาสุดทาย ft ซ่ึงไมทราบคา  
                     5.2.6.2 การคํานวณทางการวิเคราะห (Analytical calculation) 

               ปญหามีเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดต่ําสุด (Necessary condition) และเงื่อนไข
ขอบเขต(Boundary condition) ดังนี้ 
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                                                           (i) ),( uxfx =&  
                                                  )31()cos( 11 += ux&     (5.116) 
                                                            )sin( 12 ux =&                                               (5.117) 
                                                  0)( 01 =tx                                                (5.118) 
                                                 0)( 02 =tx                                                  (5.119) 
                          01)()()),(),(( 2121 =+= ffff txtxttxtxg                    (5.120) 

                                                         (ii) 
x
H
∂
∂λ =&  

                                                            0λ1 =&                                                                 (5.121) 
                                                           0λ2 =                                                               (5.122) 
                                                         (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

               0))(cos(λ))sin((λ)cos( 1111 2
=++ uuu .         (5.123) 

 
 

              จากเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) ),,( 21 txfxfg  สามารถหาคาํตอบของ 
สเตทวาริเอเบิล (State variables)  คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) และเวลาที่ปลาย (Final time) 

ft ไดดังนี้ 
 
 

                               ttx ))31()
6
π(cos()(*

1 +=                            (5.124) 

                                     ttx )
6
πsin()(*

2 =                  (5.125)  

                                                    
6
π)(*

1 =tu                                           (5.126)  

                                                  
33

2
=ft                                (5.127)  
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             5.2.6.3 ผลที่ไดจากระเบียบวิธีเชงิตัวเลข 
           ปญหากรณีที่ทราบเวลาปลายทางที่แนนอน (Fixed end time) ทีนํ่ามาใชในโปรแกรม เจน

เนอรอลโพรโพส (General-purpose) นี้  เนื่องจากไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ที่อยูในรูปของ
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  ดังนั้นขอบเขตของคอนโทรลอินพุท (Control input) จึงเปน 

, .  ดังนั้นคาที่มีขนาดใหญมากพอที่จะแทนขอบเขตนีไ้ดจงึกําหนดใหอยูท่ี 10000,10000     
 
 
ภาพประกอบ 5.14 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 6 
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 กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx ที่เปนคําตอบจากระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) มีแนวโนมที่ใกลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกนั และคาํตอบทางnumerical สอดคลองกับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial 
condition) ไดคา norm ของ Delta(x1) = 0.4216 ซ่ึงมีคาใกลเคียงศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมี
คาใกลเคียงกัน(คาํตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะ
เปนเสนตอเนื่อง) 

)(1 tx  

t 
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ภาพประกอบ 5.15 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 6 
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กราฟของคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) และคําตอบจากระเบียบว ีธีเชิงตัวเลข 
(Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (state variable) )(2 tx  มีแนวโนมใกลเคียงกัน และสอดคลอง
กับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) ของปญหา ไดคา norm ของ Delta(x2) = 0.4494 ซ่ึงมีคาใกลเคียง
ศูนย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน(คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนประและวงกลม 
และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
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ภาพประกอบ5.16 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 6 
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 กราฟแสดงผล )(1 tu ที่เปนคําตอบทางระเบียบวธิีเชิงตัวเลข (Numerical solution) และ
ทางการวิเคราะห (Analytical solution) น้ันใกลเคียงกันมากจนเกือบจะเปนคาเดียวกัน ไดคา norm ของ 
Delta(u1) = 1.3036 ซ่ึงมีคาคอนขางนอย หมายความวาคําตอบสวนใหญมีคาใกลเคียงกัน (คําตอบแบบ 
analytical จะเปนเสนประสลับกับวงกลม และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  5.2.7 กรณทีี ่7: ปญหาของเวลาทีน่อยที่สุด(Minimum time) 

          ปญหาประเภทนี้จะมคีอสฟงชันนอล (Cost function) f

t

tdt
f

=∫
0

1 และตองการหาคําตอบที่

ทําใหคาดังกลาวมีคานอยทีสุ่ด   
                      5.2.7.1 การหาเวลานอยที่สุดของระบบควบคุมมวลเดียว 
                           ตัวอยางที่ 7.1 
ระบบควบคุมดีกรีสอง 
 
 
                                                         21 xx =&                                            (5.128)  

1u  



 

 

86

 

                       12 ux =&      (5.129)   
 
 
คอสฟงชันนอล (Cost functional) 
 
 

                             dtJ
ft

)1(min ∫
0

=     (5.130)  

 
 
          ในปญหานี้คอนโทรลอินพุท (Control input) 1u  มีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) คือ 

11u  แตสเตทวาริเอเบิล (State variables) ไมมีเงื่อนไขบังคับ (Constrained)   ตองการหาคําตอบของ 
คอนโทรลอินพุท (Control input) และ คอสฟงชันนอล (Cost functional )สําหรับกรณี 0)( 01 =tx , 

0)( 02 =tx  and 1)(1 =ftx , 0)(2 =ftx .   
                           5.2.7.1.1ลักษณะของปญหา 

                    เปนปญหาเชนเดียวกับในตวัอยางที่ 5 แตมีคอสฟงชันนอล (Cost functional) เปน 

dtJ
ft

)1(min ∫
0

=  

                      5.2.7.1.2 การคํานวณทางการวเิคราะห (Analytic calculation) 
                      คาที่เหมาะสมที่สุดหาไดจากเงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary 
condition) จาก 
 
 
                                1221 λλ1 uxH ++=                         (5.131)  
 
 
เงื่อนไขของการเปนคาสูงสุดหรือต่ําสุด (Necessary condition) 
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                                                             (i) ),( uxfx =   
                   2

.

1 xx =      (5.132)  
                   12 ux =                (5.133)  
                                                             (ii) 

x
H
∂
∂λ =  

                    0λ1 =      (5.134) 

                    12 λλ =      (5.135) 
                                                            (iii) 0

∂
∂

=
u
H  

                    0λ 2 = .     (5.136) 
 
 
 (iv)  เนื่องจาก ft ไมทราบคา เง่ือนไขที่จะตองเพิ่มเขามาคือ  
 
 
               =H คาคงที ่
 
 
            เมื่อแกสมการ (i), (ii), (iii), (iv), (v) จะไดคําตอบที่เปนคาที่เหมาะสมที่สุดของสเตทวาริเอ
เบิล (State variables) คอนโทรลวาริเอเบิล (Control input) และเวลาที่ปลาย (Final time) 
 
 

                                     
+

=

fs

s

ttttt

ttt
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≤≤,12

2
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2)(

2
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1    (5.137) 
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                                    =
fs

s

ttt
tt

tu
≤≤,1

≤≤0,1
)(1      (5.139) 

                                                               2=ft      (5.140) 
          1=st      (5.141) 
 
 
โดยที ่ =st  ชวงเปลี่ยนของเวลา (Switching time) 
                       5.2.7.1.3 ผลทีไ่ดจากระเบียบวิธเีชิงตัวเลข 

                      กรณีของการหาเวลาที่นอยที่สุดนี้  จากเงื่อนไขบังคับ (Constraints) ทําใหคาของ 
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  อยูในชวง [ ]1,1  
 
 
ภาพประกอบ 5.17 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.1 
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 กราฟในภาพประกอบที่ 5.16 แสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx ท่ีเปนคําตอบจาก
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข(Numerical solution) และคาํตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) มีแนวโนม
ที่ใกลเคียงกันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกัน และคาํตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical 
solution) สอดคลองกับเงื่อนไขเริ่มตน (Initial condition) (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่อง
สลับกับ * และคําตอบทีไ่ดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

 
 

ภาพประกอบ 5.18 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7 
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            กราฟแสดงสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(2 tx ทีเ่ปนคําตอบทางระเบียบวิธีเชิง

ตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) ซ่ึงมีแนวโนมทีใ่กลเคียง
กันมากจนเกือบจะเปนเสนเดียวกนั และคาํตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) 
สอดคลองกับเง่ือนไขเริ่มตน (Initial condition) (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และ
คําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
   
 

2x
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ภาพประกอบ5.19 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 6 
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           กราฟแสดงคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) )(1 tu  ที่เปนคําตอบทางระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข (Numerical solution) มีแนวโนมและคาที่ใกลเคียงกับ คําตอบทางการวิเคราะห (Analytical 
solution) แตมีความแตกตางเกิดขึ้นเล็กนอยบริเวณใกลชวงเปลี่ยนเวลา (Switching time) st (คําตอบ
แบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบที่ไดจากโปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

1u  
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ภาพประกอบ5.20 แสดงความสัมพันธระหวาง state variable )(1 tx  เทียบกับ )(2 tx สําหรับตวัอยางที่ 
7.1 
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            กราฟในภาพประกอบ5.17 แสดงเฟสเพลน (Phase plane) ของ 1x  และ 2x แนวโนมของ

คําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) และคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical 
solution) ใกลเคียงกันมาก  (คําตอบแบบ analytical จะเปนเสนตอเนื่องสลับกับ * และคําตอบทีไ่ดจาก
โปรแกรมจะเปนเสนตอเนื่อง) 
                      5.2.7.2 ปญหา Barchistrochrone  
                       คําจํากัดความของปญหา คือ ปญหานี้เปนปญหาประเภทการหาเวลาที่นอยที่สุด 
(Minimum time) และมีเงื่อนไขตางๆ ดังนี้  

 
  

                                                                     ftJ =min                (5.142) 
                             )cos( 131 uxx =&                    (5.143) 

                                                               )sin( 132 uxx =&                                            (5.144) 
                                                                )sin( 13 ugx =&                                               (5.145) 

2x  
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                                                                   002 =x                                                      (5.146) 
                                                                   003 =x                (5.147) 
                                                                   lxf =1                   (5.148) 
                                            00 =t .                           (5.149) 

0≥)θtan( 21 hxx +  
 
 
และ )(2 ftx และ )(3 ftx ไมทราบคาทีแ่นนอน  
  ซึ่งตัวแปรทาํสาํคัญตางๆ มีคาดังนี้ : 5.0)θtan( =   

2h
 10=l   และ 174.32=g  

คําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) ของปญหาแบบเวลานอยที่สุด (Minimum time) ft  สวน
ใหญจะหาจากหลักการของคามากที่สุด (Maximum Principle) ใน Bryson and Ho [11]  และ
รายละเอียดของปญหานี้อยูในงานวิจัยของBrenane [9] ไดเวลานอยทีสุ่ดคือ  

 
 

993077078.0)))θcot(
2
πθ)(θcot(2())θcot(θ)(cot((2 2

1
2
1

=+++=
g
hhl

g
t f .        (5.150) 

 
 
                      5.2.7.2.1 ผลที่ไดจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
                      กรณีของการหาเวลาที่นอยที่สุดนี้  จากเงื่อนไขบงัคับ (Constraints) ทําใหคาของ 
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) 1u  อยูในชวง ]π,π[  
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ภาพประกอบ 5.21 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ 5.22 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) 2x (t) เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ 5.23 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(3 tx  เทียบกับเวลา
สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ5.24 แสดงความสัมพันธระหวางคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) u(t) เทียบกับเวลา 
t สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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ภาพประกอบ 5.25 แสดงความสัมพันธระหวางสเตทวาริเอเบิล (State variable) )(1 tx  เทียบกับ )(2 tx

สําหรับตัวอยางที่ 7.2 
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              กราฟในภาพประกอบที่ 5.23 แสดงวาเฟสเพลน (Phase plane) ของ )(1 tx และ )(2 tx  
ซึ่งเปนคําตอบที่ไดจากโปรแกรมนี้ มีคาใกลเคียงกับเฟสเพลน (Phase plane) ในงานวิจัยของ 
Brenane[9].  
 
 
5.3 สรุปผลการทดสอบ  
   ส่ิงที่นํามาพิจารณาเปรียบเทียบประสิทธภิาพ  ความสามารถ ของโปรแกรมนี ้ คือ คําตอบ
ทางการวิเคราะห (Analytical solution) ซ่ึงคํานวณดวยแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of variation)  
หลักการการเปนคาตํ่าสุดหรือสูงสุด (Minimum and maximum principle) และคาํตอบทางระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข (Numerical solution) ซ่ึงคํานวณดวยเจนเนอรัลโพรโพสโปรแกรม (General-purpose program) 
ผลท่ีไดคือ  โดยสวนใหญคําตอบทั้งสองมีคาใกลเคียงกันทั้งแนวโนมและคาบริเวณขอบเขตตางๆ    

  แตอยางไรกต็าม  ยังมีบางสวนของคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) ที่
แตกตางจากคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution) เนื่องจากกระบวนการของไดเร็คทรานสคริป
ชัน (Direct transcription) ของวิธทีางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) ยังไมมีการควบคุม
คอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ท่ีดีพอ  เมื่อเทียบกับกระบวนการของอินไดเร็คทราสคริปชัน 

2x  
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(Indirect  transcription) ที่มีฟงชันตางๆ เขามาชวย เชน สมการของลากรางจ (Lagrange) ซ่ึงความคลาด
เคลื่อนนี้จะพบไดบอยในปญหาของเวลานอยที่สุด (Minimum time) และปญหาทีไ่มทราบเวลาที่ปลาย
แนนอน (Variable endtime) เชน ในตัวอยางที่ 7 กรณีของเวลานอยที่สุด (Minimum time)  แสดงใหเห็น
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึน้บริเวณชวงเปลี่ยนเวลา (Switching time)   

  นอกจากนี้เมือ่เปรียบเทียบความใกลเคียงของคําตอบของคอนโทรลอินพุท (Control input) กับ
คําตอบของสเตทวาริเอเบิล (State variable) จะเห็นวาคําตอบของคอนโทรลอนิพุท (Control input) จะมี
สวนที่ไมสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขตตางๆ มากกวา คําตอบของสเตทวาริเอเบิล (State variable) เชน ใน
ตัวอยางที1่ ซ่ึงจะเห็นความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นบริเวณเวลาเริ่มตน (Initial time) 0t  
 



บทที่ 6 
สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

 
 
6.1 สรุปและวิจารณผลการทดสอบ 

  การแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทางพลศาสตร(Dynamic 
optimization problem) ดวยวิธีทรานสคริปชัน (Transcription method) คือ การแปลงปญหา
ดังกลาวใหอยูในรูปที่สามารถแกปญหาดวยวิธีของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear 
programming) ได   เนื่องจากการหาคาสูงสุดของระบบพลศาสตร (Dynamic optimization) มี
ลักษณะของปญหาเปนแบบตอเนื่อง (Continuous) แตวิธีของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) เปนการแกปญหาแบบไมตอเนื่อง (Discrete) ดังนั้นกระบวนการจึง
แบงเปนสองขั้นตอนดวยกัน คือ ขั้นแรกทําการแปลงปญหาจากปญหาที่ขึ้นกับเวลาตอเนื่อง  
(Continuous time) เปนปญหาที่ไมตอเนื่อง (Discrete) โดยใชเทคนิคของคอลโลเคชัน 
(Collocation) ในการหาคาอินติเกรทดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical integration) ซึ่งใน
งานวิจัยนี้ใชวิธีของ รุงเง – กุตตา(Rung-Kutta)  ในการแกปญหา ซึ่งในสวนนี้ปญหาจะถูกแปลง
จากการหาคาเหมาะสมที่สุดทางพลศาสตร (Dynamic optimization) ไปเปนการหาคาเหมาะสม
ที่สุดแบบพารามิเตอร (Parameter optimization) หรือการหาคาเหมาะสมที่สุดทางสถิตยศาสตร  
(Static optimization)  ขั้นที่สอง นําปญหาที่ไดจากขั้นตอนที่ 1 มาหาคําตอบดวยวิธีของโปรแกรม
ที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming) 

   ในงานวิจัยนี้สรางกระบวนการหาคําตอบตามขั้นตอนขางตนบนโปรแกรม MATLAB 
และใชหนาจอรับขอมูล(Graphic user interface) (GUI) ของ MATLAB สรางสวนที่ติดตอกับ
ผูใชงาน  เพ่ือใหงายตอการใชงานและเปดกวางแกผูที่ เริ่มศึกษาการหาคาเหมาะสมที่สุด 
(Optimization)  กระบวนการคํานวณใชการคํานวณผานซิมโบลิค (Symbolic) ประกอบกับ กลอง
เครื่องมือสําหรับหาคาเหมาะสมที่สุด (Optimization toolbox) ในโปรแกรม MATLAB ที่มีอยูแลว 
คือ ฟงชันเอฟมินคอน (fmincon) ซึ่งจะหาคําตอบในสวนของวิธีของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน 
(Nonlinear programming) ดวยกระบวนการของซีเควนเชียลควอดราติกโปรแกรมมิ่ง 
(Sequential quadratic programming (SQP)) รวมกับของควอซี-นิวตัน (Quasi-Newton) 

  จากผลการทดสอบกับปญหาคลาสสิคอล (Classical problem) ทั้งที่เปนปญหาที่เปน
เชิงเสนและไมเชิงเสนพบวาเจนเนอรอลโพรโพสโปรแกรม (General proposes-program) 
สามารถใหคําตอบทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical solution) ของสเตทวาริเอเบิล (State 
variable) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ที่คอนขางแมนยําเมื่อเทียบกับคําตอบทาง 
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การวิเคราะห (Analytical solution) ที่ไดจากวิธีของแคลคูลัสออฟวาริเอชัน (Calculus of 
variation) และหลักการของการเปนคาต่ําสุด (Minimum principle)   แตเมื่อพิจารณาในปญหา
บางประเภทจะเห็นวาคําตอบของคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variable) ที่ไดจากโปรแกรมยัง
คอนขางแตกตางกับคําตอบทางการวิเคราะห (Analytical solution)  เนื่องจากวิธีการของไดเร็ค 
ทรานสคริปชัน (Direct transcription) นั้นยังไมมีเง่ือนไขได ๆ เขามาชวยควบคุมคอนโทรลวาริเอ
เบิล (Control variable) ในขณะที่วิธีการของอินไดเร็คทรานสคริปชัน (Indirect transcription) มี
ฟงชันตางๆ เขามาชวยควบคุม เชน สมการของลากรางจ(Lagrange)     

  การออกแบบโปรแกรมนี้เนนการแกปญหาของการหาคาเริ่มตน (Initial guess) และลด
จํานวนของพารามิเตอร (Parameter) ที่ใชในการหาคําตอบ ดวยวิธกีารหาคาอินติเกรทดวย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical integration) ของรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta)   ซึ่งทําใหการหา
คําตอบเปนไปอยางรวดเร็ว  และเปนประโยชนในการนําคําตอบที่ไดนาํมาใชเปนคาเริ่มตน (Initial 
guess) สําหรับปญหาที่มขีนาดใหญกวาไดตอไป   
 
 
6.2 ขอแนะนําสําหรับการวิจัยตอไป 
   เนื่องจาก ฟงชันเอฟมินคอน (fmincon) สามารถแกปญหาที่มีเงื่อนไขบังคับ 
(Constraints) ที่เปนสมการที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear) ไดดีในกรณีที่ปญหามีขนาดไมใหญ
เกินไป  ดังนั้นในการแกปญหาที่มีขนาดใหญมากๆ ควรมีการเพิ่มเติมทางเลือกวิธีอ่ืนในการหา
คําตอบในสวนของวิธีการแกปญหาของโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน (Nonlinear programming)  
โดยสามารถนํามาเชื่อมกับสวนไดนามิคลิงค (Dynamic link) ที่มีอยูของ MATLAB ได 
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