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 ในการจัดการเรียนการสอนวิชาแคลคลูสั ระดับปรญิญาตรีนั้น จากการออกแบบสอบถาม 
พบวาการประยุกตของอนุพันธเปนเนื้อหาหนึ่งทีน่สิติคดิวาเปนเนื้อหาที่มีความยากมาก เพราะนสิติ
มองไมเห็นภาพของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเทียบกับเวลา ทําใหไมสามารถเขียน
ความสัมพันธเพ่ือสรางเปนสมการได ผูวิจัยจึงหาวิธีที่จะชวยแกปญหาที่เกิดข้ึน ซึง่โปรแกรม
เรขาคณิตแบบพลวัตชื่อ C.a.R. สามารถสรางกิจกรรมเพ่ือใหผูเรียนไดสํารวจแนวคิดที่สําคญัของ
เนื้อหาเรือ่งอนุพันธและการประยุกต ใชออกแบบกิจกรรมเพ่ือชวยใหนสิิตไดเหน็การเปลี่ยนแปลง
ของตัวแปรสองตัวในเวลาเดียวกันได และโปรแกรม Euler มีความสามารถในการประมวลผลเชิง
สัญลกัษณ ชวยประหยัดเวลาในการคาํนวณ นสิิตสามารถทําแบบฝกหัดไดมากข้ึน เกิดเปนทักษะ
และความชํานาญพ้ืนฐานเพ่ือใชในการเรยีนระดับสงูตอไป ซึ่งทัง้สองโปรแกรมเปนโปรแกรมแบบ 
GPL คือสามารถใชและเผยแพรไดโดยไมเสยีคาลิขสทิธิ์  
 การวิจัยครั้งนี้มีจุดมุงหมาย (1) เพ่ือศกึษาผลสมัฤทธิท์างการเรยีนของนสิิต ในการเรียน
เรื่องอนุพันธและการประยุกต (2) เพ่ือศึกษาความพึงพอใจของนสิิตที่มตีอกิจกรรมการเรียนการสอน
เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
 กลุมตัวอยางเปนนิสติระดับปรญิญาตรทีี่ลงทะเบียนเรียนรายวิชา คณ 111 (คณิตศาสตร 1) 
ประจําภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 มหาวิทยาลยัศรนีครนิทรวิโรฒ กรุงเทพมหานคร จํานวน 
16 คน ผูวิจัยทดลองสอนกลุมตัวอยางดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler โดยทดลอง 16 คาบ ในหองคอมพิวเตอรและ
ประเมินผลการเรียนรูเรื่องอนุพันธและการประยุกตของนิสิตจากคะแนนใบกิจกรรม คะแนน
แบบทดสอบยอย และคะแนนแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
และใหนิสติตอบแบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรยีนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
 ผลการวิจัยพบวา นิสิตกลุมตัวอยางสามารถสอบผานเกณฑไดมากกวารอยละ 70 ของ
จํานวนนิสติทั้งหมดทีร่ะดับนยัสําคญั .01 และนสิติกลุมตวัอยางมีความพึงพอใจในการเรียนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler อยูในระดับมาก ดังนั้นจึงสรุป
ไดวา นิสติระดับปรญิญาตรี มีความสามารถในการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใช
กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม 
Euler ที่ผูวิจัยสรางข้ึน 
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 From undergraduate students’ questionnaires about learning and teaching 
calculus, Applications of derivatives is one content of difficult’ contents. Relate rate is one 
point of undergraduate students’ difficulties so they couldn’t construct an equation relating 
the quantities whose rates of change are known to the quantity whose rate of change is to 
be found. The researcher found that dynamics geometry C.a.R. Program could help 
students to overcome this difficulty. C.a.R. can be created activities to demonstrate figure of 
the change of two variables at the same time. When C.a.R. was used, students could make 
conjectures to construct an equation relating the quantity whose rates of change is to be 
found to other the quantities whose rate of change are known. Moreover students could 
investigate the concept of derivatives and applications. While Euler program is Computer 
Algebra System (CAS) save time in calculations. Allow students to do more exercises.  
That is the way students develop their basic skills and expertise to use in advance.  
Both are the general public license (GPL).  
 The purposes of this study were (1) to determine the effectiveness of such activity 
in terms of students’ achievement, and (2) to evaluate students’ attitude toward instructional 
activity.  
 The study took place at Srinakharinwirot University in Bangkok during the second 
semester of the 2009 academic year with 16 undergraduate students who were enrolling in 
MA 111 (Mathematics 1) participated as subjects. The researcher taught them a total of 16 
periods in a computer laboratory. Lesson activities, sub-tests, and achievement test were 
used in assessment of students’ performance. To find out their preference toward the 
instructional, a questionnaire was also given to each student in the experimental group.  
To pass the instructional, students’ must obtain at least 60% of the total scores, the score 
from lesson activities, sub-tests, and achievement test.  
 The results showed that more than 70% of the experimental group pass the 
instructional at .01 level of significant. This clearly indicated that undergraduate students 
profit from the instructional designed by the researcher. The scores on questionnaire 
showed an average satisfaction of the experimental group toward the instruction. 
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ประกาศคุณูปการ  
 
 ปริญญานิพนธนี้สําเรจ็ไดดวยดี เพราะไดรับความกรุณาและความชวยเหลืออยางดีย่ิงจาก 
อาจารย ดร. สายัณห โสธะโร ที่คอยใหคําปรึกษาและเปนธุระเก่ียวกับงานวิจัยในทุกข้ันตอน ผูวิจัย
รูสึกซาบซึ้งเปนอยางมาก และกราบขอบพระคุณเปนอยางสูงไว ณ ที่นี ้ 
 ขอกราบขอบพระคุณอาจารยธนูชัย ภูอุดม ที่ไดสละเวลาอันมีคาย่ิงเพ่ือใหความรู 
คําปรึกษา เปนผูเชี่ยวชาญตรวจเครื่องมือ คอยเปนธุระเก่ียวกับงานวิจัยทุกข้ันตอนและให
ขอเสนอแนะตาง ๆ อีกมากมายที่เปนประโยชนในการจดัทําปริญญานิพนธฉบับนี ้ผูวิจัยรูสึกซาบซึง้
เปนอยางมาก และขอกราบขอบพระคุณเปนอยางสูงไว ณ ที่นี้  
 ขอกราบขอบพระคุณผูชวยศาสตราจารยชุติวรรณ เพ็ญเพียร ที่คอยใหกําลงัใจ ใหความรู
ความเขาใจในการจัดทําปริญญานิพนธฉบับนี้อยางละเอียด ผูวิจัยรูสึกซาบซึง้เปนอยางมาก และ
กราบขอบพระคุณเปนอยางสูงไว ณ ที่นี ้ 

ขอกราบขอบพระคุณ อาจารยเมตต แยมวงษ และอาจารยสุวรรณา คลายกระแส ที่ใหความ
กรุณาชวยเปนผูเชี่ยวชาญในการตรวจเครื่องมือ ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณเปนอยางสูงไว ณ ที่นี ้ 

ขอกราบขอบพระคุณ อาจารย ดร. รุงฟา จันทจารุภรณ และรองศาสตราจารย อุษาวดี 
จันทรสนธิ ที่กรุณารวมเปนกรรมการสอบปากเปลา และใหคําแนะนําในสิ่งที่เปนประโยชนเพ่ือให
ปริญญานิพนธฉบับนี้สมบูรณย่ิงข้ึน ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณเปนอยางสูงไว ณ ที่นี ้

ขอกราบขอบพระคุณ อาจารยประจําภาควิชาคณิตศาสตร และเจาหนาที่ของภาควิชา
คณิตศาสตร มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒทุกทาน ที่กรุณาใหความชวยเหลืออํานวยความสะดวก
ในการทดลองใชเครื่องมือและเก็บรวบรวมขอมูลที่ใชในการวิจัยครั้งนี้จนสําเรจ็ลุลวงไปไดดวยดี  

ขอขอบคุณนิสิต กศ.บ.คณิตศาสตร กศ.บ.ฟสิกส กศ.บ.วิทยาศาสตรทั่วไป และนสิิต วท.บ.
ภูมิศาสตรกลุมตัวอยางทุกคน ทีใ่หความรวมมือในการวิจัยครั้งนี้ดวยดี   

ขอขอบคุณ พ่ี-นองและเพ่ือน ๆ คณิตศาสตรทุกคนที่ใหความชวยเหลอืและกําลังใจดวยดี 
ขอกราบขอบพระคุณผูอํานวยการสุรัต อัตนวานิช ผูอํานวยการโรงเรยีนสมุทรปราการ  

ที่อนุญาตใหลาการปฏิบัตริาชการเพ่ือมาสอบปากเปลาปริญญานิพนธ รวมถึงรองผูอํานวยการ 
ทุกทาน คุณครูโรงเรียนสมุทรปราการและเจาหนาที่ทุกคนที่ใหความชวยเหลือและคอยใหกําลังใจ  

ขอกราบขอบพระคุณ อาจารยฐนพงศ สอนสะอาด อาจารยยุวดี สอนสะอาด และครอบครัว
สอนสะอาดทุกคนทีค่อยใหคําแนะนําที่ดีและคอยเปนกําลังใจใหเสมอมา 

ขอกราบขอบพระคุณ คณุพอมนตรี รตันวิจติร คณุแมสนอง รัตนวิจิตร และนางสาวประณธิี 
รัตนวิจติร ที่คอยดูแล หวงใยและเปนทุกอยางใหผูวิจัยเสมอมา 

คณุคาและประโยชนของปรญิญานพินธฉบับนี ้ขอมอบเปนเครื่องบูชาพระคณุบิดา มารดา 
คร ูอาจารยทุกทาน ที่ไดประสิทธิ์ประสาทความรูแกผูวิจัย  
            ทรรศนีย รัตนวิจิตร 
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บทท่ี 1 
บทนํา 

ภูมิหลัง    
แคลคลูัสเปนวิชาทีส่ําคญัในสาขาคณติศาสตรและเปนพ้ืนฐานของวิทยาการในหลายสาขา 

เชน ฟสิกส เคมี ชีววิทยา วิศวกรรมศาสตร ภูมิศาสตร เศรษฐศาสตร เปนตน สถาบันอุดมศึกษา
ตาง ๆ เหน็ความสําคญัดังกลาวจงึจัดใหมีการเรียนการสอนแคลคูลัสสําหรับนสิิตระดับปริญญาตร ี
มหาวิทยาลยัศรนีครนิทรวิโรฒเปนสถาบันในระดับอุดมศกึษาของรัฐแหงหนึ่งซึ่งเปดสอนวิชา
แคลคลูัสใหกับนสิิตหลายรหสัวิชา โดยรายวิชา คณ 111 ชื่อวิชา คณิตศาสตร 1 (Mathematics I) 
เปนวิชาหมวดวิทยาศาสตรและคณติศาสตรพ้ืนฐานสาํหรบันสิติที่เรยีนคณะวิทยาศาสตร ซึ่งในคูมือ
การศกึษาระดับปรญิญาตรีปการศกึษา 2552 (2552: 126) ไดกลาวถงึวิชา คณ 111 (คณิตศาสตร 1) 
วาเปนวิชาที่ศกึษาเก่ียวกับลิมิตและความตอเนื่อง อนุพันธ และการประยุกต การอินทเิกรตฟงกชนั
หนึ่งตัวแปร ซึง่ลวนเปนเนื้อหาของวิชาแคลคลูสัทัง้สิ้น นอกจากนี้ยังไดกําหนดใหวิชาคณติศาสตร 1 
เปนบุรพวิชาของรายวิชา คณ 112 (คณติศาสตร 2) ซึง่วิชา คณ 112 ถูกจัดใหเปนบุรพวิชาของอีก
หลายวิชา เชน วิชาคณติศาสตรสําหรับฟสิกส 1 (Mathematics for Physics I) วิชาคณติศาสตร
สําหรับวิทยาศาสตร 1 (Mathematics for Science I) วิชาอุณหพลศาสตร (Thermodynamics) และ
วิชาคลื่น (Wave) เปนตน ดังนัน้จะเห็นวาวิชา คณ 111 (คณติศาสตร 1) เปนวิชาที่มีความสําคัญ
และฝกทักษะพ้ืนฐานใหกับนสิติที่จะศึกษาวิชาในกลุมวิทยาศาสตรในระดับสูงตอไป  

ถึงแมวาวิชาแคลคูลัสจะเปนวิชาที่มีความสําคัญมากดังกลาว แตจากการที่ผูวิจัยได
ออกแบบสอบถามนิสิตคณะวิทยาศาสตร ระดับปริญญาตร ีมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ        
ภาคเรียนที่ 1 ปการศึกษา 2551 จํานวน 50 คน พบวา สัดสวนของนสิิตที่คดิวาเนื้อหาการประยุกต
ของอนุพันธมีความยากมากมีจํานวนมากกวารอยละ 50 ของจํานวนนสิติทั้งหมด การที่นสิติคดิวา
เนื้อหาการประยุกตของอนุพันธมีความยากมากนั้น เนื่องมาจากสาเหตุหลายประการ กลาวคือ 
สาเหตปุระการทีห่นึ่งเกิดจากการหาอนุพันธของฟงกชันที่มีความซับซอน ตองใชความรูเรื่องกฎ
ลูกโซในการหาอนุพันธ อาจเกิดการผดิพลาดในการคาํนวณ รวมถงึปญหาการหารากของสมการที่
ไมเปนเชงิเสนและไมคุนเคย ซึ่งใชเวลาในการคาํนวณคอนขางมาก สาเหตปุระการทีส่องเกิดจาก
การที่เนื้อหาแคลคลูสัคอนขางเปนนามธรรม นสิติมีปญหาในการนกึภาพ (Visualization) เนื่องจาก
ไมเคยไดรับประสบการณ หรือไมเคยฝกฝนการสรางภาพหรือจินตนาการภาพในใจมากอน ปญหาที่
พบ เชน ในเรื่องอัตราสัมพัทธ เมื่อเกิดการเปลี่ยนแปลงของตวัแปรสองตัวพรอมกัน นสิติมองไมเหน็
ภาพความสัมพันธของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตวัเทยีบกับเวลา ทําใหไมสามารถเขียน
ความสัมพันธเพ่ือสรางเปนสมการได และในเรื่องโจทยปญหาการหาคาสงูสดุและต่ําสดุ ซึง่นิสติ 
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จะตองหาคาํตอบที่เปนคาที่เหมาะสม แตนิสติมองไมเหน็ลักษณะของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร 
จึงไมสามารถแกโจทยปญหาได ซึ่งสอดคลองกับคํากลาวของ อุบล กลองกระโทก (2550: 29-30) วา 
มีเนื้อหาทางดานคณติศาสตรอีกมากมายที่เปนเรื่องนามธรรมที่นักเรียน นักศึกษา มองไมเห็นมโน
ทัศน ซึ่งนาจะทําการศึกษา วิจัย คนควา เพ่ือสรางสื่อการเรียนการสอน ไดแก เรขาคณิตวิเคราะห 
ภาคตัดกรวย แคลคูลัส เชน ฟงกชันและความตอเนื่อง อนุพันธและการประยุกต อินทิเกรตและการ
ประยุกต แมกระทัง่เนื้อหาในระดับอุดมศึกษา เปนตน 

จากปญหาดังกลาวนี ้ผูวิจัยคิดวาแนวทางการแกไขปญหา คือ การนําโปรแกรมเรขาคณติ
แบบพลวัตเขามาประกอบการเรียนการสอนในรายวิชา คณ 111 (คณติศาสตร 1) ซึง่ผูวิจัยเชื่อวา 
จะชวยใหนิสติมผีลสมัฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องการประยุกตของอนุพันธ ซึ่งเปนเนื้อหาสวนหนึ่งของ
รายวิชา คณ 111 (คณติศาสตร 1) ดีข้ึน เพราะวาโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต เปนโปรแกรมที่
เก่ียวของกับการสรางรูปเรขาคณติ มีความสามารถในการสรางรูปเรขาคณติไดเสมือนกับการใช   
สันตรงและวงเวียน โปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตถกูนํามาใชในการเรยีนการสอนคณติศาสตร
โดยเฉพาะในดานเรขาคณติ ไมวาจะเปนเรื่องการแปลงทางเรขาคณติ เรื่องความเทากันทุกประการ 
เรื่องฟงกชนัตรโีกณมิต ิฯลฯ เนื่องจากโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัติสามารถสรางรูปเรขาคณิตและ
สรางกราฟไดอยางรวดเร็ว และเนนใหผูเรียนมีสวนรวมในการเรียนรู เชน ผูเรียนเคลื่อนที่จุดบน
กราฟหรือเคลื่อนยายตาํแหนงของรูปเรขาคณติดวยการลากเมาส เพ่ือสํารวจคาตาง ๆ  ผูเรียนได
สังเกตการเคลื่อนที่ของระดับน้ําในแทง็กน้ําเมื่อเวลาเปลี่ยนไป จากการแสดงภาพเคลื่อนไหว 
(Animation) ของโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต เปนตน ซึ่งเปนการสงเสริมใหผูเรียนตั้งขอ
คาดการณและนําไปสูการคนพบจากการไดลงมือปฏิบัตดิวยตนเอง ประกอบกับมีงานวิจัยที่เก่ียวกับ
การนําโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตมาใชในการเรียนการสอน ซึ่งเมื่อทําการวิจัยแลวพบวาการนํา
โปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตมาใชในการเรียนการสอนชวยใหประสบการณที่เปนรูปธรรมและชวย
พัฒนาการนึกภาพและการคิดจินตนาการของผูเรียน ซึง่สงผลดีตอการเรียนการสอน เชน งานวิจัย
ของ นัยนา บุญสมร (2550: 96-97) ไดเปรยีบเทียบความสามารถดานมติสิัมพันธของนกัเรยีนชัน้
มัธยมศึกษาปที ่4 ระหวางการสอนโดยใชโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตกับวิธสีอนตามปกติ พบวา 
นักเรยีนทีไ่ดรับการสอนโดยใชโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตมีคะแนนความสามารถดานมิติ
สัมพันธ จากแบบทดสอบดวยรูปแบบซอนภาพสูงกวานักเรียนที่เรียนดวยวิธีสอนตามปกติ ทั้งนี้เปน
เพราะนักเรียนทีไ่ดใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตในการเรียน ไดฝกการมองกราฟของฟงกชันที่
ซอน ๆ กันในแกนระนาบเดียวกันไดอยางสะดวกและรวดเรว็โดยไมตองเสยีเวลาในการสรางกราฟ
ของฟงกชันเองจากในกระดาษ ดวยความสะดวกนี้อาจสงผลใหนักเรยีนไดเห็นกราฟของฟงกชัน 
ตาง ๆ ในระนาบเดียวกันไดหลายตัวอยางมากย่ิงข้ึน ซึ่งเปนการฝกมองภาพซอนไปในขณะเรียน  
ซึ่งสอดคลองกับงานวิจัยของ บิซา และซาชาเรียเดส (Biza; & Zachariades. 2008: 89) ไดออกแบบ
การสอนแคลคลูัสเรื่องอนุพันธโดยใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตชื่อ EucliDraw โดยทดลองกับ
นักเรยีนชั้นมัธยมศึกษาปที ่6 ผลการพัฒนาทําใหไดกิจกรรมการเรียนการสอนซึ่งชวยใหนักเรยีน
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เขาใจแนวคิดของเสนสัมผัสและอนุพันธไดดีข้ึน และจากการศึกษาเอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรม
เรขาคณิตแบบพลวัตชื่อ C.a.R. (Compass and Ruler) พบวาโปรแกรม C.a.R. มีสมบัติเบ้ืองตน
ของโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตพอเพียง และเปนโปรแกรม General Public License (GPL) คือ
เปนโปรแกรมซึง่อนุญาตใหใชและเผยแพรไดโดยไมเสียคาลิขสิทธิ์ จุดเดนของโปรแกรม C.a.R. คือ
สามารถเตรียมแบบฝกหัดใหผูเรียนสราง เชน ใหผูเรยีนสรางเสนสมัผสัของวงกลม หรือใหผูเรยีน
สรางรงัสีเพ่ือแบงครึ่งมมุที่กําหนดให ผูเรียนแตละคนอาจสรางดวยวิธีการที่หลากหลายแตกตางกัน 
โดยโปรแกรมจะแจงใหทราบเมื่อสรางไดคําตอบทีถู่กตอง และจุดเดนอีกประการหนึง่ของโปรแกรม 
C.a.R. คือ สามารถนําเสนอเปนลักษณะแฟม HTML ไดสะดวก ดังนัน้ผูวิจัยจงึคดิวาเครื่องมือตาง ๆ 
ที่มีอยูในโปรแกรม C.a.R. นั้นสามารถใชออกแบบกิจกรรมเพ่ือชวยแสดงใหนสิติไดมองเห็นภาพ
ของลักษณะการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร และภาพของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเมื่อเทียบ
กับเวลาไดอยางเปนรูปธรรมมากข้ึนได และยังสามารถออกแบบกิจกรรมเพื่อใหผูเรยีนไดสํารวจและ
เหน็แนวคดิทีส่ําคญัของเนือ้หาเรื่องอนุพันธและการประยุกต ไดแก กิจกรรมสํารวจคาความชันของ
เสนสมัผสัของกราฟซึ่งเปนแนวคิดของเรื่องอนพัุนธ กิจกรรมสํารวจลักษณะของกราฟเพ่ือศึกษา
แนวคิดการทดสอบจุดวิกฤตโดยอนุพันธอันดับทีห่นึ่งและอันดับทีส่อง เปนตน  

จากขางตนจะเห็นวา การนําโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตเขามาประกอบการเรียน 
การสอน จะชวยใหผูเรยีนเขาใจแนวคิดตาง ๆ ไดอยางเปนรูปธรรมมากข้ึน ซึ่งสงผลดีตอการเรียน
การสอน แตความสามารถในเรื่องการคํานวณนั้น โปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตยังมีประสทิธิภาพ 
ไมมากนัก เพราะวาโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตไมไดถูกสรางมาเพ่ือการคํานวณ ผูวิจัยมีความ
คิดเห็นวา ควรนําโปรแกรมระบบพีชคณิตเขามาประกอบการเรียนการสอนรวมดวย เนื่องจาก
โปรแกรมระบบพีชคณติ (Computer Algebra System: CAS) เปนโปรแกรมที่ถูกสรางมาเพ่ือการ
คาํนวณโดยเฉพาะ ซึง่ธนูชัย ภูอุดม (2551: 2) ไดกลาววา ลักษณะสําคัญของโปรแกรมระบบ
พีชคณติ คอื สามารถประมวลผลเชงิสญัลกัษณได กลาวคอื สามารถหาคาํตอบออกมาในลักษณะ 
ที่เปนสญัลกัษณ เชน การหาลมิิตของฟงกชัน การหาอนพัุนธของฟงกชนั เปนตน ผูวิจัยมีความ
คิดเห็นวา จากความสามารถในการคํานวณของโปรแกรมระบบพีชคณติ ทําใหในกรณทีีต่องมีการ
คํานวณที่ซับซอน โปรแกรมระบบพีชคณติจะชวยประหยัดเวลาในการคํานวณได อีกทัง้การนาํ
โปรแกรมระบบพีชคณติเขามาใชในการเรียนการสอน ยังทําใหมีเวลาเหลือมากพอในการทําความ
เขาใจในเนื้อหามากข้ึน สงผลใหผูเรียนมีผลสัมฤทธิท์างการเรยีนที่ดี ประกอบกับมีงานวิจัยที่
เก่ียวกับการนําโปรแกรมระบบพีชคณิตมาใชในการเรยีนการสอน ซึ่งผลการวิจัยพบวาการนํา
โปรแกรมระบบพีชคณติมาใชในการเรียนการสอนมีผลดีตอการเรียนการสอน เชน งานวิจัยของ 
กมล เอกไทยเจริญ (2545: 53) ไดศึกษาผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน ศึกษา  เจตคติของผูเรียน และ
ศึกษาสภาพการเรียนการสอนและสภาพสังคมในชัน้เรยีนในการเรยีนวิชาพีชคณติเชงิเสนโดยใช
เครื่องคาํนวณเชงิกราฟ โดยทดลองกับนสิติระดับปรญิญาตรี สาขาคณติศาสตร ผลการวิจัยพบวา 
ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาพีชคณติเชงิเสนโดยใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟอยูในระดับดีไดผลเปนที่
นาพอใจ ผูเรียนมีเจตคตทิี่ดีตอการใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ และ การเรยีนวิชาพีชคณติเชงิเสน
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โดยใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟทําใหมีเวลาเหลอืมากพอสําหรับการทําความเขาใจในเนื้อหา ทําให
สามารถเรียนไดเนื้อหาที่มากและลึกซึง้ สอดคลองกับงานวิจัยของชาญชัย สุกใส (2546: บทคัดยอ) 
ที่พบวา การใชโปรแกรมระบบพีชคณติประกอบการเรียนการสอนวิชาแคลคูลัส โดยทดลองกับ
นักศกึษาโปรแกรมวิชาคณติศาสตรและสถิติประยุกตนั้น สงผลใหนักศกึษาที่เรยีนโดยใชโปรแกรม
ระบบพีชคณติประกอบมผีลสัมฤทธิ์ทางการเรียนสงูกวานักศกึษาที่เรียนปกตใินชัน้เรยีน และในดาน
เจตคติตอการเรียนวิชาคณิตศาสตรพบวา นักศกึษาทีเ่รยีนโดยใชโปรแกรมระบบพีชคณิตประกอบ 
มีเจตคตติอการเรยีนวิชาคณติศาสตรสูงข้ึน และจากการศึกษาเอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรมชื่อ 
Euler พบวาในโปรแกรม Euler มีโปรแกรมระบบพีชคณติแฝงอยู จึงทําใหโปรแกรม Euler สามารถ
ประมวลผลเชิงสัญลกัษณได อีกทัง้โปรแกรม Euler ยังเปนโปรแกรมแบบ GPL สามารถใชและ
เผยแพรไดโดยไมเสียคาลขิสิทธิ ์การนําโปรแกรม Euler เขามาใชในการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกตนั้น นอกจากจะนํามาชวยในการคํานวณและตรวจคําตอบแลว ยังเปนการชวยฝก
ทักษะหลายประการใหกับผูเรียน ไดแก ทักษะดานความรูความจํา ทักษะการแสดงวิธทีําอยางเปน
ข้ันตอน เปนตน เนื่องจากโปรแกรม Euler ชวยประหยัดเวลาในการคํานวณ จงึทําใหผูเรียนสามารถ
ฝกทาํแบบฝกหัดไดหลายขอ เมื่อผูเรยีนไดเห็นและไดฝกทําแบบฝกหัดบอย ๆ เกิดกระบวนการ
ทําซ้ํา ๆ ผูเรียนจะสามารถจดจําข้ันตอนการทําแบบฝกหัดได เกิดเปนทักษะและความชํานาญ
พ้ืนฐานเพ่ือใชในการเรียนระดับสูงตอไป  

เนื่องจากเฟย (Fey.1984: 53 – 59) ไดกลาววา วิชาแคลคูลัสเปนการสังเคราะหระหวาง
พีชคณติและเรขาคณติ ผูวิจัยจึงเห็นถงึคณุคาของการผสมผสานเนื้อหาทั้งสองสาขาวิชา จนเกิดเปน
สาขาวิชาใหมทีส่ามารถนําความรูมาใชประโยชนได เชน เรือ่งโจทยปญหาคาสงูสดุและต่ําสุดที่
สามารถใชแกปญหาในชวิีตประจําวัน ดังนัน้จากเหตุผลและความสําคญัของโปรแกรม C.a.R. และ
โปรแกรม Euler ที่ไดกลาวในขางตน ผูวิจัยจึงสนใจที่จะนําโปรแกรมทัง้สองมาใชในการจัดการเรียน
การสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต สําหรับนสิิตระดับปริญญาตรี  
  

ความมุงหมายของการวิจัย 
1. เพ่ือศกึษาผลสมัฤทธิ์ทางการเรียนของนสิิตระดับปริญญาตร ีในการเรียนเรื่องอนุพันธ

และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 2. เพ่ือศึกษาความพึงพอใจของนสิิตระดับปริญญาตร ีทีม่ีตอกิจกรรมการเรียนการสอน
เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler   
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ความสําคัญของการวิจัย 
 เปนแนวทางในการจัดกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนพัุนธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรมคอมพิวเตอร ซึง่ในงานวิจัยนี้เปนการผสมผสานการใชงานโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต
และโปรแกรมระบบพีชคณิต เพ่ือใหเกิดประโยชนสงูสดุกับการเรยีนการสอน โดยเลอืกใชโปรแกรม
ใหเหมาะสมกับลักษณะงาน กลาวคือ นําโปรแกรม C.a.R. ซึ่งมีความสามารถในการสรางรูป
เรขาคณิตในลักษณะสันตรงและวงเวียน และสรางสามารถแสดงการเคลื่อนที่ของรูปเรขาคณิตได  
มาใชนาํเสนอแนวคดิและตัวอยางใหผูเรยีนไดมองเหน็อยางเปนรูปธรรมมากข้ึน และนําโปรแกรม 
Euler ซึ่งมีประสิทธิภาพในการคํานวณมาชวยเสริมการเรียนรูของผูเรียน ชวยใหประหยัดเวลาใน
การคํานวณเพ่ือใชเวลาที่เหลือในการเรยีนเนื้อหาเพ่ิมเตมิและฝกทักษะพ้ืนฐานที่จําเปนในการเรยีน
ระดับสูงตอไป    
 

ขอบเขตของการวิจัย 
ประชากรที่ใชในการวิจัย 

ประชากรทีใ่ชในการวิจัยครั้งนี้เปนนสิิตระดับปรญิญาตรี ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชา 
คณ 111 (คณติศาสตร 1) มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ กรุงเทพมหานคร   

กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัย 
ตัวอยางที่ใชในการวิจัยครัง้นี้เปนนสิติระดับปรญิญาตรี ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชา 

คณ 111 (คณติศาสตร 1) ประจําภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
กรุงเทพมหานคร จํานวน 16 คน  

ระยะเวลาที่ใชในการวิจัย 
ใชเวลาทดลองสอน 16 คาบ คาบละ 50 นาที โดยใชเวลาในคาบเรียนปกต ิ 

เน้ือหาที่ใชในการวิจัย 
  เนื้อหาที่ใชในการวิจัย เปนกิจกรรมการเรียนการสอนวิชาคณติศาสตร 1 เรื่องอนุพันธ
และการประยุกต ประกอบดวย   
   1. อนุพันธและอนุพันธอันดับสงู    2 คาบ 
   2. อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมติ ิ    2 คาบ 
      และฟงกชันผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ 
   3. อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย    2 คาบ 
   4. อนุพันธของฟงกชันซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม  3 คาบ 
       และอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัว        
   5. การเขียนกราฟของฟงกชัน     3 คาบ 
   6. โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและต่ําสุด   2 คาบ 
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   7. ความเร็วและความเรง อัตราสัมพัทธ    2 คาบ 
       และ คาเชิงอนุพันธและการประยุกต       

ตัวแปรที่ศึกษา 
  ตัวแปรอิสระ คือ กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  

ตัวแปรตาม คือ  
1. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
2. ความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 

โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  

นิยามศัพทเฉพาะ 
1. โปรแกรม C.a.R. หมายถึง โปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต ชื่อ C.a.R. ซึ่งยอมา

จาก Compass and Ruler ใชในการเสนอแนวคดิทีส่ําคญัของเรื่องอนุพันธและการประยุกต และใช
ในการแสดงภาพการเปลี่ยนแปลง เพ่ือใหผูเรียนไดสํารวจ สังเกต และเรียนรูอยางมีความหมาย   

2. โปรแกรม Euler หมายถึง โปรแกรมทีส่ามารถประมวลผลเชงิสญัลกัษณได
เนื่องจากในโปรแกรม Euler มีโปรแกรมระบบพีชคณิตแฝงอยูคือ โปรแกรม Maxima ในงานวิจัยนี้
ใชโปรแกรม Euler เพ่ือเสริมการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยชวยในการคํานวณ ตรวจ
คําตอบ 

3. กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler หมายถงึ กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต    
ที่ผูวิจัยสรางข้ึน ซึง่ในการเรยีนแตละหัวขอประกอบดวยใบกิจกรรมและกิจกรรมภาคปฏิบัติบน
คอมพิวเตอรที่สรางข้ึนจากโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ผูเรียนจะไดเรียนรูจากการสอน
ของครูควบคูไปกับการเรยีนรูจากการปฏิบัติดวยตนเองภายใตคาํแนะนําของคร ูและไดฝกทักษะใน
การทําแบบฝกหัดโดยมโีปรแกรม Euler เปนเครื่องมือเสริมการเรียนรู เนื้อหาในกิจกรรมมี 7 หัวขอ 
ประกอบดวย 
   3.1 อนุพันธและอนุพันธอันดับสงู     
   3.2 อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมติิและฟงกชนัผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ   
   3.3 อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย     
   3.4 อนุพันธของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม   
    และอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัว        
   3.5 การเขียนกราฟของฟงกชัน      
   3.6 โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและต่ําสุด    
   3.7 ความเร็วและความเรง อัตราสัมพัทธ และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต 
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4. ผลสัมฤทธ์ิทางการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยกุต หมายถึง คะแนนรวม
ของนิสิตที่ไดจากการประเมินดังนี ้
   4.1 การประเมินผลระหวางเรียน จากการทําใบกิจกรรม มีน้ําหนักคะแนนคิด 
เปนรอยละ 20 ของคะแนนรวม 
   4.2 การประเมินผลระหวางเรียน จากการทําแบบทดสอบยอย มีน้ําหนักคะแนน
คดิเปนรอยละ 30 ของคะแนนรวม 
   4.3 การประเมินผลหลังเรียน จากการทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการ 
เรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต มีน้ําหนักคะแนนคิดเปนรอยละ 50 ของคะแนนรวม  

5. เกณฑ หมายถงึ คารอยละ 60 ของคะแนนรวม กลาวคือ ถานิสติไดคะแนนตัง้แต
รอยละ 60 ข้ึนไปของคะแนนรวม ถือวานิสิตผูนั้นสอบผาน       

6. ความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler หมายถงึ การแสดงออกของนิสิตถงึความรูสึกชอบ
กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม 
Euler ซึ่งวัดจากแบบสอบถามวัดความพึงพอใจของนิสติที่ผูวิจัยสรางข้ึน เปนชนิดมาตราสวน
ประมาณคา (Rating Scale) 5 สเกล คือ 5, 4, 3, 2 และ 1 หมายถึง มากที่สุด มาก ปานกลาง นอย 
และนอยที่สุด ตามลําดับ และนําเสนอน้ําหนักความคิดเห็นโดยใชการประเมินคาความคิดเห็นของ
ประคอง กรรณสตู (2538: 77) ดังนี้   
   คะแนนเฉลี่ย 4.50 – 5.00 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับมากทีสุ่ด
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
   คะแนนเฉลี่ย 3.50 – 4.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับมาก 
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
   คะแนนเฉลี่ย 2.50 – 3.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับปานกลาง
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
   คะแนนเฉลี่ย 1.50 – 2.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับนอย 
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
   คะแนนเฉลี่ย 1.00 – 1.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับนอยทีสุ่ด
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler   
 

สมมติฐานของการวิจัย 
นิสิตที่เรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 

C.a.R. และโปรแกรม Euler สอบผานเกณฑ มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนิสติทัง้หมด 



บทท่ี 2 
เอกสารและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 

ในงานวิจัยครัง้นี้ ผูวิจัยไดศกึษาเอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของและไดนําเสนอตามหัวขอ
ตอไปนี้  
  1. เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับสรางกิจกรรมการ
เรียนการสอน 
   1.1 เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัต 
    1.1.1 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต  
    1.1.2 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรม C.a.R. 
    1.1.3 งานวิจัยที่เก่ียวของกับการใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต 
   1.2 เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมระบบพีชคณติ 
    1.2.1 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรมระบบพีชคณิต 
    1.2.2 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรม Euler 
    1.2.3 งานวิจัยที่เก่ียวของกับการใชโปรแกรมระบบพีชคณติ 
   1.3 ลักษณะของโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
  2. เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
   2.1 เอกสารที่เก่ียวของกับการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต  
   2.2 งานวิจัยที่เก่ียวของกับการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 

1. เอกสารและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของกับโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับสรางกิจกรรม
การเรียนการสอน  
 1.1 เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัต 
  1.1.1 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัต 
   โปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตเปนโปรแกรมดานเรขาคณติซึง่เนนการสรางรูป
เรขาคณิตในลักษณะเดียวกับการใชสันตรงและวงเวียน แตมีลักษณะปฏิสัมพันธ ผูใชสามารถสราง
รูปและเคลื่อนยายรูปได โดยการเคลื่อนยายจุดหรือยายเสนนั้นสามารถทําไดโดยงาย และการ
เคลื่อนยายจะยังคงรกัษาสมบัติทีร่วมกันของรูปนั้นไวเสมอ เชน รูปสามเหลี่ยมหนาจั่วจะเคลื่อนยาย
จุดมุมในลักษณะใดก็ตามจะเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วเสมอ (สุธินันท บุญพัฒนาภรณ. 2549: 18)
หรือสมบัติของจุดซึง่อยูบนสวนของเสนตรงเมื่อมีการเปลี่ยนแปลงสวนของเสนตรง จุดนั้นจะยังคง
สมบัตทิี่สัมพัทธกับสวนของเสนตรงเสมอ เชน ถาจุดเปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรงนั้น เมื่อ
ยืด-หดขนาดของสวนของเสนตรง จุดจะยังคงเปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรงนัน้เสมอ หรือถา
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จุดอยูบนสวนของเสนตรงดวยอัตราสวน 1 : 3 เมื่อยืด-หดขนาดของสวนของเสนตรง จุดจะยังคงอยู
บนสวนของเสนตรงดวยอัตราสวนเดิม เปนตน ทําใหโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตเหมาะสําหรับ
การเรยีนรูเรขาคณติ อุบล กลองกระโทก (2550: คํานํา) กลาววา เรขาคณิตพลวัต เปนโปรแกรมที่
นับวามีประโยชนตอการเรยีนการสอนคณติศาสตรเปนอยางย่ิง เพราะวาเปนโปรแกรมที่สรางมโน
ทัศนในการเรยีนรูใหกับผูเรยีน ทําใหวิชาคณติศาสตรซึง่เปนวิชาที่มีความเปนนามธรรมคอนขางสูง 
ใหเปนเรื่องทีง่าย ผูเรียนไดฝกทักษะการสํารวจและการแกปญหาดวยตนเอง โดยที่มีครผููสอนเปนผู
ที่คอยแนะนํา นับเปนการเปลี่ยนแปลงการเรยีนการสอนที่เนนผูเรยีนเปนสําคญั สอดคลองกับ 
บรรพต สุวรรณประเสริฐ (2544: 144) ที่เสนอแนะเก่ียวกับการนาํสื่อการสอนคณติศาสตรมา
ประกอบการสอนวา “ สื่อการสอนและอุปกรณโสตทัศนวัสดุทั้งหลายเปนเครื่องมือทีช่วยใหการสอน
คณิตศาสตรเขาไปในความรูสึกของผูเรียนหลาย ๆ ทาง ดังนั้นอุปกรณการสอนไมควรมแีคหนงัสือ
แบบเรียน ชอลกและกระดานดําเทานั้น ยังมีอุปกรณการสอนคณติศาสตรอีกมากมาย ที่ทําใหการ
สอนมีประสิทธิภาพข้ึน ซึง่ผูสอนควรนาํมาใช” นอกจากนี้ยังไดกลาวถงึสมมุตฐิานเก่ียวกับเงื่อนไข
สาํหรับการเรยีนรูคณติศาสตร ซึ่งพอสรุปไดดังนี ้คือ (1) ผูเรยีนแตละคนจะเรียนรูคณติศาสตรที่เปน
พฤติกรรมใหมไดจากสภาพแวดลอมรอบตัวทั้งหมดของผูเรยีน (2) การเรยีนรูคณติศาสตรจะเกิดข้ึน
เมื่อผูเรยีนเหน็วาพฤติกรรมที่ตองการรูคณติศาสตรนั้นมปีระโยชนและมีบทบาทตอความสนใจของ
ผูเรียน (3) การเรยีนรูคณติศาสตรจะเกิดข้ึนเมื่อผูเรยีนคดิวาสิ่งที่เรยีนนัน้มีความหมายตอตัวผูเรยีน
และสามารถนําไปใชได (4) การเรยีนรูคณติศาสตรจะเกิดข้ึนเมื่อผูเรียนไดลงมือกระทําดวยตนเอง
มากกวาการเรียนรูโดยการฟงจากครผููสอนเทานัน้”   
   โปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตที่มีอยูในปจจุบันมีสมบัตพ้ืินฐานของการสรางและ
การเคลื่อนยายจุด เสนตรง วงกลม มุม พรอมทั้งเครื่องมอือํานวยความสะดวกเบ้ืองตน เชน ความ
ยาว ขนาดของมุม ซึ่งสามารถจําแนกตามลักษณะการเผยแพรได 2 ลักษณะ (Interactive 
Geometry Software. 2009: Online) ดังนี้  
    1. โปรแกรมแบบ Commercial คือโปรแกรมทีใ่ชในเชงิธรุกิจ อาทิเชน  
     1.1 Cabri (http://www.chartwellyorke.com/cabri.html)  
     1.2 Cinderella (http://www.cinderella.de/tiki-index.php)  
     1.3 GSP (http://www.keypress.com/sketchpad/)  
     1.4 GEUP (http://www.geup.net/en/index.htm)  
     1.5 Cabri 3D (http://www.chartwellyorke.com/cabri3d/cabri3d.html) 
     1.6 Geometry Expressions (http://www.geometryexpressions.com) 
     1.7 MathKit (http://mathkit.sourceforge.net) 
     1.8 Yenka 3D Shapes (http://www.crocodile-
clips.com/en/Yenka_3D_Shapes) 
     1.9 EucliDraw (http://www.euclidraw.com) 

http://www.chartwellyorke.com/cabri.html)
http://www.cinderella.de/tiki-index.php)
http://www.keypress.com/sketchpad/)
http://www.geup.net/en/index.htm)
http://www.chartwellyorke.com/cabri3d/cabri3d.html)
http://www.geometryexpressions.com)
http://mathkit.sourceforge.net)
http://www.crocodile
http://www.euclidraw.com)
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    2. โปรแกรมแบบ General Public License (GPL) คือโปรแกรมทีใ่ชและ
เผยแพรโดยไมเสียคาใชจาย อาทิเชน  
     2.1 C.a.R. (http://www.z-u-l.de/)  
     2.2 CaRMetal (http://db-maths.nuxit.net/CaRMetal/index_en.html)  
     2.3 Eukleides (http://www.eukleides.org/)  
     2.4 GeoGebra (http://www.geogebra.at/)  
     2.5 GeoProof (http://home.gna.org/geoproof/)  
     2.6 GeoView (http://www-sop.inria.fr/lemme/geoview/geoview.html)  
     2.7 KSEG (http://www.mit.edu/~ibaran/kseg.html) 
     2.8 XCas (http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac.html) 
     2.9 GeoNext (http://geonext.uni-bayreuth.de) 
     2.10 OpenEuclide (http://coulon.publi.free.fr/openeuclide) 
  1.1.2 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรม C.a.R. 
   ผูวิจัยเลือกใชโปรแกรม C.a.R. (Compass and Ruler) เปนเครื่องมือในการวิจัย
ครั้งนี ้เนื่องจากโปรแกรม C.a.R. มีสมบัตเิบ้ืองตนของโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตอยางพอเพียง 
กลาวคือ มีความสามารถในการสรางรูปเรขาคณติไดเสมอืนกับการใชสนัตรงและวงเวียน สามารถ
สรางและจัดกระทํากับวัตถุ (Object) ได เชน สรางรูปเรขาคณติ สรางกราฟ จัดกระทํากับวัตถุโดย
การเคลื่อนที่วัตถุ และแสดงภาพเคลื่อนไหว (Animation) เปนตน และโปรแกรม C.a.R. ยังเปน
โปรแกรม General Public License (GPL) คืออนุญาตใหใชและเผยแพรไดโดยไมเสียคาใชจายอีก
ดวย โปรแกรม C.a.R. เปนโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนโดย ศาสตราจารย ดร.เรอเน กรอธมันน (Prof. Dr. 
René Grothmann) ชาวเยอรมัน โดยมีวัตถปุระสงคสําหรับนกัเรยีนตั้งแตชั้นประถมศกึษาจนถงึ
ระดับสูง รวมทั้งผูใหญ การใชโปรแกรมสามารถใชไดดวยการคลิกเมาสและลากเมาส หรือใชคาํสัง่
โดยตรง สามารถนําเสนอเปนลักษณะแฟม HTML ไดสะดวก และเปนโปรแกรมที่พัฒนาดวยภาษา 
JAVA โปรแกรม C.a.R. สามารถรวมข้ันตอนการสรางโดยการสรางมาโคร (Macro) อีกทั้งยัง
สามารถออกแบบกิจกรรมสงเสรมิใหนักเรยีนไดทดสอบขอคาดการณหรือตั้งขอคาดการณไดจาก
การทดลองสรางซ้ํา ๆ หรือหลากหลายวิธ ีและผูสอนยังสามารถเตรียมแบบฝกหัดใหนักเรียนสราง 
โดยโปรแกรมจะแจงใหทราบเมื่อสรางไดถูกตอง (Interactive Geometry Software. 2009: Online) 
   การใชโปรแกรม C.a.R. สาํหรับการเรยีนการสอนแคลคลูัสเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกตในงานวิจัยนี้ นอกเหนือจากการใชโปรแกรม C.a.R. เปนเครื่องมืออํานวยความสะดวกใน
การเรียนการสอนแลว จุดประสงคหลักคอืเพ่ือใหนสิิตไดรับประสบการณที่เปนรูปธรรมมากข้ึน เพ่ือ
ชวยพัฒนาการนึกภาพและการคิดจินตนาการของผูเรียน รวมถึงเพ่ือใหนิสติไดเห็นแนวคดิทีส่ําคญั
ของเรื่องอนุพันธและการประยุกต ซึ่งผูวิจัยใชเครื่องมือตาง ๆ ที่มีอยูในโปรแกรม C.a.R. ออกแบบ
กิจกรรมสํารวจคาความชันของเสนสัมผัสของกราฟซึง่เปนแนวคิดของเรื่องอนุพันธ กิจกรรมสํารวจ

http://www.z-u-l.de/)
http://db-maths.nuxit.net/CaRMetal/index_en.html)
http://www.eukleides.org/)
http://www.geogebra.at/)
http://home.gna.org/geoproof/)
http://www-sop.inria.fr/lemme/geoview/geoview.html)
http://www.mit.edu/~ibaran/kseg.html)
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac.html)
http://geonext.uni-bayreuth.de)
http://coulon.publi.free.fr/openeuclide
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ลักษณะของกราฟเพ่ือศึกษาแนวคิดการทดสอบจุดวิกฤตโดยอนุพันธอันดับทีห่นึง่และอันดับสอง 
กิจกรรมใหผูเรยีนไดสังเกตเห็นการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเมื่อเทียบกับเวลา กิจกรรม
สํารวจแสดงแนวคิดการประมาณคาของฟงกชันโดยใชคาเชงิอนุพันธ กิจกรรมสังเกตลักษณะการ
เปลี่ยนแปลงของตัวแปรในเรื่องโจทยปญหาคาสูงสุด-ต่ําสุด เปนตน โดยในกิจกรรมเหลานี้ นสิิต
สามารถทํากิจกรรมสํารวจ สงัเกต และเปลี่ยนแปลงคาของตัวแปรตาง ๆ ได  
  1.1.3 งานวิจัยที่เก่ียวของกับการใชโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัต 
   งานวิจัยในประเทศ 
    อํานาจ เชื้อบอคา (2547: 28-31) ไดเปรยีบเทียบผลสมัฤทธิ์ทางการเรยีน
คณติศาสตร เรื่อง พาราโบลา ชั้นมธัยมศึกษาปที่ 3 กอนและหลงัการใชโปรแกรม GSP  
กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 3 ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2546 โรงเรียน 
นวมินทราชินทูศิ สตรีวิทยา 2 เขตคลองสามวา กรุงเทพมหานคร จํานวน 48 คน ดําเนินการทดลอง
โดยใชแบบแผนการวิจัยแบบ One-Group Pretest-Posttest Design สถติิทีใ่ชคอื t-test แบบ 
Depentdent ผลการศึกษาพบวา ผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนวิชาคณิตศาสตร เรื่อง พาราโบลา 
หลังจากไดรับการสอนโดยใชโปรแกรม GSP สูงกวากอนไดรับการสอนดวยโปรแกรม GSP อยางมี
นัยสาํคญัทางสถติทิี่ระดับ .01 
    กรรณิกา ผาสุก (2549: 111-125) ไดพัฒนาบทเรียนคอมพิวเตอรและ
แผนการจัดการเรียนรูประกอบโปรแกรม The Geometer’s Sketchpad (GSP) ใหมีประสทิธิภาพ
ตามเกณฑ 75/75 ศึกษาดัชนีประสิทธิผลของบทเรียนคอมพิวเตอรและแผนการจัดการเรียนรู
ประกอบโปรแกรม The Geometer’s Sketchpad (GSP) เปรยีบเทียบผลสมัฤทธิ์ทางการเรียน 
ความสามารถในการแกปญหา เจตคติทีม่ีตอวิชาคณติศาสตร ความพึงพอใจตอการเรียน และความ
คงทนในการเรียนรูของนักเรียน กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัยครั้งนี้เปนนกัเรียนชั้นมธัยมศึกษาปที ่2 
ภาคเรียนที่ 1/2549 โรงเรียนบานทาเสียว จังหวัดรอยเอ็ด จํานวน 46 คน ไดมาโดยการเลือกแบบ
เจาะจง (Purposive Sampling) แลวแบงนักเรียนเปน 2 กลุม กลุมทดลอง 1 เรียนดวยบทเรียน
คอมพิวเตอร กลุมทดลอง 2 เรียนดวยการเรียนประกอบโปรแกรม GSP ผลการวิจัยปรากฏดังนี ้
     1. บทเรียนคอมพิวเตอรมีประสิทธิภาพ เทากับ 78.09/76.63 และ
แผนการจัดการเรียนรูประกอบโปรแกรม GSP มีประสทิธิภาพ เทากับ 79.13/76.41 ซึ่งเปนไปตาม
เกณฑที่คาดหวังไวคอื 75/75 
     2. บทเรยีนคอมพิวเตอรที่พัฒนาข้ึนมีดัชนปีระสทิธิผล เทากับ 0.6133 
และแผนการจัดการเรียนรูประกอบโปรแกรม GSP มีดัชนปีระสทิธิผล เทากับ 0.6401 
     3. นักเรียนที่เรียนดวยบทเรียนคอมพิวเตอรกับนักเรียนที่เรียนดวยการ
เรียนประกอบโปรแกรม GSP มีผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนหลังเรียนไมแตกตางกัน 
     4. นักเรียนที่เรียนดวยบทเรียนคอมพิวเตอรกับนักเรียนที่เรียนดวยการ
เรียนประกอบโปรแกรม GSP มีความสามารถในการแกปญหาทางคณติศาสตรหลงัเรยีนสูงกวากอน
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เรยีนอยางมีนัยสําคญัทางสถติิที่ระดับ .01 และมีความสามารถในการแกปญหาทางคณติศาสตรหลัง
เรียนไมแตกตางกัน 
     5. นักเรียนที่เรียนดวยบทเรียนคอมพิวเตอรและนักเรียนที่เรียนดวยการ
เรียนประกอบโปรแกรม GSP มีเจตคติตอวิชาคณติศาสตรหลังเรยีนสูงกวากอนเรยีนอยางมี
นัยสาํคญัทางสถติทิี่ระดับ .01 
     6. นักเรียนที่เรียนดวยบทเรียนคอมพิวเตอรและนักเรียนที่เรียนดวยการ
เรียนประกอบโปรแกรม GSP มีความพึงพอใจตอการเรยีน โดยรวมอยูในระดับมาก 
     7. นักเรียนที่เรียนดวยบทเรียนคอมพิวเตอร และนักเรียนที่เรียนดวยการ
เรียนประกอบโปรแกรม GSP มีความคงทนในการเรยีนรูหลังเรียนไปแลวไดรอยละ 99.15 และ 
98.98 ของคะแนนทดสอบหลงัเรยีน ตามลําดับ 
    นัยนา บุญสมร (2550: 95-100) ไดเปรียบเทียบผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนวิชา
คณติศาสตรเรื่องฟงกชัน ความสามารถดานมติิสมัพันธ และเจตคตติอวิชาคณติศาสตรของนักเรยีน
ชั้นมัธยมศึกษาปที ่4 ระหวางกลุมที่เรียนดวยการสอนโดยใชสื่อโปรแกรม The Geometer’s 
Sketchpad (GSP) กับกลุมที่เรียนดวยวิธีสอนตามปกติ กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัยครั้งนีไ้ดแก 
นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่4 ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2549 โรงเรียนรองคํา อําเภอรองคํา 
จังหวัดกาฬสินธุ จํานวน 84 คน เปนกลุมทดลองและกลุมควบคมุกลุมละ 42 คน ไดมาจากการสุม
แบบกลุม (Cluster Random Sampling) ผลการวิจัยปรากฏดังนี้ 
     1. นักเรยีนทีไ่ดรับการสอนโดยใชสื่อโปรแกรม The Geometer’s 
Sketchpad (GSP) มีผลสมัฤทธิ์ทางการเรียนสงูกวานักเรยีนที่เรยีนโดยวิธีสอนตามปกต ิอยางมี
นัยสาํคญัทางสถติทิี่ระดับ .05 
     2. นักเรยีนทีไ่ดรับการสอนโดยใชสื่อโปรแกรม The Geometer’s 
Sketchpad (GSP) และนักเรยีนทีเ่รยีนดวยวิธีสอนตามปกติ มีความสามารถดานมิตสิัมพันธ มี
คะแนนจากแบบทดสอบดวยรูปแบบหาดานตรงขามลูกบาศก และจากแบบทดสอบดวยรูปแบบหมุน
ภาพ ไมแตกตางกันแตนักเรียนทีไ่ดรับการสอนโดยใชสือ่โปรแกรมเดอะจีออเมเตอรสเก็ตแพต (The 
Geometer’s Sketchpad : GSP) มีคะแนนความสามารถดานมิตสิัมพันธจากแบบทดสอบดวย
รูปแบบซอนภาพสูงกวานักเรียนที่เรียนดวยวิธีสอนตามปกติ  
     3. นักเรยีนที่เรยีนดวยการสอนโดยใชสื่อโปรแกรม The Geometer’s 
Sketchpad (GSP) มีเจตคติตอวิชาคณติศาสตร ดีกวานักเรียนที่เรียนดวยวิธีสอนตามปกต ิอยางมี
นัยสาํคญัทางสถติทิี่ระดับ .05 
    สันต ิอิทธิพลนาวากุล (2550: 89-96) ไดพัฒนาชุดการเรยีนคณติศาสตรแบบ
สืบสวนสอบสวนโดยใชโปรแกรม GSP เพ่ือสงเสริมความคิดรวบยอดทางคณิตศาสตร เรื่อง ภาคตัด
กรวย ของนักเรยีนชั้นมธัยมศึกษาปที ่4 ใหมีประสิทธิภาพตามเกณฑ และไดศึกษาความคิดรวบ
ยอดและผลสัมฤทธิท์างการเรยีนวิชาคณิตศาสตรของนักเรยีนกอนและหลงัการใชชุดการเรียนแบบ
สืบสวนสอบสวนโดยใชโปรแกรม GSP  ผลการวิจัยพบวา 
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     1. ชุดการเรียนคณติศาสตรแบบสืบสวนสอบสวน โดยใชโปรแกรม GSP 
เรื่อง ภาคตัดกรวย ระดับชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 มีประสทิธิภาพสูงกวาเกณฑ 80/80 โดยมีคาเฉลี่ย 
85.94/86.64 
     2. ความคิดรวบยอดทางคณิตศาสตรของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 
หลังไดรับการสอนโดยใชชุดการเรียนคณิตศาสตรแบบสบืสวนสอบสวน โดยใชโปรแกรม GSP เรื่อง 
ภาคตดักรวย สูงข้ึน อยางมนีัยสําคญัทางสถติิที่ระดับ .01 
     3. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาป
ที่ 4 หลงัไดรับการสอนโดยใชชุดการเรียนคณติศาสตรแบบสบืสวนสอบสวน โดยใชโปรแกรม GSP 
เรื่อง ภาคตดักรวย สงูข้ึน อยางมีนัยสําคญัทางสถิตทิี่ระดับ .01 
     4. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาป
ที่ 4 หลงัไดรับการสอนโดยใชชุดการเรียนคณติศาสตรแบบสบืสวนสอบสวน โดยใชโปรแกรม GSP 
เรื่อง ภาคตดักรวย ผานเกณฑรอยละ 65 อยางมีนัยสาํคญัทางสถติิทีร่ะดับ .01 
    อุบล กลองกระโทก (2550: 26-30) ไดสรางสื่อการสํารวจเมทริกซของการ
แปลงโดยใชเรขาคณติพลวัต (GSP) และสํารวจความคิดเหน็ของนกัศกึษาทีใ่ชสื่อการสอนดังกลาว  
กลุมตัวอยางเปนนักศึกษาหลักสูตรครุศาสตร (คร ู5 ป) สาขาวิชาคณิตศาสตร ชั้นปที่ 4 ประจําป
การศึกษา 2550 เครื่องทีใ่ชในการฝกทักษะ คอื คูมือการสรางสื่อการสํารวจเมทริกซของการแปลง
โดยใชเรขาคณติพลวัตและแบบสอบถามความคิดเหน็เก่ียวกับการใชสื่อดังกลาว ผลจากการสรางสื่อ
การสํารวจเมทริกซของการแปลงโดยใชเรขาคณติพลวัต แบงเปน 4 บทดังนี้ คือ เมทริกซและการ
ดําเนินการ 3 แฟมเอกสาร การแปลง 4 แฟมเอกสาร เมทริกซของการแปลงในระนาบ 5 แฟม
เอกสาร และเมทริกซของการแปลงในปริภูมิ 3 มิติ 8 แฟมเอกสาร ผลการวิเคราะหความคดิเหน็ของ
การใชคูมือการสรางสื่อดังกลาว ปรากฏวาคูมือการสรางสื่อมีความเหมาะสมอยูในระดับดี ซึ่งเปน
การแสดงวา คูมือการสรางสื่อการสํารวจเมทริกซของการแปลงโดยใชเรขาคณติพลวัตที่ผูวิจัยสราง
ข้ึนนาจะมีประสิทธิภาพในการนําไปสรางเปนสื่อการสํารวจเมทริกซของการแปลงโดยใชเรขาคณติ
พลวัต หรือเปนแนวทางในการสรางสื่อการสํารวจเนื้อหาทางคณติศาสตรอ่ืน ๆ ตอไป 
    วรวรรณ กฤตยากรนุพงศ (2551: 52-57) ไดศึกษาผลสัมฤทธ์ิทางการเรียน
ของนักเรียนชั้นมธัยมศึกษาปที ่2 ในการเรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเร่ืองความเทากันทุก
ประการ โดยใชการแปลงทางเรขาคณิตและโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวตั และศึกษาความพึงพอใจ
ของนักเรียนหลังจากเรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเร่ืองความเทากันทุกประการ โดยใชการแปลง
ทางเรขาคณติและโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวตั กลุมตัวอยางเปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่2 ภาค
เรียนที ่2 ปการศึกษา 2550 โรงเรียนวัดดอนมะเกลือ ตําบลดอนมะเกลือ อําเภออูทอง จังหวัด
สุพรรณบุร ีจํานวน 1 หองเรียน มีนักเรียน 31 คน ซึ่งไดมาจากการสุมตัวอยางแบบเกาะกลุม จาก
ประชากรทัง้หมด 2 หองเรียน ผลการวิจัยพบวา นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่2 ที่เรียนดวยกิจกรรม
การเรยีนการสอนเรื่องความเทากันทุกประการ โดยใชการแปลงทางเรขาคณิตและโปรแกรม
เรขาคณิตแบบพลวัต สามารถสอบผานเกณฑไดมากกวารอยละ 60 ของจํานวนนกัเรยีนทัง้หมด ที่
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ระดับนัยสําคัญ .01 และนักเรียนกลุมตัวอยางมีความพึงพอใจในการเรียนเรื่องความเทากันทุก
ประการ โดยใชการแปลงทางเรขาคณติและโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตอยูในระดับมาก ดังนั้นจงึ
สรุปไดวา นักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที ่2 มีความสามารถในการเรียนเรื่องความเทากันทุกประการ 
โดยใชการแปลงทางเรขาคณิตและโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตที่ผูวิจัยสรางข้ึน 
   งานวิจัยตางประเทศ 
    จูลี่ (July. 2001: 2060-A) ไดศกึษาผลของการจัดการเรยีนรูโดยใชโปรแกรม 
The Geometer’s Sketchpad ที่มีตอมโนทศันทางเรขาคณติในการสรางรูป และวิเคราะหรูป
เรขาคณติสองมติิและสามมติ ิกับนักเรียนระดับมัธยมศึกษาปที ่4 โดยจัดการเรียนการสอนที่เนน
ผูเรยีนเปนศนูยกลาง กระตุนใหนักเรยีนสํารวจ อภิปราย และสรางรูปดวยตนเอง พบวา นักเรียนที่
เรียนโดยใชโปรแกรม The Geometer’s Sketchpad มีมโนทัศนทางเรขาคณิตหลังเรียนสงูกวากอน
เรียนอยางมีนัยสําคญัทางสถติ ิโดยเฉพาะอยางย่ิงกับนักเรียนกลุมต่ํา 
    บาฮาวานด (Baharvand. 2002: 552-A) ไดเปรียบเทียบผลการสอน
เรขาคณิตระหวางสอนโดยใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตชื่อ GSP เทียบกับการสอนของครูแบบ
ปกติโดยใชกระดาษ ดินสอ และครูเปนผูบรรยาย โดยกลุมควบคุมเปนนกัเรยีนชัน้มัธยมศึกษาปที ่1 
จํานวน 26 คน ใหไดรับการสอนของครแูบบปกต ิและอีกกลุมเปนกลุมทดลองซึ่งนักเรียนชั้น
มัธยมศึกษาปที ่1 จํานวน 24 คน ใหเรยีนดวยเนื้อหาเดียวกับกลุมควบคมุแตใชโปรแกรมเรขาคณิต
แบบพลวัตชื่อ GSP ในการเรียน ผลการศึกษาพบวา นักเรียนซึง่เรียนโดยใชโปรแกรมเรขาคณติ
แบบพลวัตชื่อ GSP มีคะแนนการทาํแบบทดสอบหลังการเรยีนทีผู่วิจัยสรางข้ึนสูงกวานักเรยีนกลุม
ควบคุมอยาง มีนัยสําคญัทีร่ะดับนยัสําคญั .05 นอกจากนี้ยังพบวานักเรียนในกลุมทดลองมีเจตคติ
ตอวิชาคณติศาสตรตอเรขาคณติในทางบวก ซึ่งแสดงใหเห็นวาโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตชื่อ 
GSP เปนเครื่องมือที่มีประสทิธิภาพในการเรียนการสอนเรขาคณติในระดับมธัยมศึกษาตอนตน 
    โอลิเวอโร และโรบัตต ิ(Olivero; & Robutti. 2007: 135) ไดศึกษารูปแบบการ
ใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตใินบทบาทของเครื่องมอืวัด (Measuring Tools) ในบริบทที่
เก่ียวของกับการตั้งขอคาดการณและการพิสจูนปญหาเรขาคณติ โดยใชโปรแกรม Cabri จากการ
เก็บรวบรวมขอมูลโดยการสังเกตและวิเคราะหรูปแบบการวัดจากการตอบคําถามของนักเรียน 
พบวา รูปแบบการวัดถูกแบงเปน 5 ประเภท ไดแก  
     1. Wandering Measuring: นักเรียนไมมีแนวคดิในการสาํรวจรูป การวัด
จึงเปนแบบสุม (ไมมีจุดหมาย)  
     2. Guided Measuring: นักเรียนมีแนวทางการสํารวจรูป การวัดถูกใช
เพ่ือใหไดรับขอมูลจากรูป 
     3. Perceptual Measuring: นักเรยีนสามารถรับรูสมบัติของรูปหรือ
ความสัมพันธตาง ๆ แตไมมัน่ใจในการรับรู การวัดถูกใชเพ่ือยืนยันการรับรูของตน 
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     4. Validation Measuring: หลังจากนักเรียนตัง้ขอคาดการณ การวัดถูกใช
เพ่ือตรวจสอบขอคาดการณ 
     5. Proof Measuring: หลังการพิสูจน การวัดถูกใชเพ่ือใหเขาใจบทพิสูจน
ดีข้ึน 
    และรูปแบบการวัดมีความเก่ียวของกับการถายโยงระหวางการวิเคราะหรูปทัง้
สองแบบของนักเรียน ไดแก การวิเคราะหรูปแบบ Spatio-Graphical คือ นักเรียนวิเคราะหเพียง
ลักษณะรูปรางของรูป และการวิเคราะหรูปแบบ theoretical คอื นักเรยีนวิเคราะหไปถึงสมบัติตาง ๆ 
ของรูป (มองในเชงิทฤษฎี) ผลการวิจัยนี้สามารถใชเปนเครื่องมือประเมินความสามารถของนักเรียน 
และทําใหครไูดตระหนักถงึการหยิบย่ืนเครื่องมือการเรยีนรูใหนักเรยีนในการแกปญหาโดยคาํนงึถงึ
ความสามารถของนักเรียน 
    จากการศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมเรขาคณติแบบ
พลวัตพบวา โปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตเปนสิง่ที่เอ้ือตอการเรยีนการสอน ทั้งยังชวยในการตั้งขอ
คาดการณ ตรวจสอบขอคาดการณ และสรุปผลได รวมถงึสรางเจตคตติอการเรยีนวิชาคณติศาสตร
ในทางบวกแกผูเรยีน ดวยเหตนุีผู้วิจัยจึงสนใจที่จะนําโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตมาใชในการ
เรียนการสอนเรื่องอนพัุนธและการประยุกต 
 
 1.2 เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมระบบพีชคณิต 
  1.2.1 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรมระบบพชีคณิต  
   โปรแกรมระบบพีชคณติ (Computer Algebra System: CAS) คือ โปรแกรมการ
คิดคํานวณ ที่มีลักษณะสําคญั คอื สามารถประมวลผลเชงิสญัลกัษณได กลาวคอื สามารถหาคาํตอบ
ออกมาในลักษณะที่เปนสัญลักษณได เชน การหาลิมิตของฟงกชัน การหาอนุพันธของฟงกชัน  
เปนตน (ธนชูัย ภูอุดม. 2551: 2) 
   โปรแกรมระบบพีชคณติไดรับการพัฒนามาจากการคนควาวิจัยสมองกล
คอมพิวเตอรหรือปญญาประดิษฐ ซึง่ มารติน เวลแมน (Martin Veltman) เปนผูบุกเบิกโดยสราง
โปรแกรมทีส่ามารถจัดการสญัลกัษณทางคณติศาสตรและประยุกตใชเฉพาะทางฟสิกสข้ันสูงเรื่อง
พลังงาน ชื่อ Schoonschip จนไดรับรางวัลโนเบลสาขาฟสิกสในป ค.ศ.1963   คารล เอนเจลแมน 
(Carl Engelman) สรางโปรแกรม MATHLAB ข้ึนในป ค.ศ.1964 และตอมาโปรแกรม MATHLAB 
ถูกพัฒนาข้ึนเพ่ือใชงานกับผูใชในระดับอุดมศึกษา  โปรแกรม MATHLAB และโปรแกรม MATLAB 
เปนโปรแกรมที่มีชื่อเรียกคลายกัน แตแทจริงแลวเปนโปรแกรมคนละโปรแกรม โปรแกรม 
MATHLAB  ยอมาจาก “Mathematical Laboratory” ในขณะที่โปรแกรม MATLAB ยอมาจาก 
“Matrix Laboratory”  โปรแกรม MATLAB สรางข้ึนภายหลังการสรางโปรแกรม MATHLAB เปน
เวลา 15 ป ณ มหาวิทยาลัยนิวแม็กซิโก ปจจุบันยังคงมกีารใชงานโปรแกรมทั้งสองอยู  โปรแกรม
ระบบพีชคณติทีไ่ดรับความนิยมในยุคแรก ๆ ไดแก โปรแกรม muMATH โปรแกรม Reduce และ



 16 

โปรแกรม Macsyma ในป ค.ศ.1987 บรษิัท Hewlett-Packard ไดประดิษฐเครื่องคิดเลขรุน Hp-28 
ซึ่งเปนเครื่องคิดเลขแบบพกพาเครื่องแรกที่บรรจุโปรแกรมระบบพีชคณิตไวในเครื่อง โดยเครื่องคิด
เลขรุนนี้มีความสามารถในการดําเนนิการทางพีชคณติ หาลิมิต อนุพันธ และอินทิเกรต สรางอนุกรม
เทยเลอร และแกสมการหาคาํตอบได ตอมาในป ค.ศ.1995 บริษัท Texas Instruments ไดประดิษฐ
เครื่องคิดเลขรุน Ti-92 ซึ่งเปนเครื่องคดิเลขแบบพกพาซึง่บรรจโุปรแกรมระบบพีชคณติชื่อ Derive 
และบริษทั Texas Instruments ไดพัฒนาเครื่องคิดเลขในลักษณะนี้อยางตอเนื่อง ไดแก รุน Ti-89 
รุน Ti-92 Plus จนมาถงึรุน Ti-Nspire ซึ่งออกวางจําหนายในป ค.ศ.2007 โปรแกรมระบบพีชคณติที่
เปนผูครองตลาดในปจจุบันคือ โปรแกรม Mathematica ซึ่งโปรแกรมนีถู้กใชอยางแพรหลายใน
งานวิจัยทางคณติศาสตร วิทยาศาสตร และวิศวกรรมศาสตร และยังมีโปรแกรมระบบพีชคณติอ่ืน ๆ
อีก ไดแก โปรแกรม Maxima ( ซึ่งพัฒนามาจากโปรแกรม Macsyma ) โปรแกรม Derive ( ซึง่
พัฒนามาจากโปรแกรม muMATH ) โปรแกรม Maple โปรแกรม MuPAD โปรแกรม MathCad 
โปรแกรม MATHLAB โปรแกรม MATLAB โปรแกรม IMSL/IDL ฯลฯ ซึ่งโปรแกรมเหลานี้สวนใหญ
เปนโปรแกรมเชิงธุรกิจที่มีลิขสิทธิ ์(Computer Algebra System. 2009: Online) 
 

   การประมวลผลเชิงสัญลกัษณของโปรแกรมระบบพีชคณติ มีดังนี ้(Computer 
Algebra System. 2009: Online) 
    1. จัดกระทํานิพจน (Expression) ใหอยูในรูปที่งายข้ึน โดยทําใหเปนนพิจนที่

เล็กที่สุดเทาที่จะทําได หรือจัดใหอยูในรูปทั่วไปในบางกรณ ีเชน เมื่อใส 
)!2n(

!n
+

 แลวปอนคําสั่งให

จัดรูปใหเปนนิพจนอยางงาย โปรแกรมจะแสดงผลเปน 
)2n)(1n(

1
++

 เปนตน 

    2. ความสามารถในการแทนคา (Substitution for Expression) 
    3. เปลี่ยนรูปนิพจน เชน การกระจาย (Expanding) การแยกตัวประกอบ 
(Factorization) การเขียนในรูปเศษสวนใหม ฯลฯ ตัวอยางเชน เมื่อใส (x + 1)5 แลวปอนคําสั่งให

กระจาย โปรแกรมจะแสดงผลเปน x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x + 1 หรือเมื่อใส 
y
1

x
1

+  แลวปอน

คําสั่งใหเขียนในรปูเศษสวนใหม โปรแกรมจะแสดงผลเปน 
xy

xy +  เปนตน 

    4. การหาอนุพันธของฟงกชนั 
    5. การหาคาเหมาะทีสุ่ด (Optimization) 
    6. แกสมการเชงิเสนและสมการทีไ่มเปนเชงิเสนในบางกรณ ี
    7. แกสมการเชงิอนุพันธ (Differential Equation) ไดบางกรณ ี
    8. หาลิมิตของฟงกชัน  
    9. หาอินทิกรัลจํากัดเขตและไมจํากัดเขต 
    10. การแปลงเชิงปริพันธ 
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    11. ความเที่ยงตรงทางการคํานวณ 
    12. อนุกรมและการดําเนินการ 
    13. เมทริกซและการดําเนนิการ 
    14. แสดงผล 2 สวนคือ บน/ลาง ซาย/ขวา ปจจุบันใชระบบแสดงผลเสมือน
จริง (Prettyprint) 
    15. เพ่ิมฟงกชันการทาํงานสาํหรับใชในคณติศาสตรประยุกต เชน เพ่ิม
ฟงกชันการทํางานดานฟสิกส เพ่ือการคาํนวณในวิชาฟสกิส 
    16. สามารถวาดกราฟสมการฟงกชัน กราฟสมการอิงตัวแปรเสรมิ กราฟ
สมการเชงิข้ัว กราฟสามมติิ และสรางภาพเคลื่อนไหวได 
    17. ติดตอกับโปรแกรมภายนอกได และผูใชสามารถเขียนโปรแกรมเพ่ิมเตมิ
ใหกับโปรแกรมระบบพีชคณติของตนดวยโปรแกรมภาษา เชน ภาษา Assembly ภาษา C ได  
    18. วาดแผนภูมิ (Charts) และแผนภาพ (Diagrams) 
    19. จัดการอักขระ เชน การจับคู การคนหา เปนตน 
    20. การคํานวณทางสถิต ิ
    21. พิสูจนยืนยันทฤษฎีบท 
    22. สรางภาพและแกไขภาพดวย Computer Generate Imagery (CGI)  
    23. ความสามารถในการสังเคราะหเสียง (Sound Synthesis)  
   ชนดิของนพิจนที่โปรแกรมระบบพีชคณติสามารถจัดกระทําได มีดังนี้ (Computer 
Algebra System. 2009: Online) 
    1. พหุนามหลายตัวแปร  
    2. ฟงกชันมาตรฐาน เชน ฟงกชนัไซน ฟงกชันเอกโปเนนเชยีล เปนตน  
    3. ฟงกชันพิเศษ เชน ฟงกชันเบสเซล ฟงกชันคาคลาดเคลื่อน (Error 
Function) เปนตน 
    4. ฟงกชันเพ่ิมเติมที่ผูใชสรางข้ึน (Arbitrary Functions of Expression) 
    5. คาเหมาะที่สุด (Optimization) 
    6. อนุพันธ อินทิกรัล การทําใหงาย ผลรวม และผลคณูของนพิจน 
    7. อนุกรมปลายตัด-สัมประสิทธิ์ (Truncated Series with Expression as 
Coefficients)   
    8. นิพจนของเมทริกซ   
   สําหรับโดเมนทีโ่ปรแกรมระบบพีชคณติสามารถรองรับได ไดแก จํานวนตรรกยะ 
จํานวนจริง จํานวนเชิงซอน รวมถึงสามารถรองรับชวง (Interval) ได   
   ความรูทางคณติศาสตรทีใ่ชในโปรแกรมระบบพีชคณติ ไดแก (Computer 
Algebra System. 2009: Online) 
    1. อินทิเกรตเชิงสัญลกัษณ (Symbolic Integration) 
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    2. ฐานหลักแบบ GrÖbner (GrÖbner Basis)  
    3. การหารรวมมาก (Greatest Common Division) 
    4. การแยกตัวประกอบของพหุนาม 
    5. ข้ันตอนวิธีแบบ Risch (Risch Algorithm) 
    6. การแยกเชิงพีชคณิตของทรงกระบอก (Cylindrical Algebraic 
Decomposition) 
    7. ข้ันตอนวิธีแบบ Cantor-Zassenhaus (Cantor-Zassenhaus Algorithm) 
    8. Padé Approximant 
    9. บทตั้ง Schwartz-Zippel (Schwartz-Zippel Lemma) และการตรวจสอบ
เอกลักษณพหุนาม (Testing Polynomial Identities) 
    10. ทฤษฎีบทเศษเหลือของจนี 
    11. การลดคาเกาซเชียล 
    12. สมการไดโอแฟนไทน 
   โปรแกรมระบบพีชคณติสามารถจําแนกไดหลายวิธี ในทีน่ี้จะจําแนกตามลักษณะ
ของโปรแกรมซึง่จําแนกได 2 ลักษณะ ดังนี้  
    1. โปรแกรมระบบพีชคณติกลุมที่เปนฮารดแวร (Hardware) กลาวคือ เปน
โปรแกรมที่บรรจุอยูในตัวเครื่องเสร็จสรรพ โปรแกรมระบบพีชคณติกลุมนี้อยูในรูปของเครื่อง
คํานวณเชิงกราฟทัง้หลาย ซึ่งในปจจุบันมชีื่อทางการคาแตกตางกันไปเปนจํานวนมาก เชน Texas 
Instruments, CASIO, SHARP และ Hewlett-Packard เปนตน 
    2. โปรแกรมระบบพีชคณติกลุมที่เปนซอฟตแวร (Software) โปรแกรมระบบ
พีชคณติกลุมนีไ้มไดบรรจุอยูในตัวเครื่องเสร็จสรรพเหมือนอยางโปรแกรมระบบพีชคณติในกลุมที ่1 
แตโปรแกรมระบบพีชคณติกลุมนี้จะตองใชคูกับเครือ่งคอมพิวเตอร ซึง่โปรแกรมในกลุมนี้มีขอดีใน
การพัฒนาประสทิธิภาพของโปรแกรมหรืออัพเดท (Update) โปรแกรมใหทันสมัยอยูเสมอ ซึ่ง
ปจจุบันสามารถทําการอัพเดทไดงายโดยผานเครอืขายอินเตอรเนต็ โปรแกรมในกลุมนี้ ไดแก  
     2.1 โปรแกรม Euler  
     2.2 โปรแกรม Maxima  
     2.3 โปรแกรม Maple  
     2.4 โปรแกรม Mathematica 
     2.5 โปรแกรม Derive  
     2.6 โปรแกรม MATLAB  
     2.7 โปรแกรม MATHLAB 
     2.8 โปรแกรม MathCad    
     2.9 โปรแกรม MuPAD 
     2.10 โปรแกรม IMSL/IDL   เปนตน    
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   เนื่องจากโปรแกรมระบบพีชคณิตมีความสามารถในการหาคาเก่ียวกับลิมิต 
อนุพันธ และอินทิเกรต ซึ่งเปนเนื้อหาสวนใหญของวิชาแคลคลูัส โปรแกรมระบบพีชคณติจงึถูก
นํามาใชในการเรยีนการสอนแคลคลูสั แตมักจะถูกนํามาใชเพียงเสริมการสอน ไมไดใชกับ
กระบวนการสอนทัง้หมด จุดประสงคของการสรางโปรแกรมระบบพีชคณติเพ่ือตองการลดเวลาใน
การคาํนวณลงใหมีเวลาเหลอืมากพอสําหรบัผูสอนที่จะนาํเสนอมโนมติ ดังนั้นการคาํนวณสวนใหญ
จึงใชโปรแกรมคาํนวณ แตผูสอนสามารถใชโปรแกรมมาเสนอใหผูเรียนไดตรวจสอบแนวคิดทีส่ําคญั
ในการเรยีนวิชาแคลคลูสัและวิชาพ้ืนฐานสาํหรับแคลคลูสั เชน โปรแกรมมาสเตอรกราฟเฟอร 
(Master Grapher) ผูใชสามารถขัดจังหวะกระบวนการเขียนกราฟและเรยีกดูคูลําดับของจดุไดตาม
ตองการ (ธนูชัย ภูอุดม. 2551: 2; อางอิงจาก Demana; & Waits. 1988. Proceedings of the 
Conference on Technology in Collegiate Mathematics. pp.1-8) โปรแกรม Mathematica พัฒนา
โดย สตีเฟน วอลแฟรม (Stephen Wolfram) แดน เกรยสัน (Dan Grayson) และ โรมัน มีเดอร 
(Roman Maeder) แหงมหาวิทยาลยัอิลินอย ซึ่งทดลองใชเปนสื่อในการสอนวิชาแคลคลูสั เปน
โปรแกรมทีส่ามารถใชเปนเครื่องคาํนวณไดกับโอเปอเรชนัที่จําเปนตองใชในชั้นเรยีนที่จําเปนตองใช
ในชั้นเรียน ทํากราฟกไดทั้งภาพ 2 มติิ และ 3 มติิ และมสีวนประกอบที่ชื่อวา ”โนตบุค” (Notebook) 
เปนสวนที่เตรียมไวใหใชไดทั้งผูสอนและผูเรยีนวิชาแคลคลูัส ซึง่มีสวนประกอบ 2 สวน คือ สวนแรก
เปนการแสดงเนื้อหาวิชาแคลคูลัสพรอมอธิบาย แสดงตัวอยางจํานวนมาก ใชการนําเสนอในลักษณะ
ที่เปนไฮเพอรเทค (Hypertext) สวนที่สองเปนแบบฝกหดัสําหรับผูเรียน ทีส่ามารถทบทวนตรวจสอบ
แกไขงานไดเองจากโปรแกรม (ธนูชัย ภูอุดม. 2551: 2; อางอิงจาก Porta; & Uhl. 1988. 
Proceedings of the Conference on Technology in Collegiate Mathematics. pp.71-82) 
  1.2.2 เอกสารที่เก่ียวของกับโปรแกรม Euler  
   ผูวิจัยเลือกใชโปรแกรม Euler (http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/ 
grothmann/euler) เปนเครื่องมือในการวิจัยครัง้นี ้เนื่องจากโปรแกรม Euler มีโปรแกรมแบบ CAS 
(Computer Algebra System) แฝงอยู จึงทําใหโปรแกรม Euler มีสมบัติเบ้ืองตนของโปรแกรมระบบ
พีชคณติพอเพียง อีกทั้งโปรแกรม Euler ยังเปนโปรแกรม General Public License (GPL) คือ
อนุญาตใหใชและเผยแพรไดโดยไมเสยีคาใชจาย ซึ่งโปรแกรม Euler เปนโปรแกรมที่พัฒนาข้ึนโดย 
ศาสตราจารย ดร.เรอเน กรอธมันน (Prof. Dr. René Grothmann) ชาวเยอรมัน สําหรับโปรแกรม
แบบ CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler นั้น ไดแก โปรแกรม Maxima และโปรแกรม Yacas   
   การใชโปรแกรม Euler สําหรับการเรยีนการสอนเรื่องอนพัุนธและการประยุกตใน
งานวิจัยนี้ มีจุดประสงคหลักคอืเพ่ือใหผูเรียนไดฝกทักษะและความชํานาญพ้ืนฐานตาง ๆ เนื่องจาก
ความสามารถในการคํานวณของโปรแกรม Euler จะชวยใหประหยัดเวลาในการคํานวณ ผูเรียน
สามารถฝกทําแบบฝกหัดไดหลายขอ เมื่อผูเรยีนไดเห็นและไดฝกทําแบบฝกหัดบอย ๆ ยอมสงผล
ใหผูเรยีนมทีักษะและความชํานาญหลายประการ ไดแก ทักษะดานความรูความจํา ทักษะในการอาน

http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/
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และทําความเขาใจโจทย ทักษะการแสดงวิธีทําอยางเปนข้ันตอน เปนตน ซึ่งการทีผู่เรยีนมีทักษะ
ทางการเรียนคณิตศาสตรดังกลาวนั้น ยอมสงผลดีตอการเรียนคณติศาสตรในระดับสงูตอไป 
  1.2.3 งานวิจัยที่เก่ียวของกับการใชโปรแกรมระบบพชีคณิต 
   งานวิจัยในประเทศ 
    กมล เอกไทยเจริญ (2545: 53) ไดศึกษาผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน ศึกษา 
เจตคติของผูเรียน และศึกษาสภาพการเรียนการสอนและสภาพสังคมในชั้นเรียนในการเรียนวิชา
พีชคณติเชงิเสนโดยใชเครื่องคาํนวณเชิงกราฟ กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัย เปนนสิติระดับปรญิญา
ตรี สาขาคณิตศาสตร จํานวน 28 คน ผูเรยีนแตละคนจะใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ รุน TI-92 
ประกอบการเรียนและการสอบวิชาพีชคณิตเชิงเสน ผลการวิจัยพบวา การเรยีนวิชาพีชคณติเชงิเสน
โดยใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ สามารถเรียนไดเนื้อหาทีม่าก ละเอียด และลึกซึง้ การใชเครื่อง
คาํนวณเชงิกราฟทําใหมเีวลาเหลอืมากพอสําหรับการทําความเขาใจในเนื้อหาและสามารถแกปญหา
ไดหลากหลาย ผูเรยีนมีเจตคติที่ดีตอการใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ ผูเรยีนมีความเห็นวาเครื่อง
คาํนวณเชงิกราฟเปนเครื่องมือทีใ่ชงาย ชวยประหยัดเวลาในการคํานวณ และทําใหผูเรียนมีความ
เชื่อมั่นในการแกปญหา ผูเรยีนมีความเห็นวาการเรียนดวยวิธีนี้เปนประสบการณที่ดีสําหรับผูเรยีน 
ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาพีชคณติเชงิเสนโดยใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ อยูในระดับดีไดผลเปนที่
นาพอใจ นอกจากนั้น ยังพบวาผลตางของผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน (ผลตางของคะแนนวิชาหลักการ
ทางคณติศาสตร ซึ่งเปนบุรพวิชาของวิชาพีชคณติเชิงเสนกับคะแนนวิชาพีชคณติเชิงเสน) ของ
ผูเรยีนในกลุมออนและกลุมเกงไมมีความแตกตางกันอยางมีนัยสาํคญั .05 
    ชาญชัย สุกใส (2546: บทคัดยอ) ไดศกึษาผลของการใชโปรแกรม
คอมพิวเตอร MAPLE V ประกอบการเรียนการสอน ตอผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาคณติศาสตร 
4092401 แคลคูลัสและเรขาคณิตวิเคราะห 2 และศึกษาเจตคติตอการเรียนวิชาคณิตศาสตร ของ
นักศกึษาโปรแกรมวิชาคณติศาสตรและสถิติประยุกต สถาบันราชภัฏอุบลราชธานี ในปการศึกษา 
2546 พบวา นักศกึษาที่เรยีนโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรประกอบมีผลสมัฤทธิ์ทางการเรียนสงูกวา
นักศกึษาที่เรียนปกตใินชัน้เรียน อยางมีนัยสาํคญัทางสถติิที่ระดับ .05 ในดานเจตคตติอการเรยีน
วิชาคณิตศาสตร พบวา นักศึกษาที่เรียนโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอรประกอบมีเจตคตติอการเรยีน
วิชาคณติศาสตรสูงข้ึนอยางมนีัยสําคญัทางสถติิที่ระดับ .05  
    พัชรินทร สุวรรณา (2546: 26-31) ไดเปรียบเทียบผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน
และทศันคตขิองนักศกึษาระหวางนักศกึษาที่เรยีนโดยการใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ (Graphic 
Calculator) และนักศึกษาที่เรียนแบบปกต ิกลุมตัวอยางประกอบดวยกลุมทดลองจํานวน 1 
หองเรยีนซึง่มีจํานวนนักศกึษาทัง้หมด 20 คนและกลุมควบคมุ 1 หองเรียนจํานวน 20 คน ซึง่สุม
จากนักศกึษาที่ลงทะเบียนเรยีนวิชาแคลคลูสัและเรขาคณติวิเคราะห 1 สถาบันราชภัฏวไลย
อลงกรณฯ  จากผลการวิจัยพบวา 
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     1. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 เฉพาะ
เรื่องลิมิตและความตอเนื่องกอนการเรยีนและหลังเรียนของนักศกึษาทีใ่ชเครื่องคาํนวณ Graphic 
Calculator และของนักศกึษาที่เรยีนแบบปกตไิมมีความแตกตางกันอยางมีระดับนัยสําคัญ .05 
     2. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 เฉพาะ
เรื่องลิมิตและความตอเนื่อง หลงัการเรยีนของนกัศกึษาที่เรยีนโดยการใชเครื่องคาํนวณ Graphic 
Calculator สงูกวาผลสัมฤทธิท์างการเรยีนกอนการเรียนอยางมีระดับนัยสําคัญ .05 
     3. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 เฉพาะ
เรื่องลิมิตและความตอเนื่อง หลงัการเรยีนของนกัศกึษาที่เรยีนแบบปกตสิูงกวาผลสัมฤทธิ์ทางการ
เรียนกอนการเรียนอยางมีระดับนัยสําคัญ .05 
     4. เมื่อนักศกึษาผานการเรียนวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 
เฉพาะเรื่องลิมติและความตอเนื่องแลวนักศกึษาที่เรยีนโดยใชเครื่องคาํนวณ Graphic Calculator 
รวมทั้งนักศกึษาที่เรยีนแบบปกตมิีความกระตือรือรนและรูสึกดีกับวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติ
วิเคราะห 1 มากข้ึน 
     5. นักศึกษาที่เรียนโดยใชเครื่องคํานวณ Graphic Calculator สวนใหญมี
ความเห็นเก่ียวกับบรรยากาศในการเรยีนวิชาแคลคลูสัและเรขาคณติวิเคราะห 1 เฉพาะเรื่องลมิิต
และความตอเนื่องวาอาจารยเปนกันเองสอนเขาใจดีรองลงมาคอืมีความสนุกสนานนาเรยีนมี
นักศกึษาสวนนอยที่เหน็วาบรรยากาศในหองเรยีนนาเบ่ือเนื่องจากวิชานี้มีแตตัวเลขและสตูร 
     6. นักศกึษาที่เรยีนวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 เฉพาะเรื่อง
ลิมิตและความตอเนื่องโดยการเรียนแบบปกตมิีความเหน็เก่ียวกับบรรยากาศในการเรยีนวามีความ
สนุกสนานนาเรียน 
     7. หลังจากทีน่กัศกึษาเรยีนวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 เฉพาะ
เรื่องลมิิตและความตอเนื่องแลวนักศกึษาทีเ่รยีนโดยใชเครื่องคาํนวณ Graphic Calculator ในการ
เรียนสวนใหญมีคะแนนอยูในชวง 36 – 40 คะแนน สวนนักศึกษาที่เรียนแบบปกตินั้นมีคะแนนอยู
ในชวง 26 – 30 คะแนน  
     8. ความรูสึกของนักศึกษาหลังจากใชเครื่องคํานวณ Graphic Calculator 
ทําใหมองเห็นภาพรวมมากข้ึน รองลงมาคือมีความอยากรูอยากเห็นและสนุกสนาน 
     9. ทัศนคติของนักศึกษาหลังจากใชเครื่องคํานวณ Graphic Calculator 
แลวสวนใหญมีความรูสึกดีถงึดีมากกับการไดใชเปนสวนหนึ่งของการเรียน 
    จอน เมฆสวาง (2548: 44-48) ไดพัฒนาบทเรียนคอมพิวเตอรมัลตมิีเดียเรื่อง 
เมทริกซและการประยุกต สําหรับนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5  และเปรยีบเทียบผลสัมฤทธิท์างการ
เรยีนวิชาคณติศาสตรเรื่องเมทรกิซและการประยุกต ของนกัเรยีนชั้นมัธยมศึกษาปที ่5 ระหวางกลุม
ที่เรียนดวยวิธีสอนโดยใชบทเรียนคอมพิวเตอรมัลติมีเดียกับกลุมที่เรียนดวยวิธีสอนปกติ ผลการวิจัย
พบวา ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนคณิตศาสตรเรื่องเมทรกิซและการประยุกตของนกัเรยีนชัน้
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มัธยมศึกษาปที่ 5 ของกลุมที่เรยีนดวยวิธีสอนโดยใชบทเรียนคอมพิวเตอรมัลติมีเดียกับกลุมที่เรียน
ดวยวิธีสอนปกติ ไมแตกตางกันทีร่ะดับนยัสาํคญั .01 
    อมฤทธิ ์บุพโต (2548: 68-73) ไดเปรยีบเทียบผลสมัฤทธิ์ทางการเรยีนวิชา
คณติศาสตรเรื่องกําหนดการเชิงเสน นักเรยีนชัน้มัธยมศกึษาปที่ 5 ระหวางกลุมที่เรียนดวยวิธีสอน
โดยใชบทเรียนคอมพิวเตอรมัลติมีเดียทีผู่วิจัยพัฒนากับกลุมที่เรยีนดวยวิธีสอนปกต ิและ
เปรยีบเทียบเจตคติตอวิชาคณติศาสตรของผูเรยีนกอนและหลงัจากการการเรียนดวยบทเรียน
คอมพิวเตอรมัลตมิีเดียเรื่องกําหนดการเชิงเสน ระดับมธัยมศึกษาปที่ 5 ผลการวิจัยพบวา  
     1. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนคณติศาสตรเรื่องกําหนดการเชิงเสน นักเรียน
ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 ระหวางกลุมทดลองที่เรียนโดยใชบทเรียนคอมพิวเตอรมัลติมีเดียกับกลุม
ควบคุมที่เรียนโดยวิธีสอนปกต ิไมแตกตางกันที่ระดับนัยสําคัญ .05 
     2. ผูเรยีนมีเจตคตติอวิชาคณติศาสตรภายหลงัเรยีนดวยบทเรยีน
คอมพิวเตอรมัลตมิีเดียดีกวากอนเรยีนที่ระดับนยัสาํคญั .01 
    วัชราภรณ ปราณีธรรม (2549: 95-98) ไดศึกษาระดับความเขาใจเก่ียวกับ
ฟงกชันกําลังสองของนักเรียนในการแกปญหาทางคณติศาสตร และศึกษาบทบาทของเครื่องคิดเลข
กราฟกที่เปนเครื่องมือในการนาํเสนอความเขาใจในแกปญหาทางคณติศาสตร รูปแบบของการวิจัย
ใชระเบียบวิธีวิจัยเชิงคุณภาพ โดยใชกรณีศึกษา ผูรวมในการวิจัยประกอบดวย ผูวิจัยทําหนาที่เปน
ครูผูวิจัย ผูชวยวิจัยจํานวน 2 คน ซึ่งทําหนาทีใ่นการบันทึกวีดิทัศน กลุมเปาหมายเปนนักศึกษา
ระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพชั้นสูง (ปวส.) ชั้นปที ่1 แผนกวิชาชางยนต ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 
2548 วิทยาลัยเทคนิคขอนแกน อําเภอเมือง จังหวัดขอนแกน จํานวน 3 คน ซึ่งเขารวมการวิจัยดวย
ความสมัครใจ ผลการวิจัยพบวา  
     1. ในการแกปญหาทางคณติศาสตรนกัเรยีนมีความเขาใจในระดับการ
กระทํา (Action) และระดับกระบวนการ (Process) เก่ียวกับฟงกชันกําลังสอง มีกรณีทีน่กัเรยีน
สามารถเชื่อมโยงความเขาใจในระดับกระบวนการและสมบัติที่เก่ียวของในการแกสถานการณปญหา 
แตไมสามารถแกสถานการณปญหาไดสําเรจ็ ซึ่งแสดงใหเหน็วา แมวานักเรียนจะมีการเชื่อมโยง
ความเขาใจในระดับกระบวนการที่เก่ียวของกับสถานการณปญหา แตการเชื่อมโยงนั้นไมเหมาะสม 
ซึ่งเปนสาเหตใุหนักเรยีนไมสามารถแกสถานการณปญหาได  
     2. การใชเครื่องคดิเลขในการแกสถานการณปญหาของนกัเรยีน พบวา 
เครื่องคดิเลขกราฟกใชเปนเครื่องมือชวยสงเสรมิการใชความเขาใจในทัง้ 2 ระดับ กลาวคือ บทบาท
การเปนเครื่องมือแสดงความเขาใจมโนมติในระดับการกระทํา (CART) และระดับกระบวนการ 
(CPRT) ในการใชเครื่องคดิเลขในกระบวนการแกปญหาจะใชความสามารถและบทบาทของเครื่อง
คิดเลขในการเขียนกราฟและการหาคาตาง ๆ เก่ียวกับกราฟของฟงกชันกําลังสอง 
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   งานวิจัยตางประเทศ 
    โดว และซานกอ (Doerr; & Zangor. 2000: 143) ไดศึกษาบทบาทและผลการ
ใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟของนักเรยีนในการแกปญหาเพ่ือสรางความหมายเชิงคณติศาสตรใหกับ
ตนเอง ผลการศึกษาวิจัยพบวา บทบาทของเครื่องคํานวณเชิงกราฟมีอยู 5 บทบาท ไดแก บทบาท
ในการเปนเครื่องมือชวยคาํนวณ บทบาทในการเปนเครือ่งมือชวยในการแปลง บทบาทในการเปน
เครื่องมือเก็บรวบรวมขอมูลและวิเคราะหขอมูล บทบาทในการเปนเครื่องมือแสดงกราฟ และบทบาท
ในการเปนเครื่องมือชวยตรวจสอบ และผลการศึกษาวิจยัพบวา สถานการณปญหา และบทบาท 
ความรูและความเชื่อของครู มีสวนชวยสนับสนนุการใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ ผลการวิจัยยังพบอีก
วา การใชเครื่องคํานวณเชิงกราฟ 1 เครื่องตอนักเรียน 1 คน ชวยขจัดปญหาการจับกลุมคยุกันใน
ชั้นเรยีน ในขณะที่การใชเครื่องคาํนวณเชงิกราฟ 1 เครื่องตอนักเรียนหลายคน ชวยสงเสริมการ
เรยีนรูคณติศาสตรชั้นเรียน 
    เพอเจซี (Perjési. 2003: 43) ไดนําโปรแกรมระบบพีชคณิต (Computer 
Algebra System: CAS) ชื่อ Maple เขามาชวยสอนวิชาการวิเคราะหเวกเตอร (Vector Analysis) 
ใหกับนักศกึษาคณะวิศวกรรมศาสตร เนื่องจากเนื้อหานี้เปนเนื้อหาที่มีความซับซอนและเปนการ
ยากที่จะแสดงแนวคิดใหเขาใจไดอยางลกึซึง้โดยใชกระดานดําและชอลก ผลการวิจัยพบวามีความ
เปนไปไดทีจ่ะนําโปรแกรมระบบพีชคณติเขามาชวยสอนวิเคราะหเวกเตอร เพ่ือแสดงแนวคิด
เก่ียวกับเวกเตอรในสามมติิและทฤษฎีบทของเกาสและทฤษฎีบทของสโตคส ผลของการวิจัยแสดง
ใหเห็นวาโปรแกรม Maple ชวยใหนักศึกษาเขาใจแนวคิดไดอยางเปนรูปธรรมมากข้ึน 
    อะบูนาจา (Abu-Naja. 2008: 183) ไดศึกษาผลของการใชเครื่องคํานวณเชิง
กราฟที่มีตอการเรยีนรูเรื่องฟงกชัน ของนกัเรยีนชัน้มัธยมศึกษาปที่ 3 ประเทศอิสราเอล กลุมหนึง่
เรียนโดยใชเครื่องคํานวณเชิงกราฟ อีกกลุมหนึง่เรยีนแบบปกต ิผลการวิจัยพบวา ความสามารถใน
การวาดกราฟของทั้งสองกลุมไมแตกตางกัน แตนักเรยีนที่เรยีนดวยเครื่องคาํนวณเชงิกราฟมี
ความสามารถในการบอกลักษณะของกราฟที่วาด ความสามารถในการยกตัวอยางฟงกชันที่มสีมบัติ
เดียวกับกราฟที่วาด และมีความสามารถในการคนหารูปทั่วไปของฟงกชันทั้งหมดที่มสีมบัติเดียวกับ
กราฟที่วาดไดดีกวานักเรียนที่เรียนแบบปกต ิ
    จากการศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมระบบพีชคณิต
พบวา โปรแกรมระบบพีชคณิตเปนเครื่องมือที่เอ้ือตอการเรียนการสอน ทั้งยังชวยในการคํานวณ 
เก็บรวบรวมขอมูลและวิเคราะหขอมูล แสดงกราฟ ตรวจสอบคําตอบ และแสดงแนวคิดที่มีความ
ซับซอนใหเขาใจไดอยางเปนรูปธรรมมากข้ึน รวมถงึสรางเจตคตติอการเรยีนวิชาคณติศาสตรใน
ทางบวกแกผูเรียน ดวยเหตนุีผู้วิจัยจึงสนใจที่จะนาํโปรแกรมระบบพีชคณิตมาใชในการเรียนการ
สอนเรือ่งอนุพันธและการประยุกต 
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 1.3 ลักษณะของโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
  เนื่องจากโปรแกรม C.a.R. เปนโปรแกรมหนึ่งในกลุมโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต 
และโปรแกรม Euler เปนโปรแกรมหนึง่ในกลุมโปรแกรมระบบพีชคณติ ซึง่โปรแกรมทัง้สองเปน
โปรแกรมคนละกลุมกัน จึงมีลักษณะการทํางานและจุดประสงคของการใชงานที่แตกตางกัน 
ลักษณะของโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler พอสรุปโดยสังเขปไดดังตาราง 1  
 
ตาราง 1 ลักษณะของโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
 

คณุสมบัต ิ โปรแกรม C.a.R. โปรแกรม Euler 
1. กลุมของโปรแกรม เปนโปรแกรมในกลุมโปรแกรม

เรขาคณิตแบบพลวัต  
เปนโปรแกรมหนึ่งในกลุมโปรแกรม
ระบบพีชคณติ 

2. การใชงาน การใชงานโดยสวนใหญจะใชเมาส 
มีการใชคียบอรดบาง ในกรณีของ
การพิมพฟงกชันเพ่ือสรางกราฟ 
การพิมพขอความ หรือการพิมพคา
ของพารามิเตอร 

การใชงานโดยสวนใหญจะใช
คียบอรดพิมพคําสัง่ 

3. กระบวนการทํางาน
ของโปรแกรม 

โปรแกรม C.a.R. เก่ียวของกับการ
สรางและจัดกระทํากับวัตถุ เชน 
การสรางวงกลม การยายตาํแหนง 
ของวงกลมรูปนั้น หรือการสรางจุด
บนวงกลมรูปนั้นแลวสังเกตการ
เคลื่อนที่ของจุดบนวงกลม เปนตน 
โดยโปรแกรมมลีักษณะปฏิสัมพันธ
กับผูใช การคลกิเมาสหรือการลาก
เมาสสงผลตอวัตถ ุหากตองการ
สรางหรือแกไขวัตถุจะใชเมาสคลิก 
หรือใชเมาสลากวัตถุเมื่อตองการให
วัตถเุคลื่อนที่ไปทางใด ดังนั้นการ
ลากเมาสไปทางขวาจึงเสมือนกับ
การลากวัตถุไปทางขวาดวย
โปรแกรมกลุมนี้จึงถูกเรียกวา 
Dynamic Geometry คือสามารถ
ขยับหรอืเคลื่อนที่รูปเรขาคณติให 

เมื่อผูใชพิมพคาํสั่งเขาไป โปรแกรม
จะแสดงผลลัพธออกมา กลาวคือ 
การทํางานมีลักษณะเปนแบบ 
ขอมูล – ประมวลผล – ผลลัพธ 
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ตาราง 1 (ตอ) 
 

คณุสมบัต ิ โปรแกรม C.a.R. โปรแกรม Euler 
3. กระบวนการทํางาน
ของโปรแกรม 
(ตอ) 

เห็นไดจริง ซึ่งตางกับการเรียนรู
แบบปกติซึ่งผูเรียนตองจินตนาการ
การเคลื่อนที่ของรูปเรขาคณติเอง  

 

4. ความสามารถใน
การประมวลผลเชิง
สัญลักษณ 

โปรแกรม C.a.R. มีความสามารถ
ในการประมวลผลเชงิสญัลกัษณ
คอนขางนอย กลาวคือ จะมีการ
ประมวลผลเชิงสัญลักษณภายใน
ของโปรแกรม แตไมสามารถแสดง
ผลลัพธออกมาใหผูใชนาํไปใชงาน
ได จึงไมจัดวาโปรแกรม C.a.R. มี
ความสามารถในการประมวลผลเชงิ
สัญลักษณ 

โปรแกรม Euler มีความสามารถใน
การประมวลผลเชิงสญัลกัษณ 
เพราะมีโปรแกรมแบบ CAS 
(โปรแกรมระบบพีชคณิต) แฝงอยู 

5. การสรางภาพ 
เคลื่อนไหว 

โปรแกรม C.a.R. มีความสามารถ
ในการสรางภาพเคลื่อนไหว 

โปรแกรม Euler ยังไมมีความ 
สามารถในการสรางภาพเคลื่อนไหว 

6. การสรางแบบฝก โปรแกรม C.a.R. มีความสามารถ
ในการสรางงานที่มีลักษณะเปน
แบบทดสอบการสราง กลาวคือ เมื่อ
ผูเรียนสรางไดถูกตอง โปรแกรม
จะแจงผลใหทราบทันท ี

โปรแกรม Euler ยังไมมีความ 
สามารถในการสรางแบบฝก 

7. จุดประสงคของการ
ใชงานโปรแกรม 

ใชเพ่ือเปนสื่อการเรียนรู  
โดยใชโปรแกรม C.a.R. เสนอแนว  
คดิที่สําคญัทางคณติศาสตรและ
แสดงภาพการเปลี่ยนแปลงไดอยาง
เปนรูปธรรมมากข้ึน เพ่ือใหผูเรยีน
ไดสํารวจ สังเกต และเรียนรูอยางมี
ความหมาย 

ใชเพ่ือเสริมการเรียนรู 
โดยโปรแกรม Euler ชวยในการ
คํานวณหรือตรวจคําตอบ  
ในบางกรณอีาจใชโปรแกรม Euler 
เปนสื่อการเรียนรู เชน การสํารวจ
กราฟ 3 มิต ิ
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2. เอกสารและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของกับการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกต 
 2.1 เอกสารที่เก่ียวของกับการเรยีนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
  แคลคลูัสเปนคณิตศาสตรแขนงหนึง่ซึ่งมีประโยชนตอวิทยาการในสาขาตาง ๆ 
มากมาย เชน ฟสิกส เคม ีชีววิทยา วิศวกรรมศาสตร ดาราศาสตร เศรษฐศาสตร สงัคมวิทยา และ
พฤติกรรมทางจติวิทยา ตลอดจนเปนพ้ืนฐานของการศกึษาคณติศาสตรสาขาอ่ืน ๆ แทบทุกสาขา 
ผูใหกําเนิดวิชาแคลคูลัส คือ ไอแซก นิวตัน (Issac Newton, 1642 – 1727) นักคณติศาสตรชาว
อังกฤษ และ กอตตฟรีด วิลเฮลม ไลบนติซ (Gottfried Wilhelm Leibnitz, 1646 – 1716) นัก
คณิตศาสตรชาวเยอรมัน (มหาวิทยาลัยรามคําแหง. 2546: 103) 
  อนุพันธ เปนสวนหนึ่งของวิชาแคลคลูัส ซึ่งกลาวถงึอัตราการแปรคาและอัตราการแปร
คาชั่วขณะ บทประยุกตของอนุพันธ มีประโยชนอยางกวางขวางในการแกปญหาตาง ๆ เชน การหา
ความสัมพันธระหวางอัตราการเปลี่ยนแปลงของสิง่สองสิง่เมื่อเทยีบกับเวลา ซึ่งมีประโยชนใน
ชีวิตประจําวันมาก (กมล เอกไทยเจรญิ. 2537: 351) การเขียนกราฟโดยใชความรูเรื่องอนุพันธ ซึ่ง
จากสมบัติการเปนฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด (Increasing-Decreasing) ความเวา (Concave 
upward-Downward) คาสูงสุดและต่ําสุด (Maximum-Minimum) และจุดเปลี่ยนความเวา (Point of 
Inflection) ของฟงกชันทําใหสามารถเขียนกราฟคราว ๆ ของฟงกชันไดโดยไมตองเสียเวลามากนัก 
เพราะถาทราบวาฟงกชันมีคาสูงสุด/ต่ําสุดที่จุดใด มีคาเทากับเทาใดและกราฟเปนฟงกชันเพ่ิมหรือ
ฟงกชันลดจากไหนถึงไหน เสนของกราฟในชวงนัน้ ๆ หงายข้ึนหรือควํ่าลง มีจุดเปลี่ยนลักษณะ
เสนกราฟตรงไหน ยอมสามารถที่จะเขียนกราฟไดทนัท ี(จินดา อาจริยะกุล. 2537: 143) 
  อนุพันธ มีพ้ืนฐานความรูมาจากเรื่องความชันของเสนสัมผัสของเสนโคง ความหมาย
ทางเรขาคณติของอนพัุนธ (Derivative) สามารถพิจารณาไดดังภาพประกอบ 1 

 

ภาพประกอบ 1 ความหมายทางเรขาคณิตของอนุพันธ 

. 
. 

. . . . 

. 

. 
f(x + h)  

f(x)  

Y  

x  X  0  
β  

A  

a  

B  

C  

x + h  

. 

b  
α  
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   ให f(x) เปนฟงกชันซึง่หาอนพัุนธได (Differentiable) ใน [a, b] 
   ให A เปนจุดที่มีพิกัด (x, f(x)) ซึ่งเปนจุดคงทีใ่ด ๆ บนกราฟ f(x) 
   ให B เปนจุด (x + h, f(x + h)) ซึ่งเปนจุดคงที่อีกจุดหนึ่งบนกราฟ f(x) 
   ลากเสนตรง AB และลากเสนสมัผสั AC สัมผัสกราฟ f(x) ที่จุด A  
   ให α เปนมุมที่เสนตรง AB ทํากับแกน X ในทศิทวนเข็มนาฬิกา 
   ให β เปนมุมที่เสนตรง AC ทํากับแกน X ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 
   จากภาพประกอบ 1 จะไดวา 

    tan α  ( ) ( )
( ) xhx

xfhxf
−+

−+
=  ( ) ( )

h
xfhxf −+

=  

   แตถา h มีคาเขาใกลศูนย (คือระยะทางระหวางจุด x และจุด (x + h) สั้นมาก ๆ ) 
จุด B จะอยูใกลจุด A มาก ๆ จน เกือบ จะเปนจุดเดียวกัน 
   นั่นก็คือเมื่อ h เขาใกลศนูย มมุ α จะมีขนาดใกลเคียงกับมุม β มาก ๆ  
   และเสนตรง AB จะเบนเขาใกลเสนสัมผสั AC 
   ดังนั้น  tan β   α=

→
tanlim

0h
 

     ( ) ( )






 −+

=
→ h

xfhxf
lim

0h
 

     = f /(x) 
   คือ f /(x) ความชันของเสนสมัผสั ณ จุด (x, f(x)) บนกราฟ f(x) 

  เรื่องคาเชิงอนุพันธ (Differential) ซึง่เปนบทประยุกตของอนุพันธนั้น นับวามี
ประโยชนในการแกปญหาตาง ๆ มาก ซึง่ความหมายทางเรขาคณติของคาเชิงอนพัุนธ สามารถ
พิจารณาไดดังภาพประกอบ 2 

 

ภาพประกอบ 2 ความหมายทางเรขาคณิตของคาเชงิอนพัุนธ 

. dy  . 
C  
. T  
. 

. . 

. 

. 
y + ∆y  

y  

Y  

x  
X  0  

θ  

A  

B  

f(x)  

∆y = f(x + ∆x) - f(x) 

x + ∆x  
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   ให y = f(x) เปนฟงกชันซึ่งหาอนุพันธได (Differentialble) ที่จุด x 
   ให A เปนจุด (x, y) และ B เปนจุด (x + ∆x, y + ∆y) ซึ่งเปนจุดสองจุดใด ๆ บน
กราฟ f(x) 
   ลากเสน AT สัมผัสกราฟ f(x) ที่จุด A ทํามุม θ กับแกน X 

   เนื่องจาก f(x) เปนฟงกชันซึ่งหาอนุพันธไดทีจุ่ด x ดังนั้น 
2
π

≠θ  

   พิจารณา ∆ ACT จะเหน็วา 
AC
TC

tan =θ  

   จาก AC = ∆x และจากความหมายทางเรขาคณติของอนพัุนธที่วา tan θ = f /(x) 

   ดังนั้น ( )
x

TC
xf /

Δ
=  

   นั่นก็คือ TC = f /(x) ⋅ ∆x 
   หรือ      dy = f /(x) ⋅ ∆x  
   ให        ∆y = f(x + ∆x) – f(x)  
   พบวา dyy −∆ จะเขาใกลศนูย  เมื่อ ∆x เขาใกลศูนย 
   นั่นก็คือ ∆y มีคาใกลเคียงกับ dy มาก ถาหากวา ∆x มีคานอยมาก ๆ 
   นิยมเขียนแทนดวยสัญลักษณ ∆y ≈ dy 
   ดังนั้น f(x + ∆x) – f(x) ≈ dy = f /(x) ⋅ ∆x 
   หรือ f(x + ∆x) = f /(x) ⋅ ∆x + f(x)   ( * ) 
 
  ประโยชนของคาเชิงอนุพันธ ( * ) สามารถนําไปประมาณคาตาง ๆ ได ดังตัวอยาง
ตอไปนี้  
   กําหนดให 3xy =  จงประมาณคาที่เปลี่ยนแปลงของ y ถาคาของ x เปลี่ยน
จาก x = 9 เปน x = 9.01 
    คาที่เปลี่ยนโดยประมาณของ y ก็คือ Differential ของ y ซึ่งข้ึนอยูกับ x และ 
dx เทานั้น 
    คาของ x เปลี่ยนจาก x = 9 เปน x = 9.01 
    ดังนั้น dx = 9.01 – 9.00 = 0.01 
    จาก    dy = f /(x) ⋅ dx 

             dx
2

x3
⋅=  

    ∴ เมื่อ x = 9, dx = 0.01 จะได 

             ( )01.0
2

93
dy ⋅=  
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       = 0.045 
  หมายเหต ุคาเปลี่ยนแปลงที่แนนอนของ y สามารถหาไดจาก ( ) ( )33 901.9 −  
แตการคาํนวณหาตัวเลขจํานวนนี้โดยไมมีเครื่องคดิเลขชวยนั้นเสยีเวลามากเกินกวาจะไดผลคุมคา
เวลาในเมื่อไดคําตอบคือ 0.0444 ซึ่งเปนคาทีใ่กลเคยีงกับการประมาณโดยใช Differential 
 
  หลายครั้งพบวากราฟจากขอมูลที่เก็บรวบรวมมาไมสามารถหาสมการคณติศาสตรที่
เหมาะสมได แตตองการทราบอัตราการเปลี่ยนแปลงของขอมูลที่ทําการเก็บรวบรวมมาไดนี้ วิธีทีง่าย
ในการสรางกราฟอัตราการเปลี่ยนแปลงของขอมูลหรือกราฟอนุพันธของขอมูล อาจใชวิธีหาอัตรา
การเปลีย่นแปลงที่เกิดข้ึน ณ เวลาสั้น ๆ (Instantaneous Rates) หรือความชันของเสนสัมผสักราฟ
ที่สรางจากขอมูลเพียงบางจุดเทานั้น และวาดกราฟอนุพันธจากจุดบางจดุเหลานัน้ (Green. 1976: 
128-130) 

 

ภาพประกอบ 3 การสรางกราฟอัตราการเปลี่ยนแปลงของขอมูลจากการพิจารณาจุดบนกราฟขอมูล 

  ในภาพประกอบ 3 จุดบางจุดบนกราฟ y = f(x) จะถูกพิจารณาเพ่ือมาสรางกราฟ f /(x) 
มีขอสังเกตวาจุดเปลี่ยนความเวาบนกราฟ y = f(x) จะใหคาสูงสดุหรือคาต่ําสุดบนกราฟ f /(x) จาก
ภาพประกอบ 3 เราจะพิจารณาจุดบนกราฟ y = f(x) สามจุดเพ่ือมาวาดกราฟ f /(x) ไดแก จุด R   
จุด T และจุด 4 พิจารณาจุด R พบวาเปนจุดระหวางจุด 2 และจุด 3 และมีความชันของเสนสมัผสั
เทากับศูนย นั่นคือ ที่จุด R กราฟ f /(x) จะตัดแกน X พิจารณาจุด T พบวาเปนจุดระหวางจุด 5 และ
จุด 6 และมีความชันของเสนสัมผัสเทากับศูนย นั่นคอื ทีจุ่ด T กราฟ f /(x) จะตัดแกน X เชนเดียวกับ 
ที่จุด R สําหรับจุด 4 นั้นเปนจุดเปลี่ยนความเวาของกราฟ y = f(x) เมื่อพิจารณาคาความชันของเสน
สัมผสักราฟ y = f(x) ที่ดานซายของจุด 4 และดานขวาของจุด 4 แลวจะพบวาจุดเปลี่ยนความเวา 
จุด 4 นี้ใหคาต่ําสุดในกราฟ f /(x) เปนตน  

5  . . 
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. . 
. . . 
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     f / (x)  

. 
. 
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  ดังนั้นแมจะไมสามารถหาสมการคณติศาสตรที่เหมาะสมกับขอมูลที่เก็บรวบรวมมา 
แตการเลือกพิจารณาจุดตาง ๆ ดังที่กลาวมาขางตนเพ่ือสรางกราฟอนุพันธของขอมูล จะทําใหทราบ
ถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของขอมูลทีท่ําการเก็บรวบรวมมาได 
 
 2.2 งานวจัิยที่เก่ียวของกับการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
  งานวิจัยในประเทศ 
   สมบัต ิแสงทองคําสุก (2545: 94-103) ไดพัฒนารูปแบบการสอนวิชาคณิตศาสตร
แบบบูรณาการเชิงเนื้อหาเพ่ือสงเสรมิทักษะการเชื่อมโยง เรื่อง อนุพันธของฟงกชัน ระดับ
มัธยมศึกษาปที่ 6 และศกึษาผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนวิชาคณติศาสตรของนกัเรยีนชัน้มัธยมศึกษาป
ที่ 6 ที่ไดรับการสอนโดยใชรปูแบบการสอนวิชาคณติศาสตรแบบบูรณาการเชงิเนื้อหา เพ่ือสงเสรมิ
ทักษะการเชื่อมโยง ผลการศึกษาพบวา 
    1. รูปแบบการสอนวิชาคณติศาสตรแบบบูรณาการเชงิเนือ้หา เพ่ือสงเสรมิ
ทักษะการเชื่อมโยงเรื่องอนพัุนธของฟงกชัน มีประสทิธิภาพตามเกณฑ 80/80 โดยมีคา
ประสิทธิภาพ 89.84/82.32  
    2. ผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนที่เรียนโดยใชรปูแบบ
การสอนวิชาคณติศาสตรแบบบูรณาการเชงิเนื้อหา เพ่ือสงเสรมิทักษะการเชื่อมโยง เรื่องอนุพันธ
ของฟงกชัน หลังไดรับการสอนสงูกวากอนไดรับการสอน อยางมีนัยสาํคญัทางสถติิที่ระดับ .01 
   ชนธิชา แสงแกว (2546: 31-34) ไดศกึษาวิจัยโดยการพัฒนาบทเรียน
คอมพิวเตอรมัลตมิีเดียเรื่อง อนุพันธของฟงกชัน ระดับมธัยมศึกษาปที่ 6 และศึกษาเปรียบเทียบ
ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาคณติศาสตร เรื่องอนุพันธของฟงกชัน ระดับมธัยมศึกษาปที่ 6 กลุม
ตัวอยางเปนนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 6 ของโรงเรียนไทรโยคมณกีาญจนวิทยา จงัหวัดกาญจนบุรี 
ซึ่งประกอบดวยกลุมทดลองและกลุมควบคุม กลุมละ 35 คน กลุมควบคุมเรียนโดยวิธีสอนปกติจาก
ครผููสอน กลุมทดลองเรียนโดยใชบทเรียนคอมพิวเตอรมลัติมีเดีย ใชเวลาทดลองจํานวน 30 คาบ 
คาบละ 50 นาที ทัง้สองกลุม ในภาคเรยีนที่ 1 ปการศึกษา 2545 ผลการวิจัยพบวา ผลสัมฤทธิ์
ทางการเรยีนวิชาคณติศาสตรเรื่องอนพัุนธของฟงกชัน ระดับมธัยมศึกษาปที่ 6 ไมแตกตางกันที่
ระดับนัยสําคัญ .05 ซึ่งสอดคลองกับสมมติฐานที่ตัง้ไว 
   จินดา สวัสด์ิทวี (2547: 51-57) ไดศกึษาประเมนิประสทิธิภาพของบทเรียน เรื่อง 
อนุพันธและการประยุกต ทีน่าํเสนอบนเครอืขายอินเตอรเนต็ โดยเกณฑ 70/70 และศึกษา ความ
สนใจของผูเรียนที่มตีอบทเรยีน เรื่อง อนุพันธและการประยุกต ทีน่าํเสนอบนเครอืขายอินเตอรเน็ต 
กลุมตัวอยางเปนนักศกึษาระดับปรญิญาตรีวิชาเอกคณติศาสตรที่ลงทะเบียนเรยีนวิชาแคลคลูัส ใน
ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2546 ของสถาบันราชภัฎยะลา จํานวน 30 คน ผลการวิจัยพบวา 
ประสิทธิภาพของบทเรียนที่นําเสนอบนเครอืขายอินเตอรเนต็ เรื่อง อนุพันธและการประยุกต ทีส่ราง



 31 

ข้ึนมีประสทิธิภาพ 74/93.33 สูงกวาเกณฑที่กําหนด และผูเรยีนมคีวามสนใจตอบทเรียนที่นําเสนอ
บนเครือขายอินเตอรเน็ต เรื่อง อนุพันธและการประยุกต อยูในระดับมาก ( 07.4x = ) 
   สมบูรณ สุคนัธรส (2547: 106-114) ไดพัฒนาการจัดการเรียนรูวิชาคณติศาสตร 
เรื่องการหาอนุพันธของฟงกชัน ใน 5 ประเด็น คือ  
    1. ผลการเรียนรูของนักศึกษาจากคะแนนทดสอบยอยทายวงจรปฏิบัติการที่ 
1 – 5  
    2. ผลการเรียนรูของนักศึกษาจากคะแนนแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการ
เรียน  
    3. ผลของกระบวนการจัดการเรียนรูตามแนวคดิผูเรยีนสรางความรูเองโดยหา
คาดัชนปีระสทิธิผล  
    4. ผลการประเมนิการจัดกิจกรรมการจัดการเรียนรู และ 
    5. ผลจากการประเมนิการทํางานกลุมของนักศกึษาแผนกวิชาชางกอสราง 
ระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพชั้นสูง สถาบันเทคโนโลยีราชมงคล วิทยาเขตภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 
นครราชสมีา ที่ศกึษาอยูในภาคเรยีนที่ 1 ปการศึกษา 2546 จํานวน 28 คน  
   ผลการศึกษาคนควา  
    ประเด็นที่ 1 พบวา คะแนนจากแบบทดสอบยอยทายวงจรปฏิบัติการที่ 1 – 5 
คิดเปนรอยละ 76.43, 61.07, 67.50, 68.92 และ 83.92 ตามลําดับ  
    ประเด็นที่ 2 พบวา คะแนนจากแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนเต็ม 
30 คะแนน คาเฉลี่ยเปน 21.82 คะแนน คิดเปนรอยละ 72.74  
    ประเด็นที่ 3 ดัชนปีระสทิธผิลของกระบวนการการจัดการเรียนรูตามแนวคดิ
ผูเรียนสรางความรูเอง คิดเปนรอยละ 65.72  
    ประเด็นที่ 4 พบวา ผลจากการประเมินการจัดกิจกรรมการจัดการเรียนรูตาม
แนวคดิผูเรยีนสรางความรูเอง นักศกึษาทุกคนมสีวนรวมในการทํางาน นักศกึษาที่เรยีนเกง
ชวยเหลอืนักศกึษาที่เรียนปานกลางและออน นักศกึษาทีเ่รยีนออนและปานกลางมีความภูมิใจที่
สามารถรวมกิจกรรมกับนักศกึษาที่เรียนเกงจนทําใหกลุมประสบความสําเรจ็  
    ประเด็นที่ 5 พบวา ผลการประเมินการทาํงานกลุม นักศกึษาที่เรยีนเกงให
ความสนใจกับเพ่ือนที่เรยีนออนกวาในกลุมและชวยกันอธิบายใหฟง ทําใหเกิดคณุลักษณะอันพึง
ประสงค ไดแก การสรางองคความรูและตรวจสอบความรูไดดวยตนเอง มีความเชื่อมั่นในตนเอง 
กลาแสดงความคิดเห็น มีทักษะการทํางานกลุม และมีความรับผิดชอบ 
   โดยสรุป การพัฒนาการจัดการเรียนรู เรื่องการหาอนุพันธของฟงกชันตามแนวคิด
ผูเรยีนสรางความรูเอง ในครั้งนี ้บรรลุความมุงหมายตามที่ตั้งไวทุกประการ 
   อริศรา ตั้งวารี (2548: 80-86) ไดสรางบทเรียนคอมพิวเตอรชวยสอนวิชาแคลคลูสั
และเรขาคณติวิเคราะห 1 เรื่องอนพัุนธของฟงกชัน สําหรับนกัศกึษาโปรแกรมวิทยาการ 
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คอมพิวเตอร ชั้นปที่ 1 และศึกษาผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนของนักศึกษาโปรแกรมวิทยาการ
คอมพิวเตอร ที่เรยีนโดยใชบทเรยีนคอมพิวเตอรชวยสอนวิชาแคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 
เรื่องอนุพันธของฟงกชัน  ผลการศกึษาพบวา ผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาแคลคลูสัและเรขาคณติ
วิเคราะห 1 ของนักศึกษาโปรแกรมวิทยาการคอมพิวเตอร ภายหลังไดรับการสอนดวยบทเรียน
คอมพิวเตอรชวยสอน เรื่องอนพัุนธของฟงกชนัเมื่อเทยีบกับเกณฑ (รอยละ 60 ข้ึนไป) ไดคะแนน
ผานเกณฑที่กําหนดไวอยางมีนัยสําคญัทางสถติิที่ระดับ .01 และผลสมัฤทธิ์ทางการเรียนวิชา
แคลคลูัสและเรขาคณติวิเคราะห 1 ของนักศึกษาโปรแกรมวิทยาการคอมพิวเตอร ภายหลังไดรับการ
สอนสูงกวากอนเรยีนดวยบทเรียนคอมพิวเตอรชวยสอน เรื่องอนุพันธของฟงกชัน อยางมนีัยสาํคญั
ทางสถิตทิี่ระดับ .01 
   เบญจพร สวางศร ี(2549: 17-20) ไดศกึษาผลสมัฤทธิท์างการเรยีนวิชาแคลคลูสั 
เรื่อง “อนุพันธและการประยุกต” ของนักศกึษาระดับปรญิญาตร ีที่ไดรับการสอนโดยใชเทคนคิการ
สอนแบบคนพบ ซึ่งเปนการจัดการเรียนการสอน ดวยการฝกทักษะ การสังเกต การสืบคน การให
เหตผุลหรือการสรางสมมตุิฐาน ซึ่งพัฒนาไปจากขอมูลทีม่ีอยูเดิม กลุมตัวอยางเปนนักศึกษา       
ชั้นปที ่1 คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลสุวรรณภูมิวิทยาเขต
สุพรรณบุรี ที่ลงทะเบียนเรียนวิชาแคลคลูสั 1 ในภาคเรียนที ่1 ปการศึกษา 2549 ผลการวิจัย      
ไดขอคนพบดังนี้   
    1. นักศกึษาทีไ่ดรับการสอนโดยใชเทคนคิการสอนแบบคนพบ มีผลสัมฤทธิ์
ทางการเรยีนหลังเรยีนสูงกวากอนเรยีนอยางมีนัยสําคญัทางสถิตทิี่ระดับ .05  
    2. นักศึกษารอยละ 70 ของนักศึกษาทัง้หมดมผีลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนผาน
เกณฑรอยละ 65 หรือมากกวา อยางมีนัยสาํคญัทางสถิตทิี่ระดับ .05  
  งานวิจัยตางประเทศ 
   เฟาลเลอร (Fowler. 2004: 791) สอนฟสิกสเรื่องการเคลือ่นที่ของลูกตุมนาฬกิา 
โดยใช Spreadsheet ในโปรแกรม Excel กับนักศึกษาระดับวิทยาลัยใน Virginia พบวา เมื่อ
นักศึกษาสราง Spreadsheet เพ่ือทํานายตําแหนงตามฟงกชันของเวลาที่ครกํูาหนดให นักศกึษา
รูสึกสนุกเมื่อไดเห็น Spreadsheet กําลังทํางานประมวลผล และนักศึกษามีความสนใจที่จะเพ่ิมแถว
ขอมูลลงในตารางใหมากข้ึน เมื่อนักศกึษาใสขอมูลลงตาราง โปรแกรมจะสรางกราฟซึ่งนักศึกษาจะ
ไดสํารวจกราฟเพ่ือสรางความเขาใจในเรื่องที่ตนเรยีน นกัศกึษามีเจตคตทิี่ดีในการแกปญหาฟสิกส
โดยใช Spreadsheet ในโปรแกรม Excel และนักศึกษาบอกวานักศึกษามีความเขาใจแคลคูลัสและ
เรื่องความเรงซึง่เปนบทประยุกตของอนุพันธมากข้ึนอีกดวย 
   บิซา คริสทัวและซาชาเรียเดส (Biza; Christou; & Zachariades. 2008: 53) ได
ศกึษารูปแบบความเขาใจเก่ียวกับเสนสมัผสักราฟของนกัเรยีนมัธยมศึกษาปที่ 6 จํานวน 196 คน  
ประเทศกรซี ผลการวิจัยทําใหไดรูปแบบความเขาใจ 3 กลุม โดยใชปจจัยในการพิจารณา 
ความเขาใจ 7 ขอดังนี้  
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    1. เสนสมัผสัเสนโคงมีเพียงจุดเดียวเทานั้นที่สัมผสัโคง   
    2. ในแตละยานใกลเคยีง (Neighbourhood) มีจุดสัมผัสโคงเพียงจุดเดียว
เทานั้น  
    3. ในบางยานใกลเคยีงมีจุดสมัผัสโคงเปนจํานวนอนนัต  

   4. มีเสนสัมผสัโคงที่จุดเปลี่ยนความเวา  
   5. ไมมีเสนสมัผสัโคงที่จุดปลายของชวง  
   6. การใชสญัลกัษณเก่ียวกับเสนสมัผัส  
   7. เสนสมัผสัของภาคตดักรวย  
  โดยกลุม A เปนกลุมที่เรียกวา Analytical Local กลุมนี้มคีวามเขาใจทั้ง 7 ปจจัยที่

กลาวมาขางตน มีนักเรียนจํานวน 78 คน กลุม B เปนกลุมที่เรียกวา Intermediate Local กลุมนี้ขาด
ความเขาใจวาในบางยานใกลเคยีงสามารถมีจุดสมัผสัโคงเปนจํานวนอนนัตได และขาดความเขาใจ
วาสามารถมีเสนสัมผสัโคงที่จุดเปลี่ยนความเวาได กลุมนี้มีนักเรยีนจํานวน 60 คน และกลุม C เปน
กลุมที่เรียกวา Geometrical Local กลุมนี้มีความเขาใจวาเสนสมัผัสเสนโคงมีเพียงจุดเดียวเทานั้นที่
สัมผสัโคง และสามารถเขียนเสนสัมผสัไดเฉพาะกับภาคตดักรวย เทานั้น มีนักเรยีนจํานวน 58 คน 
   บิซา และซาชาเรียเดส (Biza; & Zachariades. 2008: 89) ไดออกแบบการสอน
แคลคูลัสเรื่องอนพัุนธโดยใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตชื่อ EucliDraw โดยทดลองกับนักเรียน
ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 6 จํานวน 17 คน ประเทศกรีซ งานวิจัยนี้เปนสวนหนึ่งของโครงการสงเสรมิการ
สอนแคลคูลัสโดยใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต (CalGeo: Teaching Calculus Using Dynamic 
Geometric Tools) ผลการพัฒนาทําใหไดกิจกรรมการเรยีนการสอนซึ่งชวยใหนักเรยีนเขาใจแนวคิด
เก่ียวกับเสนสัมผสัและอนุพันธไดดีข้ึน และยังมีกิจกรรมการอภิปรายในชั้นเรยีนเก่ียวกับฟงกชันที่
สามารถหาอนุพันธไดและฟงกชนัทีไ่มสามารถหาอนุพันธไดทั้งในดานเรขาคณติและในทาง
สัญลักษณ ผลการวิจัยนี้มสีวนชวยในการพัฒนาเครื่องมอืใหกับโครงการสงเสรมิการสอนแคลคลูัส
โดยใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต 
   จากการศึกษางานวิจัยที่เก่ียวของกับโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัต โปรแกรม
ระบบพีชคณติ และอนุพันธและการประยุกตขางตน พบวามีงานวิจัยทั้งในประเทศและตางประเทศ 
ที่ไดศึกษาเก่ียวกับการสอนแคลคูลัสโดยใชโปรแกรมระบบพีชคณิต และงานวิจัยเก่ียวกับการสอน
เรื่องอนุพันธโดยใชโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัต และจากการศึกษาเอกสารเก่ียวโปรแกรม C.a.R. 
และโปรแกรม Euler พบวาโปรแกรมทั้งสองมีประสทิธิภาพที่ดีเหมาะแกการนํามาใชในการเรียน 
การสอน ผูวิจัยจงึสนใจนําโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler มาสรางกิจกรรมการเรียนการสอน
เรื่องอนุพันธและการประยุกต สําหรับนสิติระดับปรญิญาตร ีเพ่ือเปนแนวทางหนึง่สําหรับการเรยีน
การสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
 



บทท่ี 3 
วิธีดําเนินการวิจัย 

ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยไดดําเนนิการตามข้ันตอนดังนี ้
  1. การกําหนดประชากรและเลือกกลุมตัวอยาง 
  2. การสรางเครื่องมือที่ใชในการวิจัย 
  3. การเก็บรวบรวมขอมูล 
  4. การจัดกระทําขอมูลและการวิเคราะหขอมูล   

การกําหนดประชากรและเลือกกลุมตัวอยาง 
ประชากร 

ประชากรทีใ่ชในการวิจัยครั้งนี้เปนนสิิตระดับปรญิญาตรี ที่ลงทะเบียนเรยีนรายวิชา 
คณ 111 (คณติศาสตร 1) มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ กรุงเทพมหานคร 

กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัย 
ตัวอยางที่ใชในการวิจัยครัง้นี้เปนนสิติระดับปรญิญาตรี ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชา 

คณ 111 (คณติศาสตร 1) ประจําภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
กรุงเทพมหานคร จํานวน 16 คน  

การสรางเครื่องมือท่ีใชในการวิจัย 
เครื่องมือที่ใชในการวิจัยประกอบดวย กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการ

ประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler พรอมทั้งคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการ
สอน แบบทดสอบยอย แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต และ
แบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler ซึ่งมรีายละเอียดการดําเนนิการ ดังนี ้

กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. 
และโปรแกรม Euler และคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน  
  ขั้นที ่1 การเตรียมการงานดานวิชาการ  
   1. ศึกษาคูมือการศึกษาระดับปริญญาตร ีปการศกึษา 2545 คณะวิทยาศาสตร 
มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
   2. ศึกษาคูมือการศึกษาระดับปริญญาตร ีปการศึกษา 2552 คณะวิทยาศาสตร 
มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ   
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   3. ศึกษาเนื้อหาเรื่องอนุพันธและการประยุกตจากหนังสอืตอไปนี ้ 
    3.1 เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1 (มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ. 2546) 
    3.2 แคลคูลัส 1 และเทคนิคการใช Graphing Calculator (กมล เอกไทย
เจริญ. 2537)  
    3.3 อนุพันธและการประยุกต (จินดา อาจริยะกุล. 2537)  
    3.4 แคลคูลัสและเรขาคณิตวิเคราะห 1. (มหาวิทยาลัยรามคําแหง. 2546)  
    3.5 Calculus of One Variable. (Seeley, Robert T. 1972)   
    3.6 Calculus with Analytic Geometry. (Green, John R. 1976) 
    3.7 Calculus and Analytic Geometry. (Thomas, George B., Jr. (George 
Brinton). 1979) 
    3.8 A First Course in Calculus. (Lang, Serge. 1980) 
    3.9 Technical Mathematics with Calculus. (Calter, Paul. 1993) 
    3.10 The Green Book of Calculus. (Chover, Joshua. 1972) 
    3.11 Calculus the Easy Way. (Downing, Douglas. 1982) 
    3.12 The Power of Calculus. (Kenneth L. Whipkey; & Mary Nell 
Whipkey. 1979) 
   4. ศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของกับการสรางกิจกรรมการเรียนการสอน
โดยใชโปรแกรมเรขาคณติแบบพลวัตและโปรแกรมระบบพีชคณิต 
   5. กําหนดเนื้อหา ความคิดรวบยอด และจุดประสงคการเรียนรู เรื่องอนุพันธและ
การประยุกต สําหรับนสิิตระดับปรญิญาตร ีโดยผูวิจัยไดกําหนดเนื้อหาข้ึน 7 หัวขอ ใชเวลาในการ
สอนทั้งหมด 16 คาบ ไดแก  
    หัวขอที่ 1 อนุพันธและอนุพันธอันดับสูง   2 คาบ   
    หัวขอที่ 2 อนุพันธของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ    
         และฟงกชันผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ 2 คาบ 
    หัวขอที่ 3 อนุพันธของฟงกชนัโดยปรยิาย   2 คาบ  
    หัวขอที่ 4 อนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ 
         และอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัว   3 คาบ   
    หัวขอที่ 5 การเขียนกราฟของฟงกชัน   3 คาบ  
    หัวขอที่ 6 โจทยปญหาการหาคาสงูสดุและต่ําสดุ  2 คาบ 
    หัวขอที่ 7 ความเร็วและความเรง อัตราสมัพัทธ  
         และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต   2 คาบ 
  ขั้นที ่2 สรางกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler และคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน 
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   1. กําหนดกรอบเนื้อหาและรูปแบบกิจกรรมการเรียนการสอน โดยแบงเนื้อหา
ออกเปน 7 หัวขอ จํานวน 16 คาบ  
   2. จัดทําแผนการจัดการเรียนรู เรื่องอนุพันธและการประยุกตประกอบดวย  
    2.1 ชื่อเรื่อง / สาระสําคัญ / จุดประสงคการเรียนรู / สาระการเรียนรู 
    2.2 กิจกรรมการเรียนการสอน มีข้ันตอนดังนี ้ 
     2.2.1 ครูแนะนําเขาบทเรียน  
     2.2.2 นิสติปฏิบัตติามใบกิจกรรมโดยนิสติ 1 คนตอคอมพิวเตอร 1 เครื่อง 
     2.2.3 อภิปรายและสรุปผลการเรียนรู  
    2.3 สื่อการเรียนรู ประกอบดวย  
     2.3.1 แฟมคาํสัง่กิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร  
     2.3.2 ใบกิจกรรม  
    2.4 การวัดและประเมินผล 
    โครงสรางของกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอรในแตละคาบมีลักษณะดังนี ้ 
     1. สารบัญหลัก: ประกอบดวยเนื้อหา 7 หัวขอ 
     2. หนาหลักของกิจกรรม: ผูวิจัยนําเสนอกิจกรรมแตละหวัขอโดยใช
เพาเวอรพอยต เพ่ือใหสะดวกในการเรียกใช. 
     3. กิจกรรม: เพาเวอรพอยตแตละหัวขอ จะแทรกการเชื่อมโยงหลายมิติ 
ไปสูโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler เพ่ือใหนิสติคลิกไปทาํกิจกรรม (ดังภาพประกอบ)   
 

 

ภาพประกอบ 4 สารบัญหลัก 
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ภาพประกอบ 5 ตัวอยางหนาหลักของกิจกรรม 

 

ภาพประกอบ 6 ตัวอยางกิจกรรม  
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   3. กําหนดการประเมินผลของนสิติ โดยแบงการประเมินผลของนิสติออกเปนดังนี ้
    3.1 การประเมินผลระหวางเรียน ครูประเมินจากการแสดงแนวคิดและคําตอบ 
ของนิสิตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ในการปฏิบัติกิจกรรมจากใบกิจกรรม  
มีน้ําหนักคะแนนคิดเปนรอยละ 20 ของคะแนนทั้งหมด 
    3.2 การประเมินผลระหวางเรียน ครูประเมินจากการทําแบบทดสอบยอย  
มีน้ําหนักคะแนนคิดเปนรอยละ 30 ของคะแนนทั้งหมด 
    3.3 การประเมินผลหลังเรียน ครูประเมินจากการทําแบบทดสอบวัดผล
สัมฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกตทีผู่วิจยัสรางข้ึน มีน้ําหนักของคะแนนคิดเปน 
รอยละ 50 ของคะแนนทั้งหมด  
   4. สรางคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอนสําหรับครูและนิสติเพ่ือเปนแนวทาง
ในการใชกิจกรรมการเรียนการสอนทีถู่กตองและมีประสทิธิภาพ  
  ขั้นที ่3 นํากิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler และคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอนทีผู่วิจัยสรางข้ึน เสนอตอ
คณะกรรมการควบคุมปริญญานิพนธและผูเชี่ยวชาญ 3 ทาน ตรวจแกไขปรับปรุง เพ่ือพิจารณา
ความเที่ยงตรงเชงิเนื้อหา ความเหมาะสมของภาษา และชี้แนะขอบกพรองรวมทัง้ขอเสนอแนะใน
การปรับปรงุแกไข   
  ขั้นที ่4 นํากิจกรรมการเรียนการสอนและคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอนทีไ่ดรับ
การปรับปรุงแกไขตามคําแนะนําของคณะกรรมการควบคุมปริญญานิพนธและผูเชี่ยวชาญแลว ไป
ทดลองสอนกับนสิิตระดับปริญญาตร ีที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชา คณ 111 (คณติศาสตร 1) ประจํา
ภาคเรยีนที่ 1 ปการศึกษา 2552 มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ กรุงเทพมหานคร ซึ่งเปนนสิิตกลุม
นํารอง ในเวลาเรียนปกต ิจํานวน 19 คน โดยนสิติใชคอมพิวเตอร 1 คนตอ 1 เครื่อง  
  ขั้นที ่5 นํากิจกรรมการเรียนการสอนและคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอนจากข้ัน
ที่ 4 มาปรับปรุงแกไขขอบกพรอง และนําไปเสนอตอคณะกรรมการควบคมุปรญิญานิพนธและ
ผูเชี่ยวชาญตรวจสอบ แลวนํากิจกรรมการเรียนการสอนและคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน
ไปใช ในการทดลองกับกลุมตัวอยางตอไป ทั้งนี้กอนการทดลองจะฝกการใชงานโปรแกรม C.a.R. 
และโปรแกรม Euler นอกเวลาเรยีนปกต ิ1 คาบ 
 

แบบทดสอบยอย   
  แบบทดสอบยอยมีทั้งหมด 2 ฉบับ ซึ่งมีรายละเอียดดังนี ้  
   ฉบับที ่1 เปนแบบทดสอบอัตนัย จํานวน 3 ขอ ใชวัดหลงัจากเสร็จสิ้นการปฏิบัติ
กิจกรรมหัวขอที่ 4 เรื่องอนพัุนธของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ และอนุพันธใน
พิกัดเชิงข้ัว เพ่ือวัดความรูความเขาใจในเรื่องตอไปนี ้
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    1. อนุพันธและอนุพันธอันดับสงู  
    2. อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมติิและฟงกชนัผกผนัของฟงกชันตรโีกณมติ ิ  
    3. อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย  
   ฉบับที ่2 เปนแบบทดสอบอัตนัย จํานวน 4 ขอ ใชวัดหลงัจากเสร็จสิ้นการปฏิบัติ
กิจกรรมหัวขอที่ 7 เรื่องความเร็วและความเรง อัตราสมัพัทธ และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต 
เพ่ือวัดความรูความเขาใจในเรื่องตอไปนี ้  
    1. การเขียนกราฟของฟงกชัน  
    2. โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและต่ําสุด 
    3. อัตราสัมพัทธ และคาเชงิอนุพันธและการประยุกตซึ่งผูวิจัยดําเนนิการสราง
แบบทดสอบยอยตามข้ันตอน ตอไปนี ้ 
   1. ศกึษาทฤษฎีและหลักการสรางแบบทดสอบวัดผลสมัฤทธิ์ทางการเรยีน จาก
หนังสือเทคนิคการเขียนขอสอบของชวาล แพรัตกุล (2520: 1-40) การวัด การวิเคราะห และ การ
ประเมินผลทางการศึกษาเบ้ืองตนของกังวล เทียนกัณฑเทศน (2540: 92-112) และเทคนิค การ
วัดผลการเรียนรูของลวน สายยศ และอังคณา สายยศ (2543: 196-198)  
   2. วิเคราะหเนื้อหา สาระสําคญั และจุดประสงคการเรียนรูของเนื้อหาที่ใชใน การ
ทดลอง เพ่ือใชในการสรางแบบทดสอบยอยแตละฉบับ  
   3. สรางแบบทดสอบยอยฉบับที ่1 จํานวน 12 ขอ และสรางแบบทดสอบยอยฉบับ
ที่ 2 จํานวน 10 ขอ ใหครอบคลุมเนื้อหา และจุดประสงคการเรียนรูตามที่กําหนด  
   4. นําแบบทดสอบยอยแตละฉบับที่สรางข้ึนเสนอตอผูเชีย่วชาญ 3 ทาน เพ่ือ
ตรวจสอบความเที่ยงตรงของเนื้อหา โดยพิจารณาวาแบบทดสอบที่สรางข้ึนสอดคลองกับเนื้อหา 
และจุดประสงคการเรียนรูหรือไม โดยใชหลักเกณฑ การพิจารณาดังนี ้ 
    คะแนน +1  สําหรับขอสอบที่สอดคลองกับจุดประสงคการเรียนรู  
    คะแนน 0  สําหรับขอสอบที่ไมแนใจวาสอดคลองกับจุดประสงคการเรียนรู 
    คะแนน -1  สําหรับขอสอบที่ไมสอดคลองกับจุดประสงคการเรียนรู 
   5. นําแบบทดสอบยอยแตละฉบับที่ไดรับการตรวจสอบจากผูเชี่ยวชาญมา
คํานวณหาคา IOC แลวคัดเลือกขอสอบที่มีคา IOC ตั้งแต 0.5 ข้ึนไป โดยเลือกแบบทดสอบยอย
ฉบับที ่1 จํานวน 9 ขอ และเลือกแบบทดสอบยอยฉบับที ่2 จํานวน 7 ขอ   
   6. นําแบบทดสอบยอยจากขอ 5 ไปทดสอบกับนสิติกลุมนํารอง ซึ่งเปนนสิติกลุม
เดียวกับที่ใชในการทดลองกิจกรรมการเรียนการสอนและคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
   7. วิเคราะหแบบทดสอบ โดยนําแบบทดสอบที่ไดจากการสอบในขอ 6 มาตรวจ 
ใหคะแนน ซึ่งใชเกณฑการใหคะแนนของกรมวิชาการ (2546: 121-123) และสถาบันสงเสรมิการ
สอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (2546: 72-74) โดยผูวิจัยปรับใหเหมาะสมกับแบบทดสอบ มีเกณฑ
ในการใหคะแนนในแตละขอดังตาราง 2  
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ตาราง 2 เกณฑการตรวจใหคะแนนของแบบทดสอบยอย  
 
ระดับคะแนน  ผลการทําแบบทดสอบที่ปรากฏใหเหน็  

4  - คําตอบถูกตอง และแสดงวิธีทําถูกตองสมบูรณ  

3  - คําตอบถูกตอง การแสดงวิธีทําไมชัดเจน แตอยูในแนวทางที่ถูกตอง    

2  - คาํตอบถกูตอง การแสดงวิธีทํายังไมชัดเจน หรือไมแสดงวิธีทํา 

1  - คําตอบไมถูกตอง การแสดงวิธีทําไมชัดเจน แตอยูในแนวทางที่ถูกตอง 

0  - ไมเขียนคําตอบ และไมแสดงวิธีทํา 
 

 
   8. นําคะแนนทีไ่ดจากขอ 7 มาวิเคราะหหาความยากงาย (p) และคาอํานาจ
จําแนก (r) แลวคัดเลือกขอที่มีความยากงายตั้งแต .20 ถงึ .80 และมีคาอํานาจจําแนกตัง้แต .20 ข้ึน
ไปเพ่ือใชเปนแบบทดสอบยอยฉบับที ่1 จํานวน 3 ขอ และแบบทดสอบยอยฉบับที ่2 จํานวน 4 ขอ  
   9.นาํแบบทดสอบยอยที่ผานการคัดเลือกจากขอ 8 มาคํานวณเพ่ือหาคาความเชือ่มั่น 
โดยใชสตูรสัมประสทิธ์ิแอลฟา (α- Coefficient) ของครอนบัค (Cronbach)   
   10. นําแบบทดสอบยอยไปใชกับกลุมตัวอยาง 
 

แบบทดสอบวดัผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต   
  แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler เปนแบบทดสอบทีใ่ชหลังจากเสร็จสิ้นการเรียนการสอนทัง้ 7 หัวขอ 
เปนแบบทดสอบอัตนัย จํานวน 10 ขอ ซึ่งผูวิจัยดําเนินการตามข้ันตอน ตอไปนี ้ 
   1. ศกึษาทฤษฎีและหลักการสรางแบบทดสอบวัดผลสมัฤทธิ์ทางการเรยีน จาก
หนังสือเทคนิคการเขียนขอสอบของชวาล แพรัตกุล (2520: 1-40) การวัด การวิเคราะห และ การ
ประเมินผลทางการศกึษาเบ้ืองตนของกังวล เทียนกัณฑเทศน (2540: 92-112) และเทคนิค การ
วัดผลการเรียนรูของลวน สายยศ และอังคณา สายยศ (2543: 196-198)  
   2. วิเคราะหเนื้อหา สาระสําคญั และจุดประสงคการเรียนรูของเนื้อหาที่ใชใน การ
ทดลอง เพ่ือใชในการสรางแบบทดสอบวัดผลสมัฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนพัุนธและการประยุกต  
   3. สรางแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนพัุนธและการประยุกตตาม
จุดประสงคการเรียนรู เปนแบบทดสอบอัตนัย จํานวน 22 ขอ ใหครอบคลุมเนื้อหา และจุดประสงค
ตามที่กําหนด  
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   4. นําแบบทดสอบที่สรางข้ึนเสนอตอผูเชี่ยวชาญ 3 ทาน เพ่ือตรวจสอบความ
เที่ยงตรงของเนื้อหา โดยพิจารณาวาแบบทดสอบที่สรางข้ึนสอดคลองกับเนื้อหา และจุดประสงคการ
เรียนรูหรือไม โดยใชหลักเกณฑ การพิจารณาดังนี ้ 
    คะแนน +1 สําหรับขอสอบที่สอดคลองกับจุดประสงคการเรียนรู  
    คะแนน 0 สําหรับขอสอบทีไ่มแนใจวาสอดคลองกับจุดประสงคการเรยีนรู 
    คะแนน -1 สําหรับขอสอบที่ไมสอดคลองกับจุดประสงคการเรยีนรู 
   5. นําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตที่
ไดรับการตรวจสอบจากผูเชี่ยวชาญมาคํานวณหาคา IOC แลวคัดเลือกขอสอบที่มคีา IOC ตั้งแต 0.5 
ข้ึนไป จํานวน 14 ขอ   
   6. นําแบบทดสอบจากขอ 5 ไปทดสอบกับนสิติกลุมนํารอง ซึ่งเปนนสิติกลุม
เดียวกับที่ใชในการทดลองกิจกรรมการเรียนการสอนและคูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
   7. วิเคราะหแบบทดสอบ โดยนําแบบทดสอบที่ไดจากการสอบในขอ 6 มาตรวจ 
ใหคะแนน ซึ่งใชเกณฑการใหคะแนนของกรมวิชาการ (2546: 121-123) และสถาบันสงเสรมิการ
สอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (2546: 72-74) โดยผูวิจัยปรับใหเหมาะสมกับแบบทดสอบ มีเกณฑ
ในการใหคะแนนในแตละขอดังตาราง 3  
 
ตาราง 3 เกณฑการตรวจใหคะแนนของแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการ  
      ประยุกต  
  
ระดับคะแนน  ผลการทําแบบทดสอบที่ปรากฏใหเหน็  

4  - คําตอบถูกตอง และแสดงวิธีทําถูกตองสมบูรณ  

3  - คําตอบถูกตอง การแสดงวิธีทําไมชัดเจน แตอยูในแนวทางที่ถูกตอง    

2  - คาํตอบถกูตอง การแสดงวิธีทํายังไมชัดเจน หรือไมแสดงวิธีทํา 

1  - คําตอบไมถูกตอง การแสดงวิธีทําไมชัดเจน แตอยูในแนวทางที่ถูกตอง 

0  - ไมเขียนคําตอบ และไมแสดงวิธีทํา 
 

 
   8. นําคะแนนทีไ่ดจากขอ 7 มาวิเคราะหหาความยากงาย (p) และคาอํานาจ
จําแนก (r) แลวคัดเลือกขอที่มีความยากงายตั้งแต .20 ถงึ .80 และมีคาอํานาจจําแนกตัง้แต .20 ข้ึน
ไป จํานวน 10 ขอ 
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   9. นําแบบทดสอบที่ผานการคัดเลือกจากขอ 8 มาคํานวณเพ่ือหาคาความเชื่อมั่น 
โดยใชสตูรสัมประสทิธ์ิแอลฟา (α- Coefficient) ของครอนบัค (Cronbach)   
   10. นําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนพัุนธและการประยุกตไปใช
กับกลุมตัวอยาง  
 

แบบวดัความพงึพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
  แบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดย
ใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler จํานวน 20 ขอ ซึ่งผูวิจัยดําเนินการสรางตามข้ันตอนดังนี ้ 
   1. ศึกษาวิธีการสรางแบบวัดความพึงพอใจจากเอกสาร ตําราที่เก่ียวของกับ
วิธีการและหลักการสรางแบบวัดความพึงพอใจ แลวกําหนดแนวทางในการออกแบบวัดความพึง
พอใจตามวิธีการของลิเคอรท (Likert)  
   2. สรางแบบวัดความพึงพอใจของนสิิตตอกิจกรรมการเรยีนการสอนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler จํานวน 20 ขอ โดยปรับปรุงจาก
แบบสอบถามความพึงพอใจของนักเรียนของวิภาวดี วงศเลิศ (2544: 135-136) สุธนิันท บุญพัฒนา
ภรณ (2549: 155-157) และวรวรรณ กฤตยากรนุพงศ. (2551: 274-276) ลักษณะของแบบวัดความ
พึงพอใจเปนแบบมาตราสวนประมาณคา (Rating Scale) ซึ่งม ี5 ระดับ ขอความเปนขอความ
ทางบวก ซึ่งมีเกณฑการตรวจ ใหคะแนนในแตละความพึงพอใจ ดังนี ้
    มากที่สุด  ใหคะแนน  5  คะแนน 
    มาก   ใหคะแนน  4  คะแนน 
    ปานกลาง  ใหคะแนน  3  คะแนน 
    นอย   ใหคะแนน  2  คะแนน 
    นอยที่สุด  ใหคะแนน  1  คะแนน 
   3. นําแบบวัดความพึงพอใจที่สรางข้ึนจํานวน 20 ขอ ไปใหคณะกรรมการควบคุม
ปริญญานิพนธและผูเชี่ยวชาญ 3 ทาน พิจารณาและใหขอเสนอแนะเก่ียวกับการใชภาษาในแตละขอ
ใหมีความชัดเจน และเหมาะสมข้ึนอีก 
   4. นําแบบวัดความพึงพอใจที่ไดปรับปรงุแกไขแลวจากขอ 3 ไปทดลองกับนิสติ
กลุมนํารอง ซึ่งเปนนสิิตกลุมเดียวกับที่ใชในการทดลองกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและ
การประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
   5. นําผลที่ไดจากขอ 4 มาหาคาความเชื่อมั่นของแบบวัดความพึงพอใจ โดยใชวิธี
หาสัมประสิทธิ์แอลฟา (α- Coefficient) ของครอนบัค (Cronbach)  
   6. นําแบบวัดความพึงพอใจของนิสิตในการเรียนเรื่องอนพัุนธและการประยุกต 
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ไปใชกับกลุมตัวอยางตอไป 
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การเก็บรวบรวมขอมูล  
 1. ผูวิจัยทําการสอนนสิิตกลุมตัวอยาง ดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler สาํหรับนสิติระดับปรญิญาตร ีที่ผูวิจัยสรางข้ึน 
โดยใชเวลาสอนตามตารางสอนปกต ิจํานวน 4 สัปดาห สัปดาหละ 4 คาบ รวมเปน 16 คาบ  
 2. เมื่อนิสิตปฏิบัติกิจกรรมหัวขอ 4 เรื่องอนพัุนธของฟงกชันซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัว
แปรเสรมิ และอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัว เสรจ็เรียบรอย ผูวิจยัทําการทดสอบนิสติดวยแบบทดสอบยอย
ฉบับที ่1 ใชเวลาทดสอบ 25 นาที นอกเวลาเรียนปกต ิ 
 3. เมื่อนิสิตปฏิบัติกิจกรรมหัวขอ 7 เรื่องความเร็วและความเรง อัตราสมัพัทธ และคาเชงิ
อนุพันธและการประยุกต เสร็จเรียบรอย ผูวิจัยทําการทดสอบนิสติดวยแบบทดสอบยอยฉบับที่ 2  
ใชเวลาทดสอบ 25 นาที นอกเวลาเรียนปกต ิ

4. เมื่อสิ้นสุดการสอนทั้ง 7 หัวขอ ใหนิสติกลุมตัวอยางทาํแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์
ทางการเรียนเรื่องอนพัุนธและการประยุกต ซึ่งเปนแบบทดสอบอัตนัยจํานวน 10 ขอ ใชเวลา 
ทดสอบ 2 คาบ นอกเวลาเรียนปกต ิ

5. เมื่อสิ้นสุดการเรียนการสอนใหนสิติที่เรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ที่ผูวิจัยสรางข้ึน ตอบแบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรม   
การเรยีนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler     
โดยใชเวลา 20 นาที 

6. ผูวิจัยนําคะแนนทีไ่ดทัง้หมดมาวิเคราะหโดยใชวิธีการทางสถิต ิเพ่ือทดสอบสมมตฐิาน
ที่ตั้งไว 

การจัดกระทําขอมูลและการวิเคราะหขอมูล  
1. หาคาสถติิพ้ืนฐาน ไดแก คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต สวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน  
2. ทดสอบสมมติฐานของการวิจัยที่วา นิสิตที่เรยีนดวยกิจกรรมการเรียนการสอน 

เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler สอบผานเกณฑ  
มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนิสติทั้งหมด โดยใชการทดสอบทวินาม (Binomial test) 
ทดสอบสมมติฐานเก่ียวกับคาสัดสวนของประชากร 

3. สถติิทีใ่ชในการวิเคราะหขอมูล  
 3.1 สถติิทีใ่ชในการทดสอบคุณภาพเครื่องมือที่ใชในการทดลองดังนี ้ 
  3.1.1 หาคาดัชนคีวามสอดคลองจากความคิดเหน็ของผูเชี่ยวชาญที่มตีอความ

สอดคลองระหวางแบบทดสอบกับจุดประสงคการเรยีนรูโดยใชสตูร IOC 
  3.1.2 หาคาความยากงาย (p) และคาอํานาจจําแนก (r) ของแบบทดสอบ  
  3.1.3 หาคาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบยอยและแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์

ทางการเรยีนโดยใชสูตรสัมประสทิธิ์แอลฟา (α- Coefficient) ของครอนบัค (Cronbach) 
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  3.1.4 วิเคราะหแบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ของนิสติโดยใชคาเฉลี่ยเลขคณิต 
สวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน และนําเสนอน้ําหนักความคดิโดยใชการประเมนิคาความคดิเหน็ของ
ประคอง กรรณสตู (2538: 77) ดังนี้ 
    คะแนนเฉลี่ย 4.50 – 5.00 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับมากทีสุ่ด
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
    คะแนนเฉลี่ย 3.50 – 4.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับมาก 
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
    คะแนนเฉลี่ย 2.50 – 3.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับปาน
กลางหลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
    คะแนนเฉลี่ย 1.50 – 2.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับนอย 
หลังจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
    คะแนนเฉลี่ย 1.00 – 1.49 หมายถงึ นิสิตมีความพึงพอใจอยูในระดับนอย
ที่สุดหลงัจากเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
  3.2 สถติิทีใ่ชในการวิเคราะหขอมูล  
   3.2.1 สถติิพ้ืนฐาน  
    3.2.1.1 คารอยละ  
    3.2.1.2 คาเฉลี่ยเลขคณิต  
    3.2.1.3 สวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน  
   3.2.2 สถติสิาํหรับการทดสอบสมมตฐิาน ไดแก การทดสอบทวินาม (Binomial 
test) 
 
 
 
 



บทท่ี 4 
ผลการวิเคราะหขอมูล 

การวิจัยครั้งนี้ มีจุดมุงหมาย (1) เพ่ือศกึษาผลสมัฤทธิท์างการเรยีนของนสิิตระดับปริญญา
ตรี ในการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  
(2) เพ่ือศกึษาความพึงพอใจของนสิติระดับปรญิญาตรี ทีม่ีตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ผูวิจัยนําเสนอผลการวิเคราะหขอมูล
การวิจัยโดยแบงเปนตอนตามจุดมุงหมายเปนลําดับดังนี ้
  
ตอนที่ 1 ศึกษาผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนของนิสิตระดับปริญญาตร ีในการเรียนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 1. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทําใบ
กิจกรรมรายบุคคลของนสิิตกลุมตัวอยาง 
 2. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทํา
แบบทดสอบยอยของนิสิตกลุมตัวอยาง   
 3. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทํา
แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนของนสิติกลุมตัวอยาง  
 4. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณติ และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนผลสมัฤทธิ์
ทางการเรยีนของนสิิตกลุมตัวอยางในการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler  
 5. คารอยละของจํานวนนิสติกลุมตัวอยางที่ไดคะแนนผลสมัฤทธิ์ทางการเรยีนเรื่อง 
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ตัง้แตรอยละ 60 ข้ึนไปของ
คะแนนเต็ม  
 6. การทดสอบจํานวนนิสติทีส่อบผานเกณฑ เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนสิติทัง้หมด  
 
ตอนที่ 2 ศึกษาความพึงพอใจของนิสิตระดับปริญญาตร ีที่มีตอกิจกรรมการเรียนการสอน
เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 การประเมินความพึงพอใจที่มตีอการเรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและ
การประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler และประเมินความพึงพอใจตอการรวม
กิจกรรมการเรียนการสอนของนสิิตกลุมตัวอยาง 
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ผลการวิเคราะหขอมูล 
ในการศึกษาคนควาครั้งนี ้ขอมูลที่นํามาวิเคราะห ไดแก คะแนนทีไ่ดจากการทดสอบนิสติ

กลุมตัวอยาง ซึ่งเปนนสิติระดับปริญญาตร ีที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชา คณ 111 (คณิตศาสตร 1) 
ประจําภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 มหาวิทยาลยัศรนีครนิทรวิโรฒ กรุงเทพมหานคร จํานวน 
16 คน ดวยคะแนนผลสมัฤทธิท์างการเรยีนซึ่งประกอบดวย คะแนนจากการทําใบกิจกรรม คะแนน
จากแบบทดสอบยอย และคะแนนจากแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler และคะแนนความพึงพอใจของนสิติกลุมที่มี
ตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม 
Euler  

 
ตอนที่ 1 ศึกษาผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนของนิสิตระดับปริญญาตร ีในการเรียนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 

 
1. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทําใบ
กิจกรรมรายบุคคลของนิสิตกลุมตัวอยาง ปรากฏผลดังตาราง 4 
 
ตาราง 4 คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทําใบ 
     กิจกรรมรายบุคคลของนสิิตกลุมตัวอยาง  
 
กลุมตัวอยาง จํานวน 

นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณติ 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละของ

คะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิต 

ระดับปริญญาตร ี
16 20 16.25 81.25 2.24 

 
 จากตาราง 4 พบวาคะแนนจากการทําใบกิจกรรมแบบรายบุคคลของนิสิตกลุมตัวอยาง 
จํานวน 16 คน มีคาเฉลี่ยเลขคณติเทากับ 16.25 คิดเปนรอยละ 81.25 ของคะแนนเตม็ และมีสวน
เบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 2.24 
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2. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทํา
แบบทดสอบยอยของนิสิตกลุมตัวอยาง  ปรากฏผลดังตาราง 5 
 
ตาราง 5 คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณติ และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทํา 
      แบบทดสอบยอยของนิสิตกลุมตัวอยาง 
 
กลุมตัวอยาง จํานวน 

นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละของ

คะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิต 

ระดับปริญญาตร ี
16 30 21.90 73.00 3.77 

  
 จากตาราง 5 พบวาคะแนนจากการทําแบบทดสอบยอยของนิสิตกลุมตัวอยาง จํานวน 16 
คน มีคาเฉลี่ยเลขคณติเทากับ 21.90 คิดเปนรอยละ 73.00 ของคะแนนเต็ม และมีสวนเบ่ียงเบน
มาตรฐานเทากับ 3.77 
 
3. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทํา
แบบทดสอบวดัผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนของนิสิตกลุมตัวอยาง ปรากฏผลดังตาราง 6 
 
ตาราง 6 คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณติ และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการทํา 
      แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนของนิสติกลุมตัวอยาง 
 
กลุมตัวอยาง จํานวน 

นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละของ

คะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิต 

ระดับปริญญาตร ี
16 50 34.38 68.76 6.80 

  จากตาราง 6 พบวาคะแนนจากการทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนของนสิิตกลุม
ตัวอยาง จํานวน 16 คน มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 34.38 คิดเปนรอยละ 68.76 ของคะแนนเต็ม 
และมีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 6.80 
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4. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนผลสัมฤทธ์ิทางการ
เรียนของนิสิตกลุมตัวอยางในการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler ปรากฏผลดังตาราง 7 
 
ตาราง 7 คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณติ และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนผลสมัฤทธิ์ทางการ 
      เรียนของนิสติกลุมตวัอยางในการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.  
      และโปรแกรม Euler  
 
กลุมตัวอยาง จํานวน 

นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละของ

คะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิต 

ระดับปริญญาตร ี
16 100 72.52 72.52 11.18 

  
 จากตาราง 7 พบวาคะแนนผลสมัฤทธิ์ทางการเรียนของนิสิตกลุมตัวอยางในการเรียนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler จํานวน 16 คน มีคาเฉลี่ยเลข
คณิตเทากับ 72.52 คิดเปนรอยละ 72.52 ของคะแนนเตม็ และมสีวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 
11.18 
 หมายเหต ุ คะแนนผลสมัฤทธิท์างการเรยีนของนสิติกลุมตัวอยางในการเรยีนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ไดมาจากคะแนนดังนี ้
 1. คะแนนจากการทําใบกิจกรรม รอยละ 20 ของคะแนนเตม็ทัง้หมด 
 2. คะแนนจากการทําแบบทดสอบยอย รอยละ 30 ของคะแนนเต็มทัง้หมด 
 3. คะแนนจากการทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรียนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกต รอยละ 50 ของคะแนนเต็มทั้งหมด  
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5. คารอยละของจํานวนนิสิตกลุมตัวอยางทีไ่ดคะแนนผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนเรื่อง อนุพันธ
และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ต้ังแตรอยละ 60 ขึ้นไปของ
คะแนนเต็ม ปรากฏผลดังตาราง 8 
 
ตาราง 8 คารอยละของจํานวนนิสติกลุมตัวอยางที่ไดคะแนนผลสมัฤทธิ์ทางการเรยีนเรื่อง อนุพันธ 
      และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ตั้งแตรอยละ 60 ข้ึนไปของ 
      คะแนนเต็ม 
 

กลุมตัวอยาง จํานวน 
นิสิต  
(คน) 

จํานวนนสิติทีไ่ดคะแนน
ตั้งแตรอยละ 60 ข้ึนไป
ของคะแนนเต็ม (คน) 

คารอยละของจํานวนนสิติ 
ที่ไดคะแนนตัง้แตรอยละ 60 

ข้ึนไปของคะแนนเต็ม 
นิสิตระดับปรญิญาตร ี 16 13 81.25 

 
 จากตาราง 8 พบวา นิสติกลุมตัวอยาง จํานวน 16 คน ทีไ่ดคะแนนตัง้แตรอยละ 60 ข้ึนไป
ของคะแนนเตม็ มจีํานวน 13 คน คิดเปนรอยละ 81.25 ของจํานวนนสิติกลุมตัวอยางทั้งหมด  
 
6. การทดสอบจํานวนนิสิตทีส่อบผานเกณฑ เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนิสิตทั้งหมด  
ปรากฏผลดังตาราง 9 
 
ตาราง 9 การทดสอบจํานวนนิสติทีส่อบผานเกณฑ เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม  
      C.a.R. และโปรแกรม Euler มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนสิติทัง้หมด 
 
กลุมตัวอยาง จํานวนนิสติ  

(คน) 
จํานวนนสิติทีไ่ดคะแนนตัง้แต 

รอยละ 60 ข้ึนไปของคะแนนเตม็ (คน) 
p – Value  

นิสิต 
ระดับปริญญาตร ี

16 13 0.000* 

  

p* < .01 
 
 จากตาราง 9 พบวา นิสติทีส่อบผานเกณฑการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนสิติทัง้หมดที่ระดับ
นัยสําคัญทางสถิต ิ.01  
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ตอนที่ 2 ศึกษาความพึงพอใจของนิสิตระดับปริญญาตร ีที่มีตอกิจกรรมการเรียนการสอน
เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 
การประเมินความพงึพอใจที่มีตอการเรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและ
การประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler และประเมินความพึงพอใจตอการ
รวมกิจกรรมการเรียนการสอนของนิสิตกลุมตัวอยาง 
 ผูวิจัยไดศึกษาและปรับปรุงแนวคิดการสรางแบบสอบถามวัดความพึงพอใจที่มตีอวิชา
คณิตศาสตรของวิภาวดี วงศเลิศ (2544: 135-136) สุธินนัท บุญพัฒนาภรณ (2549: 155-157) 
และวรวรรณ กฤตยากรนุพงศ. (2551: 274-276) ลักษณะของแบบวัดความพึงพอใจเปนแบบมาตรา
สวนประมาณคา (Rating Scale) ซึ่งม ี5 ระดับ ขอความในแบบสอบถามเปนขอความทางบวก ซึ่งมี
เกณฑการตรวจใหคะแนนในแตละความพึงพอใจ ดังนี้ 
   เห็นดวยมากที่สุด  ใหคะแนน  5  คะแนน 
   เหน็ดวยมาก   ใหคะแนน  4  คะแนน 
   เห็นดวยปานกลาง  ใหคะแนน  3  คะแนน 
   เห็นดวยนอย   ใหคะแนน  2  คะแนน 
   เห็นดวยนอยที่สุด  ใหคะแนน  1  คะแนน 
 การแปลความหมายของคะแนนเฉลี่ยรวม ซึ่งเปนผลของการวัดความพึงพอใจของนิสติที่มี
ตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม 
Euler ทั้งฉบับใชเกณฑการประเมินของประคอง กรรณสตู (2538: 77) ดังนี้   
   คะแนนเฉลี่ย 4.50 – 5.00 หมายถงึ เห็นดวยมากที่สุด  
   คะแนนเฉลี่ย 3.50 – 4.49 หมายถงึ เห็นดวยมาก  
   คะแนนเฉลี่ย 2.50 – 3.49 หมายถงึ เห็นดวยปานกลาง  
   คะแนนเฉลี่ย 1.50 – 2.49 หมายถงึ เห็นดวยนอย 
   คะแนนเฉลี่ย 1.00 – 1.49 หมายถงึ เห็นดวยนอยที่สุด 
 ซึ่งการประเมนิความพึงพอใจที่มตีอการเรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.และโปรแกรม Euler และความพึงพอใจตอการรวมกิจกรรม
การเรยีนการสอนของนสิิตกลุมตัวอยาง ปรากฏผลดังตาราง 10 
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ตาราง 10 คาเฉลี่ยเลขคณติ สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานและระดับความพึงพอใจของนสิติที่มตีอกิจกรรม 
      การเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 

ขอความ คาเฉลี่ย 
x  

สวนเบ่ียงเบน 
มาตรฐาน

(S.D.) 

ระดับ 
ความ 
พึงพอใจ 

ตอนที ่1 เปนแบบวัดความพึงพอใจตอการเรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอน 
1.  จากการทําใบกิจกรรมในแตละคาบ ทําใหขาพเจาเขาใจ 
     เนื้อหาเรื่องอนุพันธและการประยุกตมากข้ึน 

4.13 0.50 มาก 

2.  การจัดลําดับเนื้อหาในใบกิจกรรม มีความตอเนื่องและ   
     ชัดเจน  

4.19 0.54 มาก 

3.  เนื้อหาในใบกิจกรรม มีความยากงายเหมาะสม 4.13 0.62 มาก 
4.  เนื้อหาในใบกิจกรรม มีความเหมาะสมกับเวลาเรียน  4.00 0.52 มาก 
5.  เครื่องมือในการทํากิจกรรม ใชไดสะดวกตามความ  
    ตองการของขาพเจา 

3.88 0.81 มาก 

6.  เครื่องมือในการทํากิจกรรม มีประโยชนตอการเรยีน 
    การสอนมาก 

4.31 0.61 มาก 

7.  การใชภาพเคลื่อนไหวทําใหกิจกรรมมีความนาสนใจ 4.44 0.81 มาก 
8.  การใชภาพเคลื่อนไหวทําใหขาพเจาเขาใจแนวคิดของ  
     อนุพันธและการประยุกตมากข้ึน 

4.56 0.51 มากที่สุด 

9.  กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามองเห็น 
     มโนภาพของอัตราการเปลี่ยนแปลงตาง ๆ ไดดีข้ึน 

4.44 0.51 มาก 

10. กิจกรรมการเรียนการสอนทําใหขาพเจามีความ 
     กระตือรือรน และสนุกกับการเรียนมากข้ึน 

4.25 0.78 มาก 

ตอนที ่2 เปนแบบวัดความพึงพอใจตอการรวมกิจกรรมการเรียนการสอน 
11. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจาไดมโีอกาส  
     แลกเปลี่ยนความคดิเหน็กับเพ่ือนมากข้ึน 

4.06 0.77 มาก 

12. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีอิสระใน 
     การคิดมากข้ึน 

3.94 0.44 มาก 

13. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจาเกิดการคนพบ  
     ดวยตนเอง 

3.81 0.66 มาก 

14. กิจกรรมการเรียนการสอน ชวยพัฒนาความคิดของ  
     ขาพเจา 

4.00 0.82 มาก 
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ตาราง 10 (ตอ) 
 

ขอความ คาเฉลี่ย 
x  

สวนเบ่ียงเบน 
มาตรฐาน

(S.D.) 

ระดับ 
ความ 
พึงพอใจ 

15. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจาสามารถจดจํา  
     แนวคดิของอนพัุนธและการประยุกตไดนานข้ึน 

3.81 0.98 มาก 

16. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีความมั่นใจ 
     ในตัวเองมากข้ึน 

3.88 0.72 มาก 

17. ขาพเจารูสึกสนุกกับการทําใบกิจกรรมระหวางเรียน 4.06 0.44 มาก 
18. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีกําลังใจใน  
     การเรียนมากข้ึน 

4.25 0.58 มาก 

19. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีความตัง้ใจ 
     มากข้ึน 

4.31 0.60 มาก 

20. กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีเจตคติที่ดีตอ 
     การเรียนแคลคูลัส  

4.06 0.77 มาก 

รวมทั้งฉบับ 4.13 0.65 มาก 
 
 จากตาราง 10 แสดงใหเหน็วาคะแนนระดับความพึงพอใจของนิสติกลุมตัวอยางตอขอ
คาํถามทั้งหมด นสิิตมีความคดิเหน็อยูในระดับมาก และเมื่อพิจารณาคะแนนเฉลี่ยของความพึงพอใจ
ของนิสิตที่มตีอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และ
โปรแกรม Euler ทั้งฉบับซึ่งมีคาเทากับ 4.31 แสดงวานิสติมีความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียน 
การสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler อยูในระดับมาก 
 
 



บทท่ี 5 
สรุปผล อภิปราย และขอเสนอแนะ 

ความมุงหมายของการวิจัย สมมติฐานของการวิจัย และวิธีดําเนินการวิจัย  
ความมุงหมายของการวิจัย 

  1. เพ่ือศกึษาผลสมัฤทธิ์ทางการเรียนของนสิิตระดับปริญญาตร ีในการเรียนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
  2. เพ่ือศึกษาความพึงพอใจของนสิิตระดับปริญญาตร ีทีม่ีตอกิจกรรมการเรียนการ
สอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.และโปรแกรม Euler   
 สมมติฐานของการวิจัย 
  นิสิตที่เรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler สอบผานเกณฑ มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวน
นิสิตทั้งหมด  
 วิธีดําเนินการวิจัย 
  กลุมตัวอยางที่ใชในการวิจัย 
   ตัวอยางที่ใชในการวิจัยครัง้นี้เปนนสิติระดับปรญิญาตรี ที่ลงทะเบียนเรียนรายวิชา 
คณ 111 (คณติศาสตร 1) ประจําภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 
กรุงเทพมหานคร จํานวน 16 คน 

เครื่องมือที่ใชในการวิจัย  
  เครื่องมือที่ใชในการวิจัยครั้งนี ้ประกอบดวย  
   1. กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler ซึ่งผานการตรวจสอบจากผูเชี่ยวชาญ และผานการทดลองใชเครื่องมือ
กับกลุมนํารอง ประกอบดวย 
    1.1 คูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน  
    1.2 กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler จํานวน 7 หัวขอ ซึ่งแตละหวัขอประกอบดวย ใบกิจกรรม และกิจกรรม
ภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร  
    1.3 แผนการจัดการเรียนการสอน จํานวน 7 แผน  
   2. แบบทดสอบยอย ซึ่งผานการตรวจสอบจากผูเชี่ยวชาญ และผานการทดลองใช
เครื่องมือกับกลุมนํารอง ประกอบดวย 
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    2.1  แบบทดสอบยอยฉบับที ่1 
    2.2  แบบทดสอบยอยฉบับที ่2 
   3. แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต ซึ่งผาน
การตรวจสอบจากผูเชี่ยวชาญ และผานการทดลองใชเครือ่งมือกับกลุมนํารอง  
   4. แบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรือ่งอนุพันธและการ
ประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ซึ่งผานการตรวจสอบจากผูเชี่ยวชาญ และ
ผานการทดลองใชเครื่องมือกับกลุมนํารอง 
  การเก็บรวบรวมขอมูล 
   1. ผูวิจัยสอนนิสติกลุมตัวอยาง จํานวน 16 คน โดยใชกิจกรรมการเรียนการสอน
เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler สําหรับนสิติระดับ
ปริญญาตรี โดยใชเวลาสอนตามตารางสอนปกติจํานวน 4 สัปดาห สัปดาหละ 4 คาบ ซึ่งแบงเนื้อหา
ตามเอกสารการเรียนทั้งหมด 7 หัวขอ ใชเวลา 16 คาบ และทดสอบผลสมัฤทธิท์างการเรียน 2 คาบ 
ดังนี ้
    หัวขอที่ 1 อนุพันธและอนุพันธอันดับสูง   เวลา 2 คาบ   
    หัวขอที่ 2 อนุพันธของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ    
         และฟงกชันผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ เวลา 2 คาบ 
    หัวขอที่ 3 อนุพันธของฟงกชนัโดยปรยิาย   เวลา 2 คาบ  
    หัวขอที่ 4 อนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ 
         และอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัว   เวลา 3 คาบ   
    หัวขอที่ 5 การเขียนกราฟของฟงกชัน   เวลา 3 คาบ  
    หัวขอที่ 6 โจทยปญหาการหาคาสงูสดุและต่ําสดุ  เวลา 2 คาบ 
    หัวขอที่ 8 ความเร็วและความเรง อัตราสมัพัทธ  
         และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต   เวลา 2 คาบ 
    ทดสอบผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน    เวลา 2 คาบ 
   ในสวนของการจัดกิจกรรมการเรียนรู จะมใีบกิจกรรมใหนิสิตปฏิบัติเปนแบบ
รายบุคคล ผูวิจัยจะนําใบกิจกรรมไปตรวจใหคะแนนทกุครั้ง เพ่ือเปนสวนหนึง่ของการประเมนิผล
การเรียนรู  
   2. เมื่อนิสิตปฏิบัติกิจกรรมหัวขอ 4 เรื่องอนพัุนธของฟงกชันซึ่งกําหนดในรูป
สมการอิงตวัแปรเสรมิ และอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัว เสรจ็เรยีบรอย ผูวิจัยทําการทดสอบนิสติดวย
แบบทดสอบยอยฉบับที ่1 ใชเวลาทดสอบ 25 นาที นอกเวลาเรียนปกต ิ
   3. เมื่อนิสิตปฏิบัติกิจกรรมหัวขอ 7 เรื่องความเร็วและความเรง อัตราสัมพัทธ และ
คาเชงิอนุพันธและการประยุกต เสรจ็เรียบรอย ผูวิจัยทําการทดสอบนิสติดวยแบบทดสอบยอยฉบับ
ที่ 2 ใชเวลาทดสอบ 25 นาที นอกเวลาเรียนปกต ิ
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  4. เมื่อสิ้นสุดการสอนทั้ง 7 หัวขอ ใหนิสติกลุมตัวอยางทาํแบบทดสอบวัดผล
สัมฤทธิ์ทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต ซึ่งเปนแบบทดสอบอัตนัยจํานวน 10 ขอ ใชเวลา 
ทดสอบ 2 คาบ นอกเวลาเรียนปกต ิและใหนิสติตอบแบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรม การเรยีน
การสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler โดยใชเวลา 20 
นาที 
  การวิเคราะหขอมูล 
   1. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณติ และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการ
ทําใบกิจกรรมรายบุคคลของนสิติกลุมตัวอยาง  
       2. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการ
ทําแบบทดสอบยอยของนิสิตกลุมตัวอยาง  
        3. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน ของคะแนนจากการ
ทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนของนสิติกลุมตัวอยาง  
        4. คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของคะแนนผลสัมฤทธิ์
ทางการเรยีนของนสิิตกลุมตัวอยางในการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม 
C.a.R. และโปรแกรม Euler  
        5. คารอยละของจํานวนนสิิตกลุมตัวอยางที่ไดคะแนนผลสมัฤทธิ์ทางการเรียน
เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ตั้งแตรอยละ 60 ข้ึนไป
ของคะแนนเต็ม  
        6. การทดสอบจํานวนนสิติที่สอบผานเกณฑ เรื่องอนพัุนธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนสิติทัง้หมด  
        7. คาเฉลี่ยเลขคณติ สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานและระดับความพึงพอใจของนิสติทีม่ี
ตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม 
Euler 
 
สรุปผลการวิจัย 
 1. คะแนนจากการทําใบกิจกรรมแบบรายบุคคลของนสิติกลุมตัวอยาง จํานวน 16 คน มี
คาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 16.25 คิดเปนรอยละ 81.25 ของคะแนนเต็ม และมีสวนเบ่ียงเบนมาตรฐาน
เทากับ 2.24 
 2. คะแนนจากการทําแบบทดสอบยอยของนิสติกลุมตัวอยาง จํานวน 16 คน มีคาเฉลี่ย
เลขคณิตเทากับ 20.44 คิดเปนรอยละ 68.13 ของคะแนนเต็ม และมสีวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 
3.52 
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 3. คะแนนจากการทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรียนของนสิติกลุมตัวอยาง 
จํานวน 16 คน มีคาเฉลี่ยเลขคณติเทากับ 34.38 คิดเปนรอยละ 68.76 ของคะแนนเตม็ และมีสวน
เบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 6.80 
 4. คะแนนผลสมัฤทธิท์างการเรยีนของนสิติกลุมตัวอยางในการเรยีนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler จาํนวน 16 คน มีคาเฉลี่ยเลขคณติเทากับ 
71.06 คิดเปนรอยละ 71.06 ของคะแนนเต็ม และมสีวนเบ่ียงเบนมาตรฐานเทากับ 10.94 
 5. นิสิตกลุมตัวอยาง จํานวน 16 คน ทีไ่ดคะแนนตัง้แตรอยละ 60 ข้ึนไปของคะแนนเต็ม  
มีจํานวน 13 คน คิดเปนรอยละ 81.25 ของจํานวนนสิติกลุมตัวอยางทั้งหมด 
 6. นิสิตระดับปรญิญาตรี ทีส่อบผานเกณฑการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler มีจํานวนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนสิติทัง้หมด ที่ระดับ
นัยสาํคญัทางสถติ ิ.01 ดังนั้นจงึสรุปไดวา นิสติระดับปรญิญาตรี มีความสามารถในการเรียนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกต โดยใชกิจกรรมการเรียนการสอนที่ผูวิจัยสรางข้ึน  
 7. ความพึงพอใจของนิสติทีม่ีตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ทั้งฉบับซึ่งประเมินจากคะแนนเฉลี่ยทัง้ฉบับของแบบ
วัดความพึงพอใจ พบวานิสิตที่มีตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใช
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler อยูในระดับมาก 
 
อภิปรายผล 
 1. จากผลการวิจัยพบวา นิสิตระดับปรญิญาตรทีี่เรยีนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler สามารถสอบผานเกณฑการ
เรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ไดมากกวารอยละ 
70 ของจํานวนนิสิตทั้งหมด ที่ระดับนยัสาํคญั .01 ซึ่งสอดคลองกับผลการวิจัยของชาญชัย สุกใส 
(2546: บทคัดยอ) ที่ไดศกึษาผลของการใชโปรแกรมระบบพีชคณิตชื่อ MAPLE V ประกอบการ
เรยีนการสอน ตอผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนวิชาแคลคลูสัและเรขาคณติวิเคราะห 2 ของนักศึกษา
โปรแกรมวิชาคณติศาสตรและสถติิประยุกต ผลการวิจัยปรากฏวา นักศึกษาที่เรียนโดยใชโปรแกรม 
MAPLE V ประกอบการเรียนการสอน มผีลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนที่นาพึงพอใจและสูงกวานักศึกษาที่
เรยีนปกตใินชั้นเรียน อยางมีนัยสําคญัทางสถิตทิี่ระดับ .05 และบิซา และซาชาเรียเดส (Biza; & 
Zachariades. 2008: 89) ไดออกแบบการสอนแคลคลูสัเรื่องอนุพันธโดยใชโปรแกรมเรขาคณติแบบ
พลวัตชื่อ EucliDraw โดยทดลองกับนักเรยีนชั้นมธัยมศกึษาปที่ 6 ผลการวิจัยพบวา ความเขาใจ
แนวคิดเก่ียวกับเสนสัมผัสและอนุพันธ ของนักเรียนสามารถพัฒนาใหดีข้ึนได โดยใชกิจกรรมการ
เรยีนการสอนทีส่รางจากโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัต 
 2. ผูวิจัยทดลองสอนนสิติกลุมตัวอยางซึ่งลงทะเบียนเรียนรายวิชา คณ 111  
(คณติศาสตร 1) ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ จํานวน 16 คน  
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ซึ่งทัง้หมดเปนนิสติที่เคยไดรับการประเมนิผลการศกึษาในระดับข้ันตก (E) หรือ งดเรียนโดยไดรับ
อนุมัติ (W) ในรายวิชา คณ 111 มากอน จึงจัดเปนนิสติที่มีผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนคอนขางออน 
จากผลการวิจัยพบวา นิสิตสามารถสอบผานเกณฑการเรียนมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนสิติ
ทั้งหมด ทั้งนี้อาจเปนเพราะสาเหตดัุงตอไปนี ้
  2.1 กิจกรรมการเรียนรูที่ผูวิจัยสรางข้ึนนัน้ ใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
ประกอบการเรียนการสอน โดยในสวนของกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอรจากโปรแกรม C.a.R. 
นี้ จากที่เนื้อหาเรื่องอัตราสมัพัทธคอนขางเปนนามธรรม กิจกรรมจากโปรแกรม C.a.R. ทําใหนิสติ
สามารถมองเห็นภาพการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรอยางเปนรูปธรรมมากข้ึน สงผลใหนสิติเกิดความ
สนใจอยากเรียนรู นสิิตไดเหน็ภาพความสัมพันธของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเทยีบกับ
เวลา ทําใหนสิิตสามารถเขียนความสมัพันธเพ่ือสรางเปนสมการได และในเรื่องโจทยปญหาการหา
คาสูงสดุและต่ําสุด ซึง่นิสติจะตองหาคาํตอบที่เปนคาที่เหมาะสม นสิิตสามารถเห็นลักษณะของการ
เปลี่ยนแปลงของตัวแปรไดเปนรูปธรรมมากข้ึนดวยโปรแกรม C.a.R. จึงสามารถสรางความสัมพันธ
เพ่ือแกโจทยปญหาได อีกทั้งนิสติไดลงมือสรางกราฟของฟงกชนัและสาํรวจคาความชันของเสน
สัมผสักราฟ ณ จุดที่กําหนดใหดวยตนเอง ไดสงัเกตการเคลื่อนที่ของจุดบนกราฟของฟงกชันเพ่ือ
สํารวจแนวคิดเรื่องการทดสอบการเปนจุดสุดขีดสมัพันธโดยอนุพันธอันดับหนึง่และอันดับสอง 
รวมถึงสาํรวจแนวคิดการประมาณคาของฟงกชันโดยใชคาเชงิอนุพันธ เปนตน กิจกรรมตาง ๆ เนน
ใหนสิติไดลงมือปฏิบัติดวยตนเอง  ซึ่งสอดคลองขอเสนอแนะของ บรรพต สุวรรณประเสริฐ (2544: 
144) ที่วา “การเรยีนรูคณติศาสตรจะเกิดข้ึนเมื่อผูเรยีนเห็นวาพฤติกรรมที่ตองการรูคณติศาสตรนั้น
มีประโยชนและมีบทบาทตอความสนใจของผูเรียน การเรยีนรูคณติศาสตรจะเกิดข้ึนเมื่อผูเรียนคดิวา
สิ่งที่เรียนนั้นมีความหมายตอตัวผูเรียนและสามารถนําไปใชได และการเรียนรูคณติศาสตรจะเกิดข้ึน
เมื่อผูเรยีนไดลงมือกระทําดวยตนเองมากกวาการเรียนรูโดยการฟงจากครผููสอนเทานัน้” นอกจากนี้
ผูวิจัยยังไดออกแบบกิจกรรมในรูปแบบการบานใหนสิิตสราง ไดแก แฟมงานแบบฝกเรื่องจุดสงูสดุ-
ต่ําสุดสมับูรณ แฟมงานแบบฝกเรื่องจุดวิกฤต เปนตน ซึง่เมื่อนิสติสรางจุดวิกฤตถูกตองโปรแกรม
จะแจงใหทราบทนัทวีาสรางไดถูกตองแลว จึงทําใหนิสติทราบผลไดทันท ีนับวาโปรแกรม C.a.R. 
สามารถออกแบบกิจกรรมการเรียนรูไดหลากหลาย ทําใหนิสติมีความรูสึกสนกุในการเรียน ซึง่สงผล
ดีตอการเรียนรูของตัวนิสติเอง 
  2.2 สําหรับกิจกรรมการเรียนรู ที่ผูวิจัยสรางข้ึนในสวนของโปรแกรม Euler นั้น พบวา
โปรแกรม Euler ชวยอํานวยความสะดวกในการเรยีนรูของนิสติไดคอนขางมาก โปรแกรม Euler 
สามารถลดปญหาจากการใชเวลาในการคาํนวณที่คอนขางมากใหนอยลงได ทั้งชวยตรวจสอบ
คําตอบในการอนพัุนธของฟงกชันที่มีความซับซอน รวมถึงชวยลดปญหาการหารากของสมการที่ไม
เปนเชงิเสนและไมคุนเคย เชน ในเรื่องอนพัุนธของฟงกชนัในระบบพิกัดเชงิข้ัว นสิติตองหาคาความ
ชันของเสนสัมผสักราฟของฟงกชันซึ่งสามารถหาไดโดยใชสตูรจากทฤษฎีบท 4.2 และทฤษฎีบท 
4.3 ซึ่งนิสติคดิวาสตูรจากทฤษฎีบท 4.2 ตองจําสตูรที่ยาวกวา ในขณะทีสู่ตรจากทฤษฎีบท 4.3 นั้น
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สั้นกวามาก แตนสิติตองใชความรูหามุม θ เมื่อทราบคาของ tan θ ซึ่งโดยสวนใหญนิสติจะทราบ

เฉพาะมุม θ ที่สําคญั ๆ เทานั้น เชน π
ππππ

=θ ,
2

,
3

,
4

,
6

,0  เปนตน แตถาคาของ tan θ เปนคาที่

นิสิตไมคุนเคย นสิิตจะหามุม θ ไมไดหรือตองใชเวลาในการเปดตารางและคาํนวณหาอยางมาก 
เมื่อผูวิจัยนําโปรแกรม Euler เขามาชวยนสิิตในการแกปญหาเรื่องการหาคามุม θ พบวานิสิต
สามารถคาํนวณหาคาความชันของเสนสมัผัสกราฟของฟงกชันดวยสตูรจากทฤษฎีบท 4.3 ไดเร็วข้ึน 
ซึ่งนสิิตรูสึกพึงพอใจและสนุกกับการเรียนรู และมีความสนใจอยากทําแบบฝกหัดมากข้ึน เปนตน 
สอดคลองกับคํากลาวในงานวิจัยของ กมล เอกไทยเจริญ (2545: 53) เก่ียวกับเจตคติของผูเรียนที่
เรยีนดวยโปรแกรมระบบพีชคณติ คอื ผูเรยีนมีความเหน็วาการนําโปรแกรมระบบพีชคณติเขามาใช
ในการเรียนการสอน ชวยประหยัดเวลาในการคํานวณ และทําใหผูเรียนมีความเชื่อมั่นในการ
แกปญหา ผูเรียนมีความเห็นวาการเรียนดวยวิธีนี้เปนประสบการณที่ดีสําหรับผูเรยีน นอกจากนี้การ
นําโปรแกรมระบบพีชคณติเขามาใชในการเรียนการสอนยังมีสวนชวยใหผูเรียนไดฝกทักษะและ
ความชํานาญพ้ืนฐานตาง ๆ เนื่องจากความสามารถในการคํานวณของโปรแกรม Euler มีสวนชวย
ใหประหยัดเวลาในกระบวนการเรียนรู ผูเรียนจึงสามารถฝกทําแบบฝกหัดไดหลายขอ สงผลให
ผูเรยีนไดพัฒนาทักษะและความชํานาญหลายอยาง ไดแก ทักษะดานความรูความจํา ทักษะในการ
อานและทาํความเขาใจโจทย ทักษะการแสดงวิธีทําอยางเปนข้ันตอน เปนตน เมื่อผูเรยีนไดเหน็และ
ไดฝกทําแบบฝกหัดบอย ๆ ผูเรียนจะสามารถจดจําข้ันตอนการทําแบบฝกหัดได เกิดเปนทักษะและ
ความชํานาญพ้ืนฐานเพ่ือใชในการเรียนระดับสูงตอไป  
 3. ผลการศึกษาความพึงพอใจของนสิิตที่มตีอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและ
การประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ซึ่งประเมินผลจากคะแนนเฉลี่ยทัง้ฉบับ
ของแบบวัดความพึงพอใจ พบวา นิสิตกลุมตัวอยางมีความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอน
เรื่องอนพัุนธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler อยูในระดับมาก ทั้งนี้
อาจมีสาเหตุเนื่องมาจากนิสติสามารถเรียนรูไดดวยตนเองโดยการปฏิบัตติามกิจกรรมที่ผูวิจัยสราง
ข้ึน และนสิิตไดสํารวจ สังเกตและไดเห็นแนวคดิทีส่ําคญัของวิชาแคลคลูัส รวมถึงนสิติไดเห็นภาพ
ของลักษณะการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร และภาพของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเมื่อเทียบ
กับเวลาไดอยางเปนรูปธรรมมากข้ึน จงึเขาใจและเรียนรูอยางมีความหมาย สงผลใหนสิิตรูสึกสนุกใน
การเรียน อีกทั้งมีโปรแกรมชวยอํานวยความสะดวกในการคดิคาํนวณ นิสติจงึสามารถฝกทักษะ ฝก
ทําโจทยหรือฝกสรางกราฟไดบอยตามที่ตองการ ทําใหนสิิตไดฝกทักษะตาง ๆ อยางอิสระ ไมเครียด 
และไมหนักใจในการเรียนรู 
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ขอเสนอแนะ 
 1. ขอเสนอแนะทั่วไป 
  1.1 กิจกรรมการเรียนการสอนทีผู่วิจัยสรางข้ึนนี้ สามารถนําไปปรบัใชประกอบการ
เรียนการสอนเรื่องอนพัุนธและการประยุกตทัง้ในระดับชัน้เตรยีมอุดมศึกษาและระดับอุดมศึกษาได 
เพ่ือใหเปนประโยชนตอการเรยีนรูของผูเรยีน และแผนการสอนชุดนี ้ผูวิจัยใชเวลาในการทํากิจกรรม
เตม็ทีทุ่กข้ันตอนเพ่ือใหการวิจัยไดผลสมบูรณที่สุด สําหรับผูที่จะนําไปใชสอนอาจจะตองมีการศึกษา
รายละเอียดการสอน อาจตองมีการปรับเวลาในการทํากิจกรรม 
  1.2 ควรใหผูเรียนไดรับซีดีกิจกรรมการเรียนการสอนทุกคน เพ่ือใหผูเรยีนไดมีการ
เตรียมความพรอมในการใชกิจกรรมการเรียนการสอน และสามารถทําการศึกษานอกเวลาได  
  1.3 ในการจัดกิจกรรมการเรียนการสอน ครูควรมีผูชวยในการสอน เพ่ือจะไดให
คาํแนะนํานักเรยีนไดอยางรวดเรว็และทั่วถงึมากข้ึน 
 2. ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัย 
  2.1 ควรมีการวิจัยเก่ียวกับการนําโปรแกรม C.a.R. ไปใชเปนสื่อการเรียนการสอน
คณิตเรื่องอ่ืน ๆ เชน ลิมิตและความตอเนื่อง อินทิเกรตและการประยุกต การสํารวจรูปเรขาคณิตสอง
มิติและสามมติิ ภาคตัดกรวย เวกเตอร กําหนดการเชิงเสน เปนตน   
   2.2 ควรมีการวิจัยเก่ียวกับการนําโปรแกรม Euler ไปประกอบการเรียนการสอน
คณิตศาสตรเรื่องอ่ืน ๆ เชน เมทริกซและการดําเนินการ อนุกรมฟูริเยรและการประยุกต (Fourier 
series and Applications) เรื่องการสํารวจการเขียนกราฟ 3 มิติ การสาํรวจพ้ืนทีผ่ิวโคงของสมการ
กําลังสอง เปนตน 
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รายนามผูเชี่ยวชาญ 
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รายนามผูเชี่ยวชาญ 
 

 รายนามผูเชี่ยวชาญการสอนคณติศาสตร ที่ไดรับความอนุเคราะหตรวจสอบความถูกตอง
ดานเนื้อหาและความเหมาะสมของกิจกรรมการเรียนการสอน เรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใช 
โปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ความเที่ยงตรงของเนื้อหา ความเหมาะสมของแผนการ
จัดการเรียนการสอน ความเหมาะสมของแบบทดสอบยอยและแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการ
เรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต และการใชภาษาในแบบสอบถามวัดความพึงพอใจของนิสติทีม่ี
ตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม 
Euler มีดังนี ้
 1. อาจารยธนูชัย ภูอุดม  
  ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลยัศรนีครนิทรวิโรฒ  
 2. อาจารยเมตต แยมวงษ  
  ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลยัศรนีครนิทรวิโรฒ 
 3. อาจารยสุวรรณา คลายกระแส  
  ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลยัศรนีครนิทรวิโรฒ 
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ภาคผนวก ข 
การวิเคราะหขอมูล 
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ตาราง 11 แสดงคาดัชนีความสอดคลองของแบบทดสอบยอยฉบับที ่1 
 

ผลการพิจารณาของผูเชี่ยวชาญ แบบทดสอบขอที่ 
คนที ่1 คนที ่2 คนที ่3 

IOC แปลผล 

1 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
2 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
3 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
4 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
5 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
6 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
7 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
8 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
9 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
10 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
11 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
12 +1 +1 +1 1.00 ใชได 

 
ตาราง 12 แสดงคาดัชนีความสอดคลองของแบบทดสอบยอยฉบับที ่2 
 

ผลการพิจารณาของผูเชี่ยวชาญ แบบทดสอบขอที่ 
คนที ่1 คนที ่2 คนที ่3 

IOC แปลผล 

1 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
2 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
3 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
4 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
5 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
6 +1 0 +1 0.67 ใชได 
7 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
8 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
9 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
10 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
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ตาราง 13 แสดงคาดัชนคีวามสอดคลองของแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีน 
 

ผลการพิจารณาของผูเชี่ยวชาญ แบบทดสอบขอที่ 
คนที ่1 คนที ่2 คนที ่3 

IOC แปลผล 

1 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
2 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
3 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
4 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
5 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
6 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
7 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
8 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
9 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
10 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
11 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
12 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
13 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
14 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
15 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
16 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
17 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
18 +1 0 +1 0.67 ใชได 
19 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
20 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
21 +1 +1 +1 1.00 ใชได 
22 +1 +1 +1 1.00 ใชได 

 
หมายเหต ุ คะแนน +1 สําหรับขอสอบที่สอดคลองกับจุดประสงคการเรียนรู  
  คะแนน 0 สําหรับขอสอบทีไ่มแนใจวาสอดคลองกับจุดประสงคการเรยีนรู 
  คะแนน -1 สําหรับขอสอบที่ไมสอดคลองกับจุดประสงคการเรยีนรู 
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ตาราง 14 แสดงคาความยากงาย (p), คาอํานาจจําแนก (r) และคาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบ 
      ยอยฉบับที่ 1 เรื่องอนพัุนธและการประยุกต สําหรับนิสิตที่เปนกลุมนํารอง 
 

แบบทดสอบยอยฉบับที ่1  p r 
ขอที่   1 0.75 0.30 
ขอที่   2 0.60 0.80 
ขอที่   3 0.60 0.60 

 
  คาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบยอยฉบับที ่1 เทากับ 0.36 
 
ตาราง 15 แสดงคาความยากงาย (p), คาอํานาจจําแนก (r) และคาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบ 
      ยอยฉบับที ่2 เรื่องอนุพันธและการประยุกต สําหรับนิสิตที่เปนกลุมนํารอง 
 

ขอที่ p r 
1 0.50 0.60 
2 0.67 0.27 
3 0.80 0.40 
4 0.70 0.60 

 
  คาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบยอยฉบับที ่2 เทากับ 0.17 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 74 

ตาราง 16 แสดงคาความยากงาย (p), คาอํานาจจําแนก (r) และคาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบ 
      วัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกต สําหรับนสิติที่เปนกลุมนํารอง 
 

ขอที่ p r 
1 0.70 0.60 
2 0.70 0.60 
3 0.40 0.40 
4 0.70 0.60 
5 0.77 0.33 
6 0.80 0.40 
7 0.70 0.60 
8 0.63 0.33 
9 0.80 0.26 
10 0.50 0.60 

 
  คาความเชื่อมั่นของแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและ 
การประยุกต เทากับ 0.66 
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ตาราง 17 คาเฉลี่ยเลขคณติ สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของแบบวัดความพึงพอใจของนิสิตที่เรยีนเรื่อง 
      อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler และคาความเชื่อมั่นของ 
      แบบวัดความพึงพอใจของนิสติกลุมนํารอง 
 

ระดับความคิดเห็น ขอที ่
5 4 3 2 1 

x  S.D. แปลผล 

1 42.10% 
(8 คน) 

57.90% 
(11 คน) 

 -  -  - 4.42 0.51 มาก 

2 42.10% 
(8 คน) 

57.90% 
(11 คน) 

 -  -  - 4.42 0.51 มาก 

3 31.60% 
(6 คน) 

68.40% 
(13 คน) 

 -  -  - 4.32 0.48 มาก 

4 26.30% 
(5 คน) 

63.20% 
(12 คน) 

10.50% 
(2 คน) 

 -  - 4.16 0.60 มาก 

5 68.40% 
(13 คน) 

26.30% 
(5 คน) 

 -  -  - 4.72 0.46 มากที่สุด 

6 52.60% 
(10 คน) 

47.40% 
(9 คน) 

 -  -  - 4.53 0.51 มากที่สุด 

7 52.60% 
(10 คน) 

47.40% 
(9 คน) 

 -  -  - 4.53 0.51 มากที่สุด 

8 31.60% 
(6 คน) 

52.60% 
(10 คน) 

15.80% 
(3 คน) 

 -  - 4.16 0.69 มาก 

9 36.80% 
(7 คน) 

63.20% 
(12 คน) 

 -  -  - 4.37 0.50 มาก 

10 52.60% 
(10 คน) 

47.40% 
(9 คน) 

 -  -  - 4.47 0.51 มาก 

11 21.10% 
(4 คน) 

52.60% 
(10 คน) 

15.80% 
(3 คน) 

 -  - 4.06 0.66 มาก 

12 36.80% 
(7 คน) 

52.60% 
(10 คน) 

 -  -  - 4.41 0.51 มาก 

13 36.80% 
(7 คน) 

31.60% 
(6 คน) 

21.10% 
(4 คน) 

 -  - 4.18 0.81 มาก 
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ตาราง 17 (ตอ) 
 

ระดับความคิดเห็น ขอที ่
5 4 3 2 1 

x  S.D. แปลผล 

14 52.60% 
(10 คน) 

36.80% 
(7 คน) 

 -  -  - 4.59 0.51 มากที่สุด 

15 36.80% 
(7 คน) 

47.40% 
(9 คน) 

5.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.35 0.61 มาก 

16 31.60% 
(6 คน) 

47.40% 
(9 คน) 

10.50% 
(2 คน) 

 -  - 4.24 0.66 มาก 

17 52.60% 
(10 คน) 

26.30% 
(5 คน) 

10.50% 
(2 คน) 

 -  - 4.47 0.72 มาก 

18 52.60% 
(10 คน) 

31.60% 
(6 คน) 

5.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.53 0.62 มากที่สุด 

19 57.90% 
(11 คน) 

31.60% 
(6 คน) 

 -  -  - 4.65 0.50 มากที่สุด 

20 31.60% 
(6 คน) 

57.90% 
(11 คน) 

 -  -  - 4.35 0.50 มาก 

 
 คาความเชื่อมั่นของแบบวัดความพึงพอใจของนิสติกลุมนํารองทั้งฉบับ (α) เทากับ 0.94 
 
ตาราง 18 การหาคาเฉลี่ยเลขคณิตและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของคะแนนที่ไดระหวางเรียนจาก 
      ใบกิจกรรมเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ของ 
      นสิติกลุมตวัอยาง 
 

กลุมตัวอยาง จํานวน 
นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละ
ของคะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิตระดับปรญิญาตร ี 16 20 16.25 81.25 2.24 
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ตาราง 19 การหาคาเฉลี่ยเลขคณิตและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของคะแนนที่ไดระหวางเรียนจาก 
      การทําแบบทดสอบยอยเรื่องอนพัุนธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และ 
      โปรแกรม Euler ของนิสติกลุมตัวอยาง  
 

กลุมตัวอยาง จํานวน 
นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละ
ของคะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิตระดับปรญิญาตร ี 16 30 21.90 73.00 3.77 

 
ตาราง 20 การหาคาเฉลี่ยเลขคณิตและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของคะแนนที่ไดจากการทํา 
      แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน เรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.  
      และโปรแกรม Euler ของนิสติกลุมตัวอยาง  
 

กลุมตัวอยาง จํานวน 
นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละ
ของคะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิตระดับปรญิญาตร ี 16 50 34.38 68.76 6.80 

 
ตาราง 21 คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณติและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของคะแนนผลสมัฤทธิ์ทาง 
      การเรียนของนิสติกลุมตัวอยาง ในการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม  
      C.a.R. และโปรแกรม Euler คะแนนเต็ม 100 คะแนน  
 

กลุมตัวอยาง จํานวน 
นิสิต  
(คน) 

คะแนนเต็ม 
(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละ
ของคะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
นิสิตระดับปรญิญาตร ี 16 100 72.52 72.52 11.18 
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ตาราง 22 คารอยละ คาเฉลี่ยเลขคณิตและสวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของคะแนนที่ไดจากใบกิจกรรม  
      แบบทดสอบยอย แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน และผลสัมฤทธิ์ทางการเรียนของ 
      นสิติกลุมตวัอยาง จํานวน 16 คน 
 

ผลการวิเคราะห คะแนน
เต็ม 

(คะแนน) 

คาเฉลี่ย 
เลขคณิต 

( x ) 

คาเฉลี่ยเลขคณิต
คิดเปนรอยละ
ของคะแนนเต็ม 

สวนเบ่ียงเบน
มาตรฐาน 

(S.D) 
ใบกิจกรรม 20 16.25 81.25 2.24 
แบบทดสอบยอย 30 21.90 73.00 3.77 
แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีน 50 34.38 68.76 6.80 
ผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน 100 72.52 72.52 11.18 
 
 การทดสอบสมมติฐานเก่ียวกับจํานวนนสิิตระดับปริญญาตรทีี่เรียนเรื่องเรื่องอนุพันธและ
การประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler ซึ่งใชการทดสอบสมมตฐิานเก่ียวกับคา
สัดสวนประชากร โดยใชการทดสอบทวินาม (Binomial test)  
สมมติฐานของการทดสอบคือ 
    H0 : p ≤ 0.7 
    H1 : p > 0.7 
ทดสอบสมมติฐานที่ระดับนัยสําคัญ α = 0.01 
จากการทดสอบดวยโปรแกรมสําเรจ็รูป SPSS for Windows Version 13.0 จะไดคาพี (p – Value) 
เทากับ 0.000 

 
 

จะปฏิเสธ H0 เมื่อ p – Value <  α  
เพราะวา 0.000 < 0.01 ซึ่งตกอยูในบริเวณวิกฤต  
 เพราะฉะนั้น ปฏิเสธ H0 ยอมรับ H1 นั่นคือ นิสติระดับปริญญาตรทีี่เรียนดวยกิจกรรมการ
เรียนการสอนเรื่องอนพัุนธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler สามารถ
สอบผานเกณฑไดมากกวารอยละ 70 ของจํานวนนสิิตทัง้หมด ที่ระดับนัยสําคัญ .01 
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ตาราง 23 คะแนนแบบวัดความพึงพอใจของนสิิตกลุมตัวอยางที่เรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
      โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 
ขอที ่
คนที ่

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 4 5 4 4 5 5 4 5 5 5 5 
2 4 4 4 4 3 4 4 4 4 4 5 4 4 4 3 4 4 4 4 4 
3 4 4 4 4 4 4 5 4 4 5 3 4 3 4 4 4 4 4 4 4 
4 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 4 5 4 4 4 4 4 4 4 
5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 3 
6 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 4 4 3 3 4 3 3 4 4 3 
7 5 5 5 5 4 4 4 4 5 5 5 4 4 4 3 3 4 4 5 5 
8 4 4 4 3 3 4 5 4 4 3 3 3 3 4 3 4 4 4 4 4 
9 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4 4 4 3 4 4 4 4 
10 4 4 3 4 2 3 2 5 4 4 4 4 3 2 2 3 4 3 3 3 
11 5 5 5 4 5 5 5 5 5 4 3 4 3 4 2 3 4 4 5 4 
12 4 4 4 4 3 5 5 5 4 4 4 5 4 3 4 4 4 4 4 3 
13 4 5 4 4 5 5 5 5 4 5 4 4 5 5 5 5 4 5 4 5 
14 3 4 4 4 4 5 5 5 5 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 
15 4 4 3 3 4 5 5 5 5 5 4 4 4 5 5 5 5 5 5 4 
16 4 4 5 4 4 4 4 4 4 5 5 4 4 5 5 5 4 5 5 5 
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ตาราง 24 คาเฉลี่ยเลขคณติ สวนเบ่ียงเบนมาตรฐานของแบบวัดความพึงพอใจของนิสิตกลุม 
      ที่มีตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.  
      และโปรแกรม Euler 
 

ระดับความคิดเห็น ขอที ่
5 4 3 2 1 

x  S.D. แปลผล 

1 18.80% 
(5 คน) 

75.00% 
(12 คน) 

6.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.13 0.50 มาก 

2 25.00% 
(4 คน) 

68.80% 
(11 คน) 

 6.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.19 0.54 มาก 

3 25.00% 
(4 คน) 

62.50% 
(10 คน) 

12.50% 
(2 คน) 

 -  - 4.13 0.62 มาก 

4 12.50% 
(2 คน) 

75.00% 
(18 คน) 

12.50% 
(2 คน) 

 -  - 4.00 0.52 มาก 

5 18.80% 
(3 คน) 

56.30% 
(9 คน) 

18.80% 
(3 คน) 

 6.30% 
(1 คน) 

 - 3.88 0.81 มาก 

6 37.50% 
(6 คน) 

56.30% 
(9 คน) 

 6.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.31 0.61 มาก 

7 56.30% 
(9 คน) 

37.50% 
(6 คน) 

 6.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.44 0.81 มาก 

8 56.30% 
(9 คน) 

43.80% 
(7 คน) 

-  -  - 4.56 0.51 มากที่สุด 

9 43.80% 
(7 คน) 

56.30% 
(9 คน) 

 -  -  - 4.44 0.51 มาก 

10 43.80% 
(7 คน) 

37.50% 
(6 คน) 

18.80% 
(3 คน) 

 -  - 4.25 0.78 มาก 

11 31.30% 
(5 คน) 

43.80% 
(7 คน) 

25.00% 
(4 คน) 

 -  - 4.06 0.77 มาก 

12 6.30% 
(1 คน) 

81.30% 
(13 คน) 

12.50% 
(2 คน) 

 -  - 3.94 0.44 มาก 

13 12.50% 
(2 คน) 

56.30% 
(9 คน) 

31.30% 
(5 คน) 

 -  - 3.81 0.66 มาก 
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ตาราง 24 (ตอ) 
 

ระดับความคิดเห็น ขอที ่
5 4 3 2 1 

x  S.D. แปลผล x  

14 25.00% 
(4 คน) 

56.30% 
(9 คน) 

12.50% 
(2 คน) 

 6.30% 
(1 คน) 

 - 4.00 0.82 มาก 

15 25.00% 
(4 คน) 

43.80% 
(7 คน) 

18.80% 
(3 คน) 

12.50% 
(2 คน) 

 - 3.81 0.98 มาก 

16 18.80% 
(3 คน) 

50.00% 
(8 คน) 

31.30% 
(5 คน) 

 -  - 3.88 0.72 มาก 

17 12.50% 
(2 คน) 

81.30% 
(13 คน) 

6.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.06 0.44 มาก 

18 31.30% 
(5 คน) 

62.50% 
(10 คน) 

6.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.25 0.58 มาก 

19 37.50% 
(6 คน) 

56.30% 
(9 คน) 

6.30% 
(1 คน) 

 -  - 4.31 0.60 มาก 

20 31.30% 
(5 คน) 

43.80% 
(7 คน) 

25.00% 
(4 คน) 

 -  - 4.06 0.77 มาก 

 คาเฉลี่ย 4.13 0.65 มาก 
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ภาคผนวก ค 

คูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน 
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คําชี้แจงการใชกิจกรรมการเรียนการสอน  
กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. 

และโปรแกรม Euler สําหรับระดับปริญญาตร ี
 

หลักการและเหตุผล  
แคลคลูัสเปนวิชาทีส่ําคญัในสาขาคณติศาสตร และเปนพ้ืนฐานของวิทยาการในหลายสาขา 

เชน ฟสิกส เคมี ชีววิทยา วิศวกรรมศาสตร ภูมิศาสตร เศรษฐศาสตร เปนตน สถาบันอุดมศึกษา
ตาง ๆ เหน็ความสําคญัดังกลาวจงึจัดใหมีการเรียนการสอนแคลคลูัสสาํหรับนสิิตระดับปรญิญาตรี  
แตจากการสํารวจ พบวา นสิิตยังมีปญหาในการเรยีนแคลคูลัสในหลายเรื่อง เชน เรื่องการประยุกต
ของอนุพันธ หัวขออัตราสัมพัทธ เมื่อเกิดการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวพรอมกัน นิสติมองไม
เห็นภาพความสัมพันธของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเทยีบกับเวลา ทําใหไมสามารถเขียน
ความสัมพันธเพ่ือสรางเปนสมการได เปนตน จากปญหาดังกลาวนี ้ผูวิจัยคิดวาแนวทางการแกไข
ปญหา คือ การนําโปรแกรม C.a.R. ซึ่งเปนโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัต (Dynamic Geometry) 
เขามาประกอบการเรียนการสอน เพราะวาโปรแกรม C.a.R.  เปนโปรแกรมที่เก่ียวของกับการสราง
รูปเรขาคณติ มีความสามารถในการสรางรูปเรขาคณติไดเสมือนกับการใชสันตรงและวงเวียน 
โปรแกรม C.a.R. มีความสามารถในเรื่องของการสรางและจัดกระทํากับวัตถุ (Object) เชน สรางรูป
เรขาคณิต สรางกราฟ เคลื่อนที่วัตถ ุและสรางภาพเคลื่อนไหว (Animation) เปนตน เครื่องมือตาง ๆ 
ที่มีอยูในโปรแกรม C.a.R. นั้นสามารถใชออกแบบกิจกรรมที่แสดงใหนสิิตไดมองเห็นภาพของ
ลักษณะการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร และภาพของการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเมื่อเทียบกับ
เวลาไดอยางเปนรูปธรรมมากข้ึนได จากขางตนจะเห็นวา การนาํโปรแกรม C.a.R. เขามา
ประกอบการเรียนการสอน จะชวยใหผูเรยีนเขาใจแนวคดิตาง ๆ ไดอยางเปนรูปธรรมมากข้ึน แต
ความสามารถในเรื่องการคํานวณนั้นโปรแกรม C.a.R. ยังมีประสทิธิภาพไมมากนัก เพราะวา
โปรแกรม C.a.R. ไมไดถูกสรางมาเพ่ือการคาํนวณ ผูวิจยัมีความคดิเหน็วา ควรนาํโปรแกรม Euler 
เขามาประกอบการเรียนการสอนรวมดวย โปรแกรม Euler มีโปรแกรมแบบ CAS (Computer 
Algebra System) แฝงอยู ลักษณะสําคัญของโปรแกรมแบบ CAS คือ สามารถประมวลผลเชงิ
สัญลกัษณได กลาวคอื สามารถหาคาํตอบออกมาในลักษณะที่เปนสัญลกัษณ เชน การหาลิมติของ
ฟงกชัน การหาอนุพันธของฟงกชัน เปนตน การใชโปรแกรม Euler สําหรับการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตในงานวิจัยนี้ มจีุดประสงคหลักคอืเพ่ือใหผูเรยีนไดฝกทักษะและความ
ชํานาญพ้ืนฐานตาง ๆ เนื่องจากความสามารถในการคํานวณของโปรแกรม Euler จะชวยให
ประหยัดเวลาในการคาํนวณ ผูเรยีนสามารถฝกทําแบบฝกหัดไดหลายขอ สงผลใหผูเรยีนมีทักษะ
และความชํานาญหลายอยาง ไดแก ทักษะดานความรูความจํา ทักษะในการอานและทําความเขาใจ
โจทย ทักษะการแสดงวิธีทําอยางเปนข้ันตอน เปนตน ซึง่เปนทักษะและความชํานาญพ้ืนฐานเพ่ือใช
ในการเรยีนระดับสงูตอไป 
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วัตถุประสงค  
เพ่ือใหครใูชเปนเครื่องมือในการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. 

และโปรแกรม Euler สาํหรับนสิติระดับปรญิญาตร ี 
เน้ือหา   
         กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. และ 
โปรแกรม Euler สาํหรับนสิิตระดับปรญิญาตร ีประกอบดวยเนื้อหา 7 หัวขอ ดังนี้ 
         หัวขอที ่1 อนุพันธและอนุพันธอันดับสูง      2 คาบ   
         หัวขอที ่2 อนุพันธของฟงกชนัตรโีกณมิติและฟงกชันผกผนัของฟงกชันตรีโกณมติ ิ 2 คาบ  
         หัวขอที ่3 อนุพันธของฟงกชนัโดยปรยิาย      2 คาบ  
         หัวขอที ่4 อนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ  

และอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัว      3 คาบ   
         หัวขอที ่5 การเขียนกราฟของฟงกชัน      3 คาบ  
         หัวขอที ่6 โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและต่ําสุด     2 คาบ 
         หัวขอที ่7 ความเร็วและความเรง อัตราสัมพัทธ  

   และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต      2 คาบ 
แนวทางการใชกิจกรรม  

กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และ 
โปรแกรม Euler ประกอบดวย 

1. คําชี้แจงการใชกิจกรรมการเรียนการสอน  
2. คูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน 
3. แผนการจัดการเรียนรู  
4. สื่อการเรียนการสอน ซึ่งประกอบดวย  

4.1 แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร  
4.2 ใบกิจกรรม  

5. แบบทดสอบยอยฉบับที ่1 และฉบับที ่2 
6. แบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกต  
7. แบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรือ่งอนุพันธและการประยุกตโดยใช

โปรแกรม C.a.R.และโปรแกรม Euler   
ในการใชกิจกรรมตาง ๆ ใหปฏิบัตติามแผนการจัดการเรยีนรู และฝกทักษะตามใบกิจกรรม  

โดยแตละกิจกรรมจะใชแฟมคาํสัง่กิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอรรวมกับใบกิจกรรมทีส่รางข้ึน 
เมื่อเสรจ็สิ้นการเรยีนการสอนใหนสิิตทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์ทางการเรยีนเรื่องอนุพันธและ
การประยุกต และทาํแบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.และโปรแกรม Euler  
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แผนการสอน 
 
แผนการจัด  
การเรียนรูที ่ เรื่อง  

จํานวนคาบ  
(คาบ)  ใบกิจกรรมที ่ 

1  อนุพันธและอนุพันธอันดับสงู  2  1 
2  อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมิติและฟงกชันผกผนัของ

ฟงกชันตรโีกณมติ ิ 
2  2  

3  อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย  2  3  
4  อนุพันธของฟงกชันซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปร

เสรมิ และอนพัุนธในพิกัดเชงิข้ัว  
3  4  

5 การเขียนกราฟของฟงกชัน 3 5 
6  โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและต่ําสุด  2  6  
7  ความเร็วและความเรง อัตราสัมพัทธ และคาเชงิอนุพันธ

และการประยุกต  
2  7  

 ทําแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธ
และการประยุกต 

2  

  แบบวัดความพึงพอใจตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.และ
โปรแกรม Euler  

20 นาที  
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จุดประสงคการเรียนรู 
เรื่อง อนุพันธและการประยุกต  

แผนการจัด  
การเรียนรูที ่ 

เรื่อง  จุดประสงคการเรียนรู  

1  อนุพันธและอนุพันธอันดับสงู  
(จํานวน 2 คาบ)  

1. หาความชันของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชันที่
จุดที่กําหนดใหได  
2. หาสมการของเสนสมัผสักราฟของฟงกชนัที่จุด
ที่กําหนดใหได  
3. หาอนุพันธของฟงกชนัที่กําหนดใหได 
4. พิจารณาวาฟงกชันที่กําหนด มีอนุพันธที่จุดที่
กําหนดใหหรือไม 
5. เขียนบทกลับและยกตัวอยางคานของทฤษฎีบท
ที่วา “ถาฟงกชัน f หาอนุพันธไดที่ x = c แลว f  
จะตอเนื่องที่ x = c” ได 
6. ใชสมบัตติาง ๆ ของอนุพันธในการหาอนพัุนธ
ของฟงกชันที่กําหนดใหได  
7. เลอืกใชสมบัติของอนุพันธในการหาอนพัุนธของ
ฟงกชันที่กําหนดใหได 
8. สรางฟงกชันประกอบของฟงกชันที่กําหนดให
ได 
9. ใชกฎลูกโซในการหาอนพัุนธของฟงกชนัได 
10. ตรวจสอบการเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ของ
ฟงกชันที่กําหนดใหได 
11. หาฟงกชันผกผันของฟงกชนัที่กําหนดใหได 
12. สามารถหาอนุพันธ ณ จุดที่กําหนดใหของ
ฟงกชันผกผันของฟงกชนัที่กําหนด 
13. หาอนุพันธอันดับสงูของฟงกชันที่กําหนดใหได  

2  อนุพันธของฟงกชัน
ตรีโกณมติิและฟงกชันผกผนั
ของฟงกชันตรโีกณมติิ  
(จํานวน 2 คาบ) 

1. หาอนุพันธของฟงกชนัตรโีกณมิตทิี่กําหนดให
ได 
2. หาอนุพันธของฟงกชนัผกผนัของฟงกชัน
ตรีโกณมติิที่กําหนดใหได 

 



 87 

แผนการจัด 
การเรียนรูที ่

เรื่อง จุดประสงคการเรียนรู 

3  อนุพันธของฟงกชันโดย
ปริยาย  

(จํานวน 2 คาบ) 

1. สามารถจําแนกไดวาฟงกชันใดเปนฟงกชันโดย
ชัดแจง และฟงกชนัใดเปนฟงกชนั   โดยปรยิาย 
2. เลือกใชวิธีการตาง ๆ ในการหาอนพัุนธฟงกชัน
โดยปริยายได  

4  อนุพันธของฟงกชันซึ่ง
กําหนดในรูปสมการอิงตัว
แปรเสรมิ และอนุพันธในพิกัด
เชิงข้ัว 

(จํานวน 3 คาบ) 

1. อธิบายลักษณะของฟงกชันซึง่กําหนดในรูป
สมการอิงตัวแปรเสริมได 
2. หาอนุพันธของสมการอิงตัวแปรเสริมได 
3. หาความชันและสมการของเสนสมัผัสเสนโคง
ของสมการอิงตัวแปรเสริมได 
4. หาตําแหนงและบอกพิกัดอ่ืน ๆ ของจุดที่
กําหนดใหได 
5. หาพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากไดเมื่อกําหนด
พิกัดของจุดในระบบพิกัดเชิงข้ัวมาให  และหาพิกัด
ของจุดในระบบพิกัดเชิงข้ัวไดเมื่อกําหนดพิกัดของ
จุดในระบบพิกัดมาฉากให 
6. อธิบายลักษณะของกราฟทีส่ําคญัในระบบพิกัด
เชงิข้ัว และอธิบายลักษณะสาํคญัของ 
ภาคตดักรวยในระบบพิกัดเชงิข้ัวได 
7. หาอนุพันธของฟงกชนัในระบบพิกัดเชงิข้ัวได 
8. หาความชันของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชันใน
ระบบพิกัดเชิงข้ัวได 

5  การเขียนกราฟของฟงกชัน  
(จํานวน 3 คาบ)  

1. บอกชวงที่ทําใหเปนฟงกชนัเพ่ิม/ฟงกชันลดของ
ฟงกชันที่กําหนดใหได 
2. หาจุดสูงสุด/ต่ําสดุสัมบูรณของฟงกชันที่กําหนด 
3. อธิบายทฤษฎีบทคาสุดขีดดวยกราฟ และให
เหตผุลประกอบได 
4. หาจุดสูงสุด/ต่ําสดุสัมพัทธของฟงกชันที่กําหนด 
5. หาจุดวิกฤตของฟงกชันที่กําหนดใหได 
6. อธิบายทฤษฎีบทของรอลและทฤษฎีบทคา
มัชฌิมดวยกราฟได 
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แผนการจัด  
การเรียนรูที ่ 

เรื่อง  จุดประสงคการเรียนรู  

5  
(ตอ) 

การเขียนกราฟของฟงกชัน  
(จํานวน 3 คาบ)  

7. หาจุดสูงสุด/ต่ําสดุสัมพัทธของฟงกชันดวยการ
ทดสอบโดยอนุพันธอันดับที่หนึ่งได 
8. หาจุดสูงสุด/ต่ําสดุสัมพัทธของฟงกชันดวยการ
ทดสอบโดยอนพัุนธอันดับทีส่องได 
9. บอกชวงที่ทําใหกราฟเวาข้ึนและชวงทีท่ําให
กราฟเวาลงของฟงกชันที่กําหนดใหได 
10. เขียนกราฟของฟงกชันที่กําหนดใหได  

6  โจทยปญหาการหาคาสูงสุด
และต่ําสุด  

(จํานวน 2 คาบ) 

1. นิสิตสามารถสรางฟงกชนัของปรมิาณทีต่องการ
หาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุด พรอมกําหนดตัวแปร 
และกําหนดขอบเขตจากสิง่ทีโ่จทยกําหนดใหได 
2. นิสิตสามารถหาคาสงูสดุหรือต่ําสุดที่โจทย
ตองการได  

7 ความเร็วและความเรง  
อัตราสัมพัทธ และคาเชงิ
อนุพันธและการประยุกต 

(จํานวน 2 คาบ) 

1. อธิบายลักษณะการเคลื่อนที่ของวัตถไุด 
2. เมื่อกําหนดสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุมาให  
สามารถหาความเร็วและความเรงเมื่อเวลา t ใด ๆ  
3. อธิบายลักษณะการเปลี่ยนแปลงที่โจทยตองการ 
4. หาอัตราการเปลี่ยนแปลงทีโ่จทยตองการทราบ 
5. ใชคาเชงิอนุพันธในการประมาณคาของฟงกชนั 
6. หาคาคลาดเคลื่อนในการประมาณคาของ
ฟงกชันดวยคาเชิงอนุพันธได 
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คูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน 
 

เรื่อง 
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.และโปรแกรม Euler 

สําหรับนิสิตระดับปรญิญาตร ี
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
จัดทําโดย  

นางสาวทรรศนีย รัตนวิจิตร 
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คูมือการใชกิจกรรมการเรียนการสอน 
เรื่อง 

อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R.และโปรแกรม Euler 
สําหรับนิสิตระดับปรญิญาตร ี

 

บทนํา  
กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนพัุนธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และ

โปรแกรม Euler สําหรับนสิิตระดับปรญิญาตร ีเปนรูปแบบการจัดการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธ 
และการประยุกตรูปแบบหนึ่ง ซึ่งผูวิจัยไดนําโปรแกรม Euler และโปรแกรม C.a.R. เขามาใช
ประกอบการเรียนการสอน ผูวิจัยแบงเนื้อหาออกเปน 7 หัวขอดังที่ไดกลาวไวขางตน โดยแตละ
หัวขอจะนําเสนอกิจกรรมโดยใชเพาเวอรพอยต  

ผูวิจัยใชโปรแกรม C.a.R. สรางกิจกรรมเพ่ือแสดงใหผูเรยีนเขาใจแนวคิดตาง ๆ ไดอยาง
เปนรูปธรรมมากข้ึน แตความสามารถในเรื่องการคํานวณนั้น โปรแกรม C.a.R. ยังมีประสิทธิภาพ 
ไมมากนัก เพราะวาโปรแกรม C.a.R. ไมไดถูกสรางมาเพ่ือการคาํนวณ ผูวิจัยจึงนําโปรแกรม Euler 
เขามาประกอบการเรียนการสอนรวมดวย เนื่องจากโปรแกรม Euler เปนโปรแกรมที่ถูกสรางมาเพ่ือ
การคาํนวณโดยเฉพาะ  นัน่คอืในระหวางทํากิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร ผูเรียนจงึตองมีการ
เรยีกใชงานโปรแกรม Euler ดังนั้นกอนการใชกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร จึงตองมีการ
ติดตัง้โปรแกรม Euler เสยีกอน ในขณะทีโ่ปรแกรม C.a.R. สามารถแปลงไฟลเปน HTML ได ซึ่ง
ไฟล HTML สามารถเปดผานบราวเซอร Internet Explorer ที่มีอยูในเครือ่งคอมพิวเตอรทุกเครื่องอยู
แลว ผูเรยีนจงึสามารถคลิกเพ่ือเชื่อมโยงไปไดเลย จึงไมจําเปนตองติดตัง้โปรแกรม C.a.R. ซึ่งถือ
เปนขอดีอีกประการของโปรแกรม C.a.R.   
 

โปรแกรม C.a.R.   
โปรแกรม C.a.R. (Compass and Ruler) เปนโปรแกรมเรขาคณิตแบบพลวัตกลาวคือเปน

โปรแกรมดานเรขาคณติซึง่เนนการสรางรูปเรขาคณติไดเสมือนกับการใชสันตรงและวงเวียน  
มีลักษณะปฏิสัมพันธ ผูใชสามารถสรางและจัดกระทํากับวัตถ ุ(Object) ได เชน สรางรูปเรขาคณติ 
สรางกราฟ เคลื่อนที่วัตถุ และสรางภาพเคลื่อนไหว (Animation) เปนตน โปรแกรม C.a.R. เปน
โปรแกรม General Public License (GPL) คอือนุญาตใหใชและเผยแพรไดโดยไมเสียคาใชจาย  
ผูที่พัฒนาโปรแกรม C.a.R. คือ ศาสตราจารย ดร.เรอเน กรอธมันน (Prof. Dr. René Grothmann) 
ชาวเยอรมัน โดยมีวัตถปุระสงคสําหรับนกัเรียนตัง้แตชั้นประถมศึกษาจนถึงระดับสงู รวมทั้งผูใหญ 
การใชโปรแกรมสามารถใชไดดวยการคลกิเมาสและลากเมาส หรือใชคาํสัง่โดยตรง สามารถนําเสนอ
เปนลักษณะแฟม HTML ไดสะดวก อีกทั้งยังสามารถออกแบบกิจกรรมสงเสรมิใหนักเรยีนไดทดสอบ
ขอคาดการณหรือตั้งขอคาดการณไดจากการทดลองสรางซ้ํา ๆ หรือหลากหลายวิธ ีและผูสอน 
ยังสามารถเตรียมแบบฝกหัดใหนักเรยีนสราง โดยโปรแกรมจะแจงใหทราบเมื่อสรางไดถูกตอง  
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 การใชโปรแกรม C.a.R. สาํหรับการเรยีนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกตในงานวิจัย
นี้ มีจุดประสงคหลักคอืเพ่ือใหนิสติไดรับประสบการณที่เปนรูปธรรมมากข้ึน เพ่ือใหนสิติไดเห็น
แนวคิดที่สําคัญของเรื่องอนพัุนธและการประยุกต ซึ่งผูวิจัยไดใชเครื่องมือตาง ๆ ที่มีอยูในโปรแกรม 
C.a.R. ออกแบบแฟมงานการสรางกราฟของฟงกชันและสาํรวจคาความชันของเสนสมัผสักราฟ ณ 
จุดที่กําหนดให แฟมงานการสํารวจและสงัเกตการเคลื่อนที่ของจุด (Animation of Point) บนกราฟ
ของฟงกชันเพ่ือแสดงแนวคดิเรื่องการทดสอบการเปนจดุสุดขีดสัมพันธโดยอนุพันธอันดับหนึง่และ
อันดับสอง แฟมงานแบบฝกเรื่องจุดวิกฤตซึ่งเมื่อนักเรียนสรางจุดวิกฤตถูกตองโปรแกรมจะแจงให
ทราบทนัทวีาสรางไดถูกตองแลว แฟมงานแสดงลักษณะการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรในเรื่องโจทย
ปญหาคาสูงสุด-ต่ําสุด แฟมงานแสดงการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรสองตัวเมื่อเทยีบกับเวลา แฟมงาน
แสดงแนวคดิการประมาณคาของฟงกชนัโดยใชคาเชงิอนุพันธ เปนตน โดยในแฟมงานเหลานี้ นสิิต
สามารถทํากิจกรรมสํารวจ สงัเกต และเปลี่ยนแปลงคาของตัวแปรตาง ๆ ได  

เนื่องจากโปรแกรม C.a.R.  สามารถแปลงไฟลเปนไฟล HTML ได ซึ่งไฟล HTML นั้น
สามารถเปดผานบราวเซอร Internet Explorer ที่มีอยูในเครื่องคอมพิวเตอรทุกเครื่องอยูแลว ผูเรียน
จึงสามารถคลิกเพ่ือเชื่อมโยงไปไดเลย ไมจําเปนตองทําการติดตัง้โปรแกรม C.a.R. ลงในเครื่อง
คอมพิวเตอร ซึ่งถือเปนขอดีอีกประการของโปรแกรม C.a.R.    
 
การใชงานโปรแกรม C.a.R.   

คําอธิบายเก่ียวกับ Icon bar เครื่องมือพื้นฐาน 

 
ใชสําหรับเลื่อน/เคลื่อนยายวัตถ ุ(object) 

 ใชสําหรับเคลื่อนไหวจุด (Animation of a point) 

 ใชแสดงแกน X และแกน Y 

 สรางจุด 

 สรางเสนขนาน 

 สรางเสนตั้งฉาก 

 
สรางสวนของเสนตรง 

 สรางเสนตรง 

 
สรางวงกลมกําหนดคารัศม ี

 
สรางพารามิเตอร 

 
ใชเขียนกราฟของฟงกชัน 
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โปรแกรม  Euler  
โปรแกรม Euler มีโปรแกรมแบบ CAS (Computer Algebra System) แฝงอยู ลักษณะ

สําคัญของโปรแกรมแบบ CAS คือ สามารถประมวลผลเชิงสญัลกัษณได กลาวคอื สามารถหา
คาํตอบออกมาในลักษณะที่เปนสัญลักษณ เชน การหาลมิิตของฟงกชัน การหาอนุพันธของฟงกชัน 

การจัดกระทํานิพจน (Expression) เชน ใหโปรแกรมจัดรูป 
)!2n(

!n
+

 ใหเปนนิพจนอยางงาย 

โปรแกรมจะแสดงผลเปน 
)2n)(1n(

1
++

 หรือหากตองการใหโปรแกรมกระจาย (x + 1)5 โปรแกรมจะ

แสดงผลเปน x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x + 1 หรือเมื่อใส 
y
1

x
1

+  แลวปอนคําสั่งใหเขียนในรูป

เศษสวนใหม โปรแกรมจะแสดงผลเปน 
xy

xy +  เปนตน ซึง่โปรแกรมแบบ CAS ที่แฝงอยูใน

โปรแกรม Euler ไดแก โปรแกรม Maxima และโปรแกรม Yacas  
โปรแกรม Euler เปนโปรแกรม General Public License (GPL) คืออนุญาตใหใชและ

เผยแพรไดโดยไมเสียคาใชจาย ผูที่พัฒนาโปรแกรม Euler คือ ศาสตราจารย ดร.เรอเน กรอธมันน 
(Prof. Dr. René Grothmann) ชาวเยอรมัน การใชโปรแกรม Euler สําหรับการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตในงานวิจัยนี้ มจีุดประสงคหลักคอืเพ่ือใหผูเรยีนไดฝกทักษะและความ
ชํานาญพ้ืนฐานตาง ๆ เนื่องจากความสามารถในการคํานวณของโปรแกรม Euler จะชวยให
ประหยัดเวลาในการคาํนวณ ผูเรยีนสามารถฝกทําแบบฝกหัดไดหลายขอ สงผลใหผูเรยีนมีทักษะ
และความชํานาญหลายอยาง ไดแก ทักษะดานความรูความจํา ทักษะในการอานและทําความเขาใจ
โจทย ทักษะการแสดงวิธีทําอยางเปนข้ันตอน เปนตน เมื่อผูเรยีนไดเห็นและไดฝกทําแบบฝกหัด
บอย ๆ ผูเรยีนจะสามารถจดจําข้ันตอนการทําแบบฝกหดัได เกิดเปนทักษะและความชํานาญ
พ้ืนฐานเพ่ือใชในการเรียนระดับสูงตอไป 
 
อุปกรณที่จําเปนสําหรับการใชโปรแกรม Euler ประกอบการเรียนตามบทเรียน มีดังนี ้ 
1. เครื่องไมโครคอมพิวเตอรสวนบุคคล พรอมทั้งคยีบอรด เมาส และจอภาพสี  
2. หนวยขับแผนบันทึก 3.5 นิ้ว ( 3.5 ” Floppy Disk Drive ) หรือหนวยขับแผน CD  
3. ฮารดดิสก ( Hard Disk )  
4. แผนบันทึก 3.5 นิ้ว หรือ แผน CD ที่มีไฟลทีใ่ชตามทีร่ะบุในใบกิจกรรม  
5. ระบบปฏิบัติการ Microsoft Window XP หรือรุนใหมกวา  
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การเตรียมงานเบ้ืองตน  
การเตรียมงานโปรแกรม Euler มีข้ันตอนการตดิตัง้และการเรยีกใชโปรแกรมตามลําดับ ดังนี้  
1. เปดเครื่องคอมพิวเตอรพีซีสําหรับระบบปฏิบัติการ Microsoft Window XP จะปรากฎจอภาพเปน
วินโดวส ดังตัวอยางหนาจอดังรูป  
 

 
 
2. ใสแผน CD ที่มีโปรแกรมตดิตัง้ชื่อ EulerSetup.exe  
3. ดับเบิลคลิกที ่My Computer  
4. ดับเบิลคลิกที่หนวยขับแผน CD  
5. คัดลอกโฟลเดอร  ไวบน Desktop 
6. ดับเบิลคลิกที ่  บน Desktop  เพ่ือติดตัง้โปรแกรม Euler ในเครื่อง คลิก
จนกระทัง่ตดิตัง้เสรจ็เรียบรอย  

7. เรยีกใชโปรแกรม Euler โดยดับเบิลคลิกที ่  จะปรากฏหนาตางการทํางานของโปรแกรม 
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วิธีการใชโปรแกรม Euler  
โปรแกรม Euler มีหนาตางการทํางาน 2 หนาตาง ไดแก หนาตางคาํสั่ง (EuMathT- Euler Math 
Toolbox) และ หนาตางกราฟก (EuMathT- Euler Math Toolbox - Graphics ) ดังภาพประกอบ 
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โดยหนาตางคาํสั่งจะมโีครงสรางดังนี ้
 
 
 

         
 
นิสิตสามารถเปดสลับหนาตางทั้งสองดวยการคลิกเมาสเลือก หรือการกด Tab ที่คียบอรด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Minimize/maximize Button Menu 

Commands 

Close 
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งพื้นฐาน 
คําสั่ง การใชงาน 

3/sqrt(5) คํานวณคา 
5

3  

plot2d("x^3-2*x^2+9*x-4",a=-3,b=4,c=-5, 
d=5,xmin=0,xmax=2)  

สรางกราฟของฟงกชัน x3 - 2x2 + 9x - 4  
โดยที่คา a, b, c และ d คือกรอบดานซาย, 
ขวา, ลาง และดานบนของภาพ ตามลําดับ 
ขอบเขตของกราฟคือ คาของ xmin และ xmax 
ซึ่งกราฟจะไปปรากฏที่หนาตางกราฟก 

insimg(15) เปนคาํสั่งการนาํกราฟทีส่รางในหนาตาง
กราฟกเขามาแทรกในหนาตางคําสั่ง  
คาในวงเล็บคือขนาดของกราฟที่นํามาแทรก
ในหนาตางคาํสั่งซึง่มีคา default อยูที่ 25 

plot2d("abs(x-1)","x+2",r=8), insimg(10) สรางกราฟของสมการอิงตัวแปรเสริม  
a(x) = |x - 1| และ b(x) = x + 2  
โดยที่กรอบของภาพคือคาของ r 

fcontour("x^5+y^5-2",niveau=0,xmin= 
-5,xmax=5,ymin=-5,ymax=5), insimg(25) 

สรางกราฟของฟงกชันโดยปรยิาย x5 + y5 = 2 

::sqrt(7^2-5^2) คํานวณคา 22 57 −    
::factor(x^2-a^2) แยกตัวประกอบของ (x2 – a2) 
::function f(x):=x^2-x-1 นิยามฟงกชัน f(x) = x2 – x – 1 
::f(0) หาคาของ f(0) 
::diff(x^3-2*x,x) หาอนุพันธของฟงกชนั x3 – 2x 
::diff(x^3-2*x,x,3) หาอนุพันธอันดับที่ 3 ของฟงกชัน x3 – 2x 
::ratsimp(1/x-1/y) จัดรูปใหมของ 

y
1

x
1

−  จะไดผลลัพธคือ 
xy

xy −  

::minfactorial(n!/(n+2)!) จัดรูป 
)!2n(

!n
+

 ไดผลลัพธคอื 
)2n)(1n(

1
++

 

::bfloat(2/3) ใชประมาณคา โดยแสดงผลในรูปทศนิยม 
::bfloat(%pi) ประมาณคา π  

หมายเหต ุจะใช %pi แทน π 
::solve(x^2-1=0,x) แกสมการ x2-1=0 
::plot2d(x^3-2*x^2+9*x-4,[x,-5,5],[y,-5,5]) สรางกราฟของฟงกชัน x3 - 2x2 + 9x - 4 โดย

ตองกําหนดขอบเขตของ x และ y ตามรูปแบบ 
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คําสั่ง การใชงาน 
::limit(x^2,x,inf) คําสั่งหา 2

x
xlim

∞→
 

::function h(x):=f(g(x)) การนิยามฟงกชันประกอบ 
::function g(x):=diff(f(x),x,2) 
::g(x);at(%,x=0) 

บรรทัดแรกเปนการนยิามฟงกชัน g(x)คือ
อนุพันธอันดับที่ 2 ของฟงกชนั f(x)  
บรรทัดทีส่องคอืการหาคาของ g(0)  
หมายเหต ุคําสั่ง ::g(0) จะไมแสดงผลลัพธ
เนื่องจากเรานิยามฟงกชนัในอีกรูปแบบหนึ่ง
ซึ่งตางจากการนิยามฟงกชนัรปูแบบทั่วไป 
ดังนั้นการหาคาของฟงกชันจงึตองใชรปูแบบ
ในบรรทัดที ่2 ดังกลาว    

::expand((x+a)^3) กระจายรูปของ (x + a)3 
::trigexpand(sin(2*A)) กระจายรูปของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ
::depends ([x,y,z],t) 
::diff (x^2+y^2-z^2,t) 

บรรทัดแรกเปนการประกาศใหโปรแกรมทราบ
วา x, y, z เปนตัวแปรของ t 
บรรทัดทีส่องคอืการหาอนุพันธของฟงกชัน  
x2 + y2 - z2 

::load(implicit_plot) 
::implicit_plot(x^5+y^5=2,[x,-4,4],[y,-4,4]) 

บรรทัดแรกเปนการประกาศใหโปรแกรมทราบ
วากําลังจะใชงานโหมดการสรางกราฟของ
ฟงกชันโดยปริยาย 
บรรทัดทีส่องคอืคาํสั่งสรางกราฟของฟงกชัน
โดยปริยาย x5 + y5 = 2 

หมายเหต ุคําสั่งที่ม ี:: อยูขางหนาคือคําสั่งที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima ซึ่งเปนโปรแกรม
แบบ CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler  
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การเขาสูบทเรียน  
การเขาสูบทเรยีนเรื่องอนุพันธและการประยุกต มีข้ันตอนดังนี ้ 
1. ใสแผน CD ที่มีแฟมคําสั่งเก่ียวกับกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต  
2. ดับเบิลคลิกที ่My Computer  
3. ดับเบิลคลิกที่หนวยขับแผน CD 
4. ทําการตดิตัง้ระบบ JAVA 1.4 หรือรุนใหมกวา เพ่ือใหโปรแกรม C.a.R. แสดงผลไดสมบูรณ  
    โดยการคัดลอกไฟล  ไวที ่Desktop และคลิกเพ่ือติดตั้ง 
5. คัดลอกโฟลเดอร  ไวที ่Desktop  
6. ดับเบิลคลิกที ่ บน Desktop   
7. ดับเบิลคลิกที ่  จะปรากฏ    

 

 
 
หากเครื่องคอมพิวเตอรกําลังเชื่อมตออินเทอรเน็ต นิสติสามารถเชื่อมโยง (link) ไปทีเ่ว็บไซตของ
โปรแกรม C.a.R. หรือเว็บไซตของโปรแกรม Euler ไดโดยคลกิที่  ซึ่งอยู
ทางดานลาง 
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8. เลือกเรื่องที่ตองการทํากิจกรรมการเรียนการสอน เชน ความเร็วและความเรง อัตราสมัพัทธ และ
คาเชงิอนุพันธและการประยุกต เมื่อคลกิเลอืกเรื่องแลว จะมีหนาตางข้ึนมาถามเพ่ือยืนยันการเปด
โปรแกรม ใหนิสติคลกิตกลง (OK) จากนั้นกิจกรรมนี้จะถกูเปดข้ึนมา ดังภาพประกอบ 
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9. เมื่อกิจกรรมถูกเปดข้ึนใหนิสติกดนาํเสนอภาพนิ่ง และทาํกิจกรรมไปตามแตละสไลด ในแตละ
สไลดจะมีการแทรกการเชื่อมโยงหลายมติิ (Hyperlink) ไปสูโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
เมื่อนิสิตนําเมาสไปชี้จะมีคาํอธิบายแสดงข้ึน เชน เมื่อนําเมาสไปชีท้ี่ จะมีขอความข้ึนวา “แสดงการ
เปลี่ยนแปลงของระดับน้ํา” ดังภาพประกอบ นสิิตสามารถคลกิไปทํากิจกรรมได    
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และเมื่อนิสติตองการใชงานแฟมคาํสั่งที่สรางจากโปรแกรม Euler   ใหคลิกสญัลกัษณตอไปนี ้  

   เมื่อคลิกแลวจะมหีนาตางข้ึนมาถามเพ่ือยืนยันการเปดโปรแกรม ใหนิสติคลกิตกลง (OK) 
จากนั้นแฟมคาํสัง่นี้จะถูกเปดข้ึนมา นสิติสามารถใชงานโปรแกรม Euler ไดทันท ีดังภาพประกอบ 
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ภาคผนวก ง 
แผนการจัดการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 

โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 103 

แผนการสอนที่ 1 
รายวชิา :  คณ111 ( คณิตศาสตร 1 )         
เรื่อง :  อนุพันธ                                 
หัวขอ :  อนุพันธและอนุพันธอันดับสูง                คาบที่  1 - 2 

 
1. สาระสําคัญ / ความคิดรวบยอด     

ความรูเรื่องลิมิตสามารถนําไปนิยามความชันของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชันที่กําหนดให 
กลาวคือ กําหนดใหฟงกชัน y = f(x)  เสนสมัผัสกราฟของฟงกชันที่จุด P(c , f(c)) คอื เสนตรงที่

ผานจุด P และมีความชันเทากับ
x

)c(f)xc(f
lim
x ∆

−∆+
→∆ 0

 เมื่อลิมิตหาคาได  

และจากความรูเรื่องการหาความชันของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน เราจะนํามานิยามคําวา 
อนุพันธ ดังนี ้ กําหนดฟงกชนั y = f(x) บนชวง (a, b) และ c ∈ (a, b) จะกลาววา f  มีอนุพันธที่ c   

หรือ   f  หาอนุพันธไดที่ c   เมื่อ 
x

)c(f)xc(f
lim

x
y

lim
0x0x ∆

−∆+
=

∆
∆

→∆→∆
 หาคาได และเรียกคาลิมิตนี้วา 

อนุพันธของ f ที่ c ซึ่งแทนดวยสญัลกัษณ f /( c ) หรือ
cx

/y
=

 หรือ 
cxdx

dy
=

  

เมื่อมีการนยิามคาํวา อนุพันธ ข้ึนในวิชาคณติศาสตรแลว แนนอนวาการหาอนุพันธของ
ฟงกชันนัน้ จะตองหาโดยใชบทนยิาม ซึง่ก็คอืการหาคาของลิมิตนัน่เอง ตอมานักคณติศาสตรได
คดิคนพัฒนาความรูตาง ๆ จนสรุปเปนทฤษฎีบทของอนพัุนธไว ซึง่การหาอนุพันธโดยใชสมบัติของ
อนุพันธนี้มีขอดีคอื เปนวิธีการที่งาย สามารถหาอนุพันธไดสะดวก และชวยใหประหยัดเวลาในการ
คํานวณ 

นอกจากทฤษฎีบททีถู่กเรยีกวา สมบัติของอนุพันธ ซึ่งไดแก ทฤษฎีบทอนพัุนธของฟงกชนั
คงที่ทฤษฎีบทอนุพันธของฟงกชันกําลงั ทฤษฎีบทอนพัุนธของผลบวกและผลตางของฟงกชัน 
อนุพันธของผลคณูของฟงกชนั อนุพันธของผลคณูฟงกชนัดวยคาคงที่ และอนุพันธของผลหารของ
ฟงกชันแลว ยังมีทฤษฎีบทอีก 2 ทฤษฎีบทที่ชวยในการหาอนพัุนธของฟงกชนั ทฤษฎีบทแรก 
ไดแก ทฤษฎีบททีถู่กเรยีกวา กฎลูกโซ ซึง่กฎลูกโซเปนทฤษฎีบททีช่วยในการหาอนพัุนธของ
ฟงกชันประกอบ ทฤษฎีบทตอไปคอืทฤษฎีบททีช่วยในการหาอนพัุนธของฟงกชนัผกผนั ซึ่งทฤษฎี
บทนี้ชวยลดข้ันตอนในการหาอนพัุนธ คอื ไมจําเปนตองหาฟงกชันผกผนักอน แลวจึงหาอนุพันธ
ของฟงกชันผกผนัที่ได เพราะเมื่อโจทยกําหนดฟงกชันมาให สามารถใชทฤษฎีบทนีห้าอนุพันธของ
ฟงกชันผกผันไดเลย และถาฟงกชันทีโ่จทยกําหนดให เปนฟงกชันที่หาฟงกชันผกผนัไดยาก ทฤษฎี
บทนี้จะชวยลดปญหาที่เกิดข้ึนได 

การหาอนุพันธที่กลาวมานั้น เปนการหาอนพัุนธอันดับทีห่นึ่ง ถานําอนุพันธอันดับทีห่นึ่งไป
หาอนุพันธตอไปอีก จะไดอนุพันธอันดับที่สอง และถานําอนุพันธอันดับที่สองไปหาอนุพันธอีกก็จะ
ไดอนุพันธอันดับที่สาม ซึ่งสามารถทําเชนนีต้อไปเรื่อย ๆ จนถึงอันดับที ่n ซึ่งอนุพันธอันดับที่สี ่ 
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เปนตนไปใหใชตัวเลข เขียนแทนดวย f(n)(x) หรือ n

n

dx
yd โดยที่อนุพันธที่มากกวาอันดับที่หนึ่งข้ึนไป

เรียกวา อนุพันธอันดับสูง 
2. จุดประสงคการเรยีนรู 
  1. หาความชันของเสนสัมผสักราฟของฟงกชันที่จุดที่กําหนดใหได  
  2. หาสมการของเสนสัมผสักราฟของฟงกชันที่จุดที่กําหนดใหได  
  3. หาอนุพันธของฟงกชันที่กําหนดใหได 
  4. พิจารณาวาฟงกชันที่กําหนด มีอนุพันธที่จุดที่กําหนดใหหรือไม 
  5. เขียนบทกลับและยกตัวอยางคานของทฤษฎีบทที่วา “ถาฟงกชัน f หาอนุพันธไดที่  
x = c แลว f  จะตอเนื่องที่ x = c” ได 
  6. ใชสมบัตติาง ๆ ของอนุพันธในการหาอนุพันธของฟงกชันที่กําหนดใหได  
  7. เลอืกใชสมบัติของอนุพันธในการหาอนุพันธของฟงกชันที่กําหนดใหได 
  8. สรางฟงกชันประกอบของฟงกชันที่กําหนดใหได 
  9. ใชกฎลูกโซในการหาอนุพันธของฟงกชนัได 
 10. ตรวจสอบการเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ของฟงกชนัทีกํ่าหนดใหได 
 11. หาฟงกชันผกผนัของฟงกชนัที่กําหนดใหได 
 12. สามารถหาอนุพันธ ณ จุดที่กําหนดใหของฟงกชันผกผันของฟงกชันที่กําหนด 
 13. หาอนุพันธอันดับสงูของฟงกชันที่กําหนดใหได 
3. สาระการเรียนรู 
    1. แนวคิดเก่ียวกับอนุพันธ 

บทนิยาม 1.1   กําหนดใหฟงกชนั y = f(x)  เสนสัมผัสกราฟของฟงกชันที่จุด  
P(c, f(c))    คอื เสนตรงทีผ่านจุด P และมีความชนั 

เทากับ
x

)c(f)xc(f
lim
x ∆

−∆+
→∆ 0

 เมื่อลิมิตหาคาได แตถาลิมติเปน ∞  

เสนสมัผสักราฟของฟงกชันจะเปนเสนตรงทีผ่านจุด P และตัง้ฉากกับ 
แกน x    
หมายเหต ุในบทนิยาม ถาแทน ∆x ดวย x – c  จะไดวาถา ∆x → 0   
แลว x – c → 0 และ x → c       ดังนั้นเขียนบทนิยามไดอีกแบบหนึ่งคือ   
เสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน f (x) ที่จุด P(c, f(c)) คือ เสนตรงที่ผานจุด 

P และมีความชันเทากับ ( ) ( )
cx

cfxf
lim

cx −
−

→
  เมื่อลิมติหาคาได 

บทนิยาม 1.2   กําหนดฟงกชัน y = f(x) บนชวง (a, b) และ c ∈ (a, b) จะกลาววา  
f  มีอนุพันธที่ c   หรือ   f  หาอนุพันธไดที่ c   เมื่อ 
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x
)c(f)xc(f

lim
x
y

lim
0x0x ∆

−∆+
=

∆
∆

→∆→∆
 หาคาได และเรียกคาลิมิตนี้วาอนุพันธ

ของ f ที่ c ซึ่งแทนดวยสัญลักษณ f /( c ) หรือ  
cx

/y
=

  

หรือ  
cxdx

dy
=

 

หมายเหต ุในบทนิยาม a อาจเปน – ∞ หรือ b อาจเปน ∞ ก็ได 
    2. การหาอนพัุนธไดและความตอเนื่อง  

ทฤษฎีบท 1.1  ถาฟงกชัน f  หาอนุพันธไดที่ x = c แลว f  จะตอเนื่องที่ x = c 
    3. สมบัติของอนุพันธ  

ทฤษฎีบท 1.2  ฟงกชนัคงที ่f(x) = a มีอนุพันธที่จํานวนจริง x และ ( ) 0
dx
da

xf / ==  

ทฤษฎีบท 1.3  ฟงกชนั f(x) = xn มีอนุพันธ และ ( ) ( ) 1nn/ nxx
dx
dxf −==   

เมื่อ xn – 1 นิยาม 
ทฤษฎีบท 1.4  กําหนดใหฟงกชัน  f  และ  g  มีอนุพันธที่ x  และ c ∈ R 

   ฟงกชัน f + g , fg , cf , 
g
f  จะมีอนุพันธที่ x ดวย  โดยที ่

   (1)  ( ) ( )( )xgxf
dx
d

+   =  ( ) ( )xg
dx
d

xf
dx
d

+     

   (2)  ( ) ( )( )xgxf
dx
d

⋅   =  ( ) ( ) ( ) ( )xf
dx
d

xgxg
dx
d

xf +  

   (3)  ( )( )xcf
dx
d   =  ( )xf

dx
d

c  

   (4)  ( )
( ) 








xg
xf

dx
d  =  

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )2xg

xg
dx
d

xfxf
dx
d

xg −
  ,  g(x) ≠ 0 

    4. กฎลูกโซ  (Chain rule)  
บทนิยาม 1.3   บทนิยามฟงกชันประกอบ (Composite Function) 

กําหนดฟงกชนั f และ g   
ฟงกชันประกอบของ f และ g เขียนแทนดวยสัญลักษณ f o g ซึ่งเปน
ฟงกชันทีน่ยิามวา  (f o g)(x)  =  f(g(x))  สําหรับทุก ๆ x ∈ D(g) ซึ่งทําให 
g(x) ∈ D(f) 

ทฤษฎีบท 1.5  กฎลูกโซ  (Chain rule) 
กําหนดใหฟงกชนั y = f(u) และ u = g(x) เปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธที่ u  
และ   x  ตามลําดับ ฟงกชันประกอบ y = f(g(x)) จะมีอนพัุนธที่ x  
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และ     ( )( ) ( )xgxgf
dx
dy // ⋅=     หรือ    

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  

    5. อนุพันธของฟงกชันผกผนั 
บทนิยาม 1.4 บทนิยามฟงกชันผกผัน (Inverse Function) 

กําหนดให f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ที่มโีดเมนเปนA และมีเรนจเปน B  
ฟงกชันผกผันของ f  เขียนแทนดวยสญัลกัษณ f–1 ซึ่งเปนฟงกชันที่มี
โดเมนเปน B และมีเรนจเปน A ซึ่งนิยามวา   
f–1(y)  =  x   ก็ตอเมื่อ  f(x)  =  y   สําหรับทุก y ∈ B 

บทนิยาม 1.5   ฟงกชนั f  ที่มีโดเมนเปน A จะเรียกวาเปน ฟงกชันหน่ึงตอหน่ึง  
ก็ตอเมื่อ  สําหรับทุก x1, x2 ∈ A ถา x1  ≠  x2 แลว  f (x1)  ≠  f (x2)   

ทฤษฎีบท 1.6  ถา f  เปนฟงกชนัที่มีอนุพันธบนชวง (a, b) โดยที ่f  /(x) ≠ 0  
และ g  เปนฟงกชันผกผันของฟงกชนั f  ซึง่ตอเนื่องใน Dg ⊂ Rg   

แลว g จะมีอนพัุนธที ่x  และ  ( )
( )( )xgf
1

xg /
/ =  

    6. อนุพันธอันดับสูง   
บทนิยาม 1.6   อนุพันธอันดับที่ n ของฟงกชัน f  เขียนแทนดวย  f n(x)  

เปนการหาอนุพันธของอนุพันธอันดับที่ n – 1 เทียบกับ x  

นั่นคือ ( ) ( )[ ]xf
dx
d

xf 1nn −=  

4. กิจกรรมการเรียนการสอน  
1.  ครเูริ่มดวยปญหาเสนสมัผสักราฟของฟงกชันคอือะไร นิสติรวมกันอภิปราย จากนั้นครู

อธิบายบทนยิามเสนสัมผสักราฟของฟงกชัน พรอมใหนสิิตดูตัวอยางจากโปรแกรม C.a.R. เพ่ือให
นิสิตเห็นลักษณะเสนสมัผสักราฟของฟงกชนั (ภาพประกอบ 1)  

 
ภาพประกอบ 1 
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2. จากนั้นใหนิสติทาํกิจกรรมสํารวจฟงกชนัที่กําหนดให และหาความชันของเสนสมัผสั
กราฟของฟงกชัน ณ จุดที่กําหนดให จากโปรแกรม C.a.R. (ภาพประกอบ 2) โดยคลิกขวาที่
เสนกราฟเพ่ือกําหนดฟงกชันใหม (ภาพประกอบ 3) และคลิกขวาที่จุด P1 เพ่ือกําหนดพิกัดใหม 
(ภาพประกอบ 4) 

 
ภาพประกอบ 2 

 

 
ภาพประกอบ 3 
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ภาพประกอบ 4 

 

3. ใหนสิติทาํกิจกรรมการหาสมการของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน จากนั้นนสิิตศกึษาบท
นิยามอนุพันธของฟงกชัน และทาํกิจกรรมซึง่มีทัง้กิจกรรมที่ใหนิสติพิจารณาวาฟงกชันที่กําหนดให
มีอนุพันธ ณ จุดที่กําหนดใหหรือไม  กิจกรรมทีใ่หนิสติหาอนุพันธของฟงกชัน ณ จุดที่กําหนดให 
และกิจกรรมที่ใหนสิิตหาอนุพันธของฟงกชัน ณ จุดใด ๆ  

4. ครใูหนิสติทาํกิจกรรม “จงแสดงวาฟงกชนั x)x(f =  มีอนุพันธทุก x ≠ 0” เพ่ือนําเขาสู
ทฤษฎีบท “ถาฟงกชัน f  หาอนุพันธไดที่ x = c แลว f จะตอเนื่องที ่x = c” จากนั้นใหนิสติเขียนบท
กลับของของทฤษฎีบทและรวมกันอภิปรายวาบทกลับของทฤษฎีบทเปนจริงหรือไม อยางไร 

5. ครใูหนิสติทาํกิจกรรมหาอนุพันธของฟงกชนัคงที่เพ่ือนําเขาสูทฤษฎีบทอนพัุนธของ
ฟงกชันคงที่เทากับศูนย และทฤษฎีบทอนุพันธของฟงกชันกําลัง ซึง่กอนที่จะเขาสูทฤษฎีบทครแูละ
นิสิตจะอภิปรายรวมกันในคําถามที่วา “ถา f(x) =  x4 แลวอนุพันธของ f ที่ x ใด ๆ จะเทากับ 4x3 
หรือไม” 

6. ครอูธิบายทฤษฎีบทอนพัุนธของผลบวกและผลตางของฟงกชนั อนุพันธของผลคณูของ
ฟงกชัน อนุพันธของผลคณูฟงกชันดวยคาคงที่ และอนุพันธของผลหารของฟงกชนั จากนั้นครแูละ
นิสิตรวมกันทํากิจกรรมการหาอนุพันธของฟงกชนัที่กําหนดใหโดยใชทฤษฎีบทที่กลาวมาขางตน 
กิจกรรมทายสุดใหนิสติหาอนพัุนธของฟงกชนั 2 ฟงกชนัซึ่งมีความคลายคลงึกัน นสิิตตองหาความ
แตกตางทางโครงสรางของสองฟงกชันที่กําหนดใหและเลือกใชทฤษฎีบทที่เหมาะสมในการหา
อนุพันธของฟงกชันดังกลาว  
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7. ครูอธิบายบทนิยามของฟงกชันประกอบ พรอมตัวอยาง และใหนสิิตทํากิจกรรมการหา
ฟงกชันประกอบจากฟงกชันที่กําหนดให จากนัน้เขาสูกิจกรรมทฤษฎีบทกฎลูกโซ โดยพูดคยุ
เก่ียวกับทฤษฎีบทพรอมกับการทํากิจกรรม   

8. ครนูาํเขาสูการหาอนุพันธของฟงกชันผกผนัดวยกิจกรรมสํารวจกราฟของฟงกชันผกผนั
ของฟงกชันที่กําหนดให จากโปรแกรม C.a.R โดยนสิติคลกิเลอืกเครื่องมือสรางรอยเดิน  
จากนั้นคลิกที่จุด P4 แลวจึงใชเมาสลากจุด P3 ไปตามกราฟของฟงกชันที่กําหนด (กราฟเสนหนา) 
รอยเดินของจุด P4 นั่นคือกราฟของฟงกชนัผกผนันัน่เองดังภาพประกอบ 5 นิสติสามารถกําหนด
ฟงกชันใหมโดยคลิกขวาที่กราฟของฟงกชนั (กราฟเสนหนา) ครูอธิบายบทนิยามของฟงกชันผกผัน
ควบคูไปดวย จากนั้นครูจะกลาวถงึบทนยิามของฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ใหนสิิตไดรูจักกอนและใหนสิิต
ตรวจสอบวาฟงกชันที่กําหนดใหเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึ่งหรือไม หลังจากทํากิจกรรม ครเูปดโอกาส
ใหอภิปรายในชัน้เรยีนรวมกัน และครเูพ่ิมเตมิถงึการตรวจสอบการเปนฟงกชนัหนึง่ตอหนึ่งดวยวิธี
ทางเรขาคณติ 

 
ภาพประกอบ 5 

 

9. ครอูธิบายข้ันตอนการหาฟงกชนัผกผนัของฟงกชันทีกํ่าหนดให ครใูหนสิติวาดกราฟของ
ฟงกชันผกผันของฟงกชนัที่กําหนดให จากนั้นอภิปรายรวมกันถึงลักษณะกราฟของฟงกชันและ
กราฟของฟงกชันผกผัน ครูเพ่ิมเติมวากราฟทั้งสองสมมาตรกันตามเสนตรง y = x 

10. ใหนสิิตหาฟงกชนัผกผนัและอนุพันธของฟงกชันผกผนัที่ x = c จากนั้นเรยีนรูทฤษฎีบท
อนุพันธของฟงกชันผกผันที่ x = c และทาํกิจกรรมการหาอนุพันธของฟงกชันผกผนัที่ x = c ขอเดิม 
แตใหใชทฤษฎีบทดังกลาวชวย ครแูละนสิติพูดคยุถงึประโยชนของทฤษฎีบทวา ฟงกชนับางฟงกชัน
อาจหาฟงกชันผกผนัไดคอนขางยาก สงผลใหการหาอนพัุนธของฟงกชนัผกผันที ่x = c ทําไดยาก
เชนกัน ดังนั้นการใชทฤษฎีบทนีจ้ึงเปนวิธีทีช่วยไดอีกวิธีหนึ่ง   

11. ครอูธิบายนิยามอนุพันธอันดับสงูและใหนสิิตทํากิจกรรม  
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12. ครแูละนิสติพูดคยุสรุปสิ่งที่ไดเรียนรูในวันนี้ ครูมอบหมายใหนิสติทําแบบฝกหัดทาย
บทเรยีนในหนงัสือเรยีน 
 
5. สื่อการเรียนรู 

1. ใบกิจกรรมที่ 1 เรื่องอนุพันธ  : อนุพันธและอนุพันธอันดับสูง 
2. แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร : กิจกรรมที่ 1   
3. เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1  ( หนงัสือประกอบการเรียนของภาควิชา ) 

 
6. การวัดและประเมินผล 

1. ตรวจใบกิจกรรม  
2. สังเกตความรวมมือ ความสนใจในการทํากิจกรรม 

 
บันทึกหลังการสอน 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
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แผนการสอนที่ 2 
รายวชิา:  คณ111 ( คณิตศาสตร 1 )         
เรื่อง     :  อนุพันธ                                คาบที่ 3 - 4 
หัวขอ   :  อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมิติและฟงกชนัผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ  

 
1. สาระสําคัญ / ความคิดรวบยอด    

ความรูเรื่องคาของลิมิตที่วา 1
sin

lim
0

=
θ
θ

→θ
 และ 0

1cos
lim

0
=

θ
−θ

→θ
 และความรูเรื่องกฎลูกโซ 

ชวยในการหาอนพัุนธของฟงกชันตรโีกณมติิ และเนื่องจากฟงกชันตรีโกณมติิไมเปนฟงกชนัหนึง่ตอ
หนึ่งใน R  จึงตองกําหนดโดเมนของฟงกชันตรโีกณมติิข้ึนใหม เพ่ือใหฟงกชนัตรโีกณมิตมิีอินเวอรส
เปนฟงกชัน การหาอนุพันธของฟงกชันผกผันของฟงกชนัตรโีกณมติใิชความรูเรื่องอนุพันธของ
ฟงกชันผกผัน ฟงกชนัประกอบ และสมบัติของฟงกชนัตรโีกณมติิ  
 
2. จุดประสงคการเรียนรู 
 1. หาอนุพันธของฟงกชนัตรโีกณมิตทิี่กําหนดใหได 
 2. หาอนุพันธของฟงกชนัผกผนัของฟงกชันตรีโกณมติิทีกํ่าหนดใหได 
 
3. สาระการเรียนรู 
    1. ทฤษฎีบทอนุพันธของฟงกชันตรโีกณมติ ิ

ทฤษฎีบท 2.1 ฟงกชันตรโีกณมติิเปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธ และ  

(1)  xcosxsin
dx
d

=              

(2)  xsinxcos
dx
d

−=   

(3)  ( ) In,
2

1n2x,xsecxtan
dx
d 2 ∈

π
+≠=  

(4)  In,nx,xcscxcot
dx
d 2 ∈π≠−=  

(5)  ( ) In,
2

1n2x,xtanxsecxsec
dx
d

∈
π

+≠=  

(6)  In,nx,xcotxcscxcsc
dx
d

∈π≠−=  

    2. บทนยิามฟงกชันผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ
 บทนิยาม 2.1  

(1)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันไซน   นิยามวา y = arcsin x  
ก็ตอเมื่อ x = sin y  โดยที่ arcsin : [ ] 



 ππ
−→−

2
,

2
1,1  
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(2)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคไซน  นิยามวา y = arccos x  
ก็ตอเมื่อ x = cos y  โดยที่ arccos : [ ] [ ]π→− ,01,1  

(3)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันแทนเจนต     นิยามวา y = arctan x  
ก็ตอเมื่อ x = tan y  โดยที่ arctan : 





 ππ
−→

2
,

2
R  

(4)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคแทนเจนต   นยิามวา y = arccot x  
ก็ตอเมื่อ x = cot y  โดยที่ arccot : ( )π→ ,0R  

(5)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันเซแคนต  นิยามวา y = arcsec x  
ก็ตอเมื่อ x = sec y         
โดยที่ arcsec : ( ] [ ) 



 π

π
∪





 π

→∞∪−∞− ,
22

,0,11,   

(6)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคเซแคนต นิยามวา y = arccsc x   
ก็ตอเมื่อ x = csc y       
โดยที่ arccsc : ( ] [ ) 



 π

∪




 π
−→∞∪−∞−

2
,00,

2
,11,  

    3. ทฤษฎีบทอนุพันธฟงกชันผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ
 ทฤษฎีบท 2.2 

(1)  ฟงกชัน y = arcsin x เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x <   

และ 
2x1

1xarcsin
dx
d

−
=  

(2)  ฟงกชัน y = arccos x เปนฟงกชนัทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึง่ 1x <   

และ 
2x1

1xarccos
dx
d

−
−=  

(3)  ฟงกชัน y = arctan x เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ∈ R  

และ 2x1
1

xarctan
dx
d

+
=  

(4)  ฟงกชัน y = arccot x เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดทกุคาของ x ∈ R  

และ 2x1
1

xcotarc
dx
d

+
−=  

(5)  ฟงกชัน y = arcsec x เปนฟงกชนัทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x >   

และ 
1xx

1xsecarc
dx
d

2 −
=  

(6)  ฟงกชัน y = arccsc x เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x >   

และ 
1xx

1xcscarc
dx
d

2 −
−=  
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4. กิจกรรมการเรียนการสอน 
1. ครูใชคําถามถามวา “นิสติรูหรือไมวาอนุพันธของฟงกชันไซนจะไดอะไร” ซึ่งนสิิตไดเรยีน

เรื่องแคลคลูัสเบ้ืองตนมาบางแลวในระดับมธัยมก็อาจจะตอบคําถามไดวาอนุพันธของฟงกชันไซนจะ
ไดฟงกชนัโคไซน ครูใชคาํถามถามตอวา “นิสติแนใจหรอืวาอนุพันธของฟงกชันไซนจะไดฟงกชนั
โคไซน เราตองพิสูจนใหเหน็จรงิ”  ครใูหนสิิตทํากิจกรรมสังเกตคาความชันของเสนสมัผสักราฟของ
ฟงกชันจากแฟมคาํสั่งทีส่รางจากโปรแกรม C.a.R. โดยที่นสิติสามารถกําหนดฟงกชันไดเอง  
(ดังภาพประกอบ 1) จากนัน้ใหนสิิตใชโปรแกรม Euler ทํากิจกรรมสรางกราฟของฟงกชัน
ตรีโกณมติิ เพ่ือเปนการนาํเขาสูการเรยีนรูทฤษฎีบทอนพัุนธของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ

 
ภาพประกอบ 1 

 

2. ครูนําเขาสูเรื่องฟงกชันผกผันของฟงกชนัตรโีกณมิติดวยการใหอภิปรายวา “ฟงกชันที่มี
อินเวอรสเปนฟงกชันจะตองเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ แตเนื่องจากฟงกชนัตรโีกณมิตไิมเปนฟงกชัน
หนึ่งตอหนึง่ใน R  ดังนั้นจึงตองมีการกําหนดโดเมนของฟงกชันตรโีกณมติิ เพ่ือใหฟงกชัน
ตรีโกณมติิเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ใน R  ซึง่สงผลใหมีอินเวอรสเปนฟงกชนั”  และใหนสิติทํา
กิจกรรมกําหนดโดเมนของฟงกชันตรโีกณมิติ เพ่ือใหฟงกชันตรโีกณมิติเปนฟงกชนัหนึง่ตอหนึ่ง 
ใน R จากนั้นนิสติศกึษาบทนยิามของฟงกชนัผกผนัของฟงกชันตรโีกณมติิ    

3. ครอูธิบายทฤษฎีบทอนพัุนธของฟงกชันผกผันของฟงกชันตรโีกณมิต ิพรอมใหนสิิตทํา
กิจกรรมการหาอนุพันธของฟงกชนัผกผนัของฟงกชันตรโีกณมติิที่กําหนดให  

4. ครแูละนสิิตพูดคยุสรุปสิง่ทีไ่ดเรยีนรูในวันนี้ ครมูอบหมายใหนสิิตทําแบบฝกหัดทาย
บทเรยีนในหนงัสือเรยีน  
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5. สื่อการเรียนรู 
1. ใบกิจกรรมที่ 2  เรื่องอนุพันธ  : อนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติและฟงกชันผกผันของ

ฟงกชันตรีโกณมิติ   
2. แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร : กิจกรรมที่ 2 
3. เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1  ( หนังสือประกอบการเรียนของภาควิชา ) 

  
6. การวัดและประเมินผล 

1. ตรวจใบกิจกรรม  
2. สังเกตความรวมมือ ความสนใจในการทํากิจกรรม 

 
บันทึกหลังการสอน 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
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แผนการสอนที่ 3 
รายวชิา :  คณ111 ( คณิตศาสตร 1 )         
เรื่อง :  อนุพันธ                                 
หัวขอ :  อนุพันธของฟงกชันโดยปรยิาย              คาบที่    5 - 6 
 
1. สาระสําคัญ / ความคิดรวบยอด    

ฟงกชันโดยปรยิาย คอื ฟงกชันซึง่กําหนดในรูปความสมัพันธ F(x, y) = 0 การหาอนุพันธ
ของฟงกชันโดยปรยิายสามารถทําไดหลายวิธี แตฟงกชนัโดยปรยิายบางฟงกชันเขียนในรปูฟงกชัน
โดยชัดแจง (y = f(x)) ไดยาก จําเปนตองหาอนุพันธโดยการหาอนุพันธทั้งสองขางของสมการเทียบ

กับ x แลวจัดเทอม 
dx
dy ใหอยูขางเดียวกันของสมการ เพ่ือแกสมการหา 

dx
dy  

 
2. จุดประสงคการเรียนรู 
  1. สามารถจําแนกไดวาฟงกชันใดเปนฟงกชันโดยชัดแจง และฟงกชันใดเปนฟงกชัน   
โดยปริยาย 
  2. เลือกใชวิธีการตาง ๆ ในการหาอนุพันธฟงกชันโดยปรยิายได 
  
3. สาระการเรียนรู 

1. ฟงกชันโดยปริยาย 
   ฟงกชันโดยปริยาย (Implicit Function) เปนฟงกชนัทีไ่มไดกําหนดโดยชัดแจงในรูป 
y = f(x) แตจะกําหนดในรูปความสัมพันธ F(x, y) = 0 

ฟงกชันโดยปรยิายบางฟงกชันสามารถเขียนในรปูฟงกชนัโดยชดัแจงไดงาย 

เชน xy = 3 และ x3y + xy – 1 = 0 สามารถเขียนในรูปฟงกชันโดยชัดแจงไดเปน 
x
3

y =  และ 

xx
1

y 3 +
=   ตามลําดับ    

ฟงกชันโดยปรยิายบางฟงกชันสามารถเขียนในรปูฟงกชนัโดยชดัแจงได  
มากกวา หนึ่งฟงกชัน เชน y2 – x + 3 = 0 สามารถเขียนในรปูฟงกชันโดยชัดแจงไดเปน 

3x)x(f −=  หรือ 3x)x(g −−=     
ในขณะที่ฟงกชันโดยปรยิายบางฟงกชันเขียนในรปูฟงกชันโดยชดัแจงไดยาก 

มาก เชน  x3y + xy3 + x2y2 + xy – 2 = 0 
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 2. การหาอนพัุนธของฟงกชนัโดยปรยิาย 
การหาอนุพันธของฟงกชนัโดยปรยิาย อาจทําไดโดยจัดรูปของฟงกชันโดยปริยาย 

นั้นใหอยูในรูปฟงกชันโดยชัดแจงแลวจงึทําการอนุพันธ แตถาฟงกชันโดยปรยิายนั้นยากมากที่จะ
เขียนในรปูฟงกชันโดยชัดแจง จําเปนตองใชความรูในเรือ่งการหาอนุพันธของฟงกชันประกอบเขา
มาชวยในการหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย ซึ่งมีข้ันตอน ดังนี ้

1. หาอนุพันธทั้งสองขางของสมการเทียบกับ x 

2. จัดเทอม 
dx
dy ใหอยูขางเดียวกันของสมการ 

3. ดึงตัวประกอบรวมของ 
dx
dy ออก 

4. แกสมการหา 
dx
dy  

 
4. กิจกรรมการเรียนการสอน  

1. ครูอธิบายลักษณะของฟงกชันโดยชัดแจง และฟงกชนัโดยปรยิาย พรอมอภิปรายถึง
ลักษณะของกราฟของฟงกชนัโดยปรยิายรวมกันกับนสิิต จากนั้นครอูธิบายวิธีการหาอนุพันธของ
ฟงกชันโดยปริยาย 

2. นิสิตใชโปรแกรม Euler ทํากิจกรรมสรางกราฟของฟงกชันโดยปริยายตาง ๆ ที่
กําหนดให (ดังภาพประกอบ 1) พรอมหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยายเหลานั้น 

 
ภาพประกอบ 6 

 

3. ครแูละนสิิตพูดคยุสรุปสิง่ทีไ่ดเรยีนรูในวันนี้ ครมูอบหมายใหนสิิตทําแบบฝกหัดทาย
บทเรยีนในหนงัสือเรยีน  
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5. สื่อการเรียนรู 
1. ใบกิจกรรมที่ 3  เรื่องอนุพันธ  : อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย 
2. แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร : กิจกรรมที่ 3 
3. เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1  ( หนังสือประกอบการเรียนของภาควิชา ) 

  
6. การวัดและประเมินผล 

1. ตรวจใบกิจกรรม  
2. สังเกตความรวมมือ ความสนใจในการทํากิจกรรม 

 
บันทึกหลังการสอน 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
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แผนการสอนที่ 4 
รายวชิา :  คณ111 ( คณิตศาสตร 1 )         
เรื่อง :  อนุพันธ                                 
หัวขอ :  อนุพันธของฟงกชันซ่ึงกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

      และอนุพันธในพกัิดเชิงขัว้        คาบที่    7 - 9  
 

 
1. สาระสําคัญ / ความคิดรวบยอด    

การหาอนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมินัน้ หากสามารถขจัดตัว
แปร t เพ่ือเขียนสมการ ใหอยูในรูปความสัมพันธ F(x , y) = 0 ไดงาย จะใชวิธีการหาอนุพันธของ
ฟงกชันโดยปริยายเขามาชวย  แตถาขจัดตัวแปร t ไดยากหรอืไมสามารถขจัดตัวแปร t  ได จะตอง
ใชความรูในเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชันผกผนัและกฎลูกโซชวยในการหาคาอนุพันธ 

ระบบพิกัดที่เราศกึษาและกลาวไปแลวแตตอนตน เปนระบบพิกัดที่เรยีกวา พิกัดฉาก 
(Rectangular Coordinates) นอกเหนือจากระบบพิกัดฉาก ยังมีระบบพิกัดอีกชนิดหนึ่งที่เรียกวา 
พิกัดเชิงข้ัว (Polar Coordinates) ซึง่การกําหนดพิกัดของจุดในพิกัดเชิงข้ัวใหอยูในรูปพิกัดฉาก 
นั่นคือ x = r cos θ และ y = r sin θ นั้น ใชแนวคิดเรื่องสมการอิงตัวแปรเสริมนั่นเอง   

บทนิยามของอนุพันธในพิกัดเชิงข้ัวเหมือนกันกับบทนิยามของอนุพันธในพิกัดฉาก แต
ความหมายในเชงิเรขาคณติไมเหมือนกัน กลาวคอื ในพิกัดเชงิข้ัวที่ได ไมไดหมายถึง ความชัน
ของเสนสัมผัสของเสนโคง  แตเราก็สามารถหาความชนัของเสนสัมผสัของเสนโคงได โดยที่การ
หาความชันของเสนสัมผสัของเสนโคงนัน้ตองใชความรูเรื่องอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัวนี้ดวย  

 
2. จุดประสงคการเรียนรู 
 1. อธิบายลักษณะของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิได 
  2. หาอนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิได 
 3. หาความชันและสมการของเสนสมัผัสเสนโคงของฟงกชันซึ่งกําหนดในรูปสมการ 
อิงตัวแปรเสรมิได  

 4. หาตําแหนงและบอกพิกัดอ่ืน ๆ ของจุดที่กําหนดใหได 
 5. หาพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากไดเมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชิงข้ัวมาให  
และหาพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชงิข้ัวไดเมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากมาให 

 6. อธิบายลักษณะของกราฟทีส่ําคญัในระบบพิกัดเชงิข้ัว และอธิบายลักษณะสําคญั 
ของภาคตัดกรวยในระบบพิกัดเชิงข้ัวได 

 7. หาอนุพันธของฟงกชนัในระบบพิกัดเชงิข้ัวได 
 8. หาความชันของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชันในระบบพิกัดเชงิข้ัวได  
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3. สาระการเรียนรู 
 1. ฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ 
 ให t เปนตัวแปรอิสระ และทั้ง x = f(t) และ y = g(t) ตางก็เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด 
[a, b] 
สมการ x = f(t) , y = g(t) ---- (1)  มีชื่อเรียกวา สมการอิงตัวแปรเสริม (Parametric equations) 
และเรียกตัวแปร t วา ตัวแปรเสริม  (Parameter)  โดยแตละคา t จะให (f(t), g(t)) แทนจุดบนเสน
โคงทีส่อดคลองกับสมการ (1)  
 2. การหาอนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ  

ถาสมการอิงตัวแปรเสริมนั้นสามารถขจัดตัวแปร t เพ่ือเขียนสมการ (1) ใหอยูในรูป
ความสัมพันธ F(x, y) = 0 ไดงาย จะใชวิธีการหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย F(x, y) = 0   
 

แตถาไมสามารถขจัดตัวแปร t ได จําเปนตองใชความรูในเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชัน

ผกผันและกฎลูกโซหาคาอนุพันธ    โดย  

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

=⋅=   ถา  0
dt
dx

≠  

3. แนะนําพิกัดเชิงข้ัว 
 ในระบบพิกัดเชิงข้ัว เราจะเริ่มตนโดยการเลือกจุด ๆ หนึง่ในระนาบ เรยีกจุดนี้วา ขั้ว 
(Pole) หรือ จุดกําเนิด (origin) ซึ่งตอไปนี้จะแทนดวย o   จากจุดนี้ลากเสนตรง 2 เสน โดยที่เสน
หนึ่งอยูในแนวนอนไปทางขวามือ เราเรียกเสนนี้วา แกนเชิงขั้ว (Polar axis) ซึง่ตอไปจะแทนดวย
แกน x   สวนอีกเสนหนึง่ ลากจากข้ัวไปตามแนวด่ิง เราเรยีกเสนนี้วา แกนแนวฉาก (normal 
axis)  ซึ่งตอไปจะแทนดวยแกน y 

 
 ถา P  เปนจุด ๆ หนึ่งบนระนาบ สัญลกัษณทีใ่ชแทนการบอกตําแหนงของจุด P  คือ คู
อันดับ (r , θ) โดยที ่
 (1)   θ  แทนมมุที่ข้ัว โดยมีดานเริ่มตนของมุมทับแกนเชงิข้ัว และดานสิ้นสุดของมุมหรือ
สวนตอของดานสิน้สุดของมมุผานจุด P โดยที ่

ดานที่เปนสวนตอของดานสิ้นสุด 

y  

P(r , θ)  

o  

ดานสิ้นสุด  

ดานเริ่มตน  θ  x  

y  

P(r , θ)  

o  
ดานเริ่มตน  θ  x  
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 θ > 0   เมื่อหมุนดานสิ้นสุดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากดานเริ่มตน 
   θ < 0   เมื่อหมุนดานสิ้นสุดในทิศทางตามเข็มนาฬิกาจากดานเริ่มตน 

    (2)   r  แทนระยะทางทีร่ะบุทิศทาง จากข้ัวไปถึงจุด P โดยที ่
   r > 0   เมื่อ P  อยูบนดานสิ้นสุดของ θ   มีระยะหางจากข้ัวเทากับ r  หนวย 
   r < 0   เมื่อ P  อยูบนดานที่เปนสวนตอของดานสิ้นสุดของ θ   มีระยะหางจากข้ัว
เทากับ r  หนวย 
หมายเหต ุ 1. พิกัดของจุด ๆ หนึ่งมไีดหลายพิกัด   
  2. ถา (r, θ) เปนพิกัดของจุด P แลว (r, θ +2nπ) สาํหรบัทุก n = 0, 1, 2, … จะเปน
พิกัดของจุด P  ดวย         
 4. ความสัมพันธระหวางพิกัดเชงิข้ัวและพิกัดฉาก 
 ให  P  เปนจุดบนระนาบ 
  (x, y)  แทนพิกัดของ P ในระนาบพิกัดฉาก 
  (r, θ)  แทนพิกัดของ P ในระนาบพิกัดเชิงข้ัว 
 เมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชงิข้ัวมาให เราสามารถหาพิกัดของจุดนัน้ในระบบ
พิกัดฉากไดดวยความสัมพันธ ดังนี ้
    x = r cos θ  และ  y = r sin θ   
 เมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากมาให เราสามารถหาพิกัดของจุดนัน้ในระบบ
พิกัดเชิงข้ัวได ดังนี ้
    x2 = r2 cos2 θ และ  y2 = r2 sin2 θ 
เพราะฉะนั้น   x2 + y2  = r2 (cos2 θ  + sin2 θ) 
ดังนั้น    x2 + y2  = r2 
            22 yxr +±=  

นอกจากนั้น จะไดวา   
x
y

cosr
sinr

=
θ
θ  

นั่นคือ       
x
ytan =θ  

 
5. กราฟที่สําคัญในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

  1. เสนตรง 
   1.1 สมการ:  r cos θ = a 
   1.2 สมการ:  r sin θ = a 
   1.3 สมการ:  r (A cos θ + B sin θ) + C = 0  เมื่อ A, B และ C เปนคาคงตัวและ 
A, B ไมเปนศนูยพรอมกัน 
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 2. วงกลม 
   2.1 สมการ:  r = a   เมื่อ  a  ≠ 0  
   2.2 สมการ:  r = 2a cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0 
   2.3 สมการ:  r = 2a sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0 
   2.4 สมการ:  r = a cos θ + b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0  
 3. เสนโคงรูปหัวใจ (Cardioids) 
   3.1 สมการ:  r = a (1 + sin θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
   3.2 สมการ:  r = a (1 - sin θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
   3.3 สมการ:  r = a (1 + cos θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
   3.4 สมการ:  r = a (1 - cos θ)  เมื่อ  a  ≠ 0   
 4. เสนโคงลีมาซอง (Limacons) 
   4.1 สมการ:  r = a + b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0  
   4.2 สมการ:  r = a - b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
   4.3 สมการ:  r = a + b cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
   4.4 สมการ:  r = a - b cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
 5. เสนโคงกลีบกุหลาบ (Rose Curve) 
   5.1 สมการ:  r = a sin nθ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  n เปนจาํนวนเตม็บวก 
   5.2 สมการ:  r = a cos nθ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ n เปนจํานวนเต็มบวก 

6. บทนิยาม 4.1 ความเย้ืองศูนยกลางของภาคตัดกรวย 
กําหนดให  e  เปนความเย้ืองศูนยกลาง  (eccentricity)  ซึ่ง  

e =  
คับและเสนบัง  P  วางจุดระยะทางระห
O  และโฟกัส  P  วางจุดระยะทางระห  

7. ทฤษฎีบท 4.1 การหาความชนัของเสนสัมผัสเสนโคง 
ถากําหนดเสนโคง r = f(θ) และ P(r1 , θ1) เปนจุดบนเสนโคง และ m เปน 

ความชันของเสนสัมผสัเสนโคงที่จุด P  แลว                                                                                                                                    
.                                                 m  = ( ) ( )

( ) ( ) 1111
/

11
/

11

sinfcosf

sinfcosf

θθ−θθ

θθ+θθ          

เมื่อ  ( ) ( ) 1111
/ sinfcosf θθ−θθ  ≠ 0                                                                                                  

          8. ทฤษฎีบท 4.2 การหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง 
 กําหนดเสนโคง r = f(θ) และ P(r1 , θ1) เปนจุดบนเสนโคง                                                      
  ให L เปนเสนสัมผัสเสนโคง f ที่จุด P และมีมุมเอียงเทากับ φ                                                     

ถา α เปนมุมบวกที่วัดจากดาน OP ไปยัง เสนตรง L แลว                                                             
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.                                tan α  = ( )
( )1

/
1

f
f

θ
θ                                                                                                                              

เมื่อ f /(θ) ≠ 0 และ r1  ≠ 0           

     
4. กิจกรรมการเรียนการสอน 

1. ครอูธิบายลักษณะและใหนิสติดูตัวอยางกราฟของฟงกชันซึ่งกําหนดในรูปสมการ 
อิงตัวแปรเสรมิ พรอมทัง้อธิบายวิธีการหาอนพัุนธของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ 
จากนั้นครใูหนสิิตหาอนุพันธของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ โดยนสิิตใช
โปรแกรม Euler ชวยสรางกราฟของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสรมิ และใชโปรแกรม 
Euler ชวยในการคํานวณและตรวจคําตอบ 

2. จากนั้นครใูหนสิิตหาสมการของเสนสัมผสักับเสนโคงของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการ
อิงตัวแปรเสรมิ โดยนสิติทําการสํารวจเสนสมัผสัเสนโคงจากโปรแกรม C.a.R. (ดังภาพประกอบ 1) 
นิสิตสามารถกําหนดฟงกชันไดเองโดยการคลกิขวาที่เมาสแลวแกไขเปนฟงกชันทีต่องการ  
แฟมคาํสั่งนีจ้ะแสดงการเคลื่อนที่ของจุดไปบนกราฟของสมการอิงตัวแปรเสริมแสดงพิกัด (x , y) 
เมื่อ t เปนคาใด ๆ และแสดงคาความชันของเสนสัมผัส ณ จุด t  นั้น ๆ      

 
ภาพประกอบ 7 

 

แลวใหนสิิตสังเกตการเคลื่อนที่ของจุดบนกราฟ การใหโปรแกรมแสดงการเคลื่อนที่ของจุดทําไดโดย
การเลื่อนหนาจอลงไปดานลาง เมื่อพบเสนตรงและจุดบนเสนตรงนั้น ใหเลือกเครื่องมือ Animation 

θ1 
L 

α 

φ 

P(r1 , θ1) 

0 
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of a point  และคลกิที่จุดบนเสนตรงหนึง่ครัง้ ตามดวยดับเบ้ิลคลกิที่เสนตรง โปรแกรมจะ
แสดงการเคลื่อนที่ของจุดให จากนั้นนิสติสามารถเลื่อนหนาจอข้ึนไปดานบนไดดังเดิม 

 
ภาพประกอบ 8 

หมายเหต ุ  โปรแกรม C.a.R. ยังมีขอจํากัดเรื่องโดเมนของฟงกชนับางฟงกชัน เชน ฟงกชันรากที่ 
n เมื่อ n ≥ 2 ดังนั้นโปรแกรมจะแสดงกราฟของฟงกชันเหลานี้ ตัง้แต x = 0 เปนตนไป เชน 
ตัวอยางที่นาํมาแสดงคอืกราฟของฟงกชัน 3 tx =  , y = 1 – t  จะพบวา เมื่อ t = -5.91435  
(คา t เปนลบ) ซึ่งสงผลใหคา 3 91435.5x −=  (คา x เปนลบ)   แตเนื่องจากโปรแกรม C.a.R.  
มีขอจํากัดในเรื่องโดเมนดังกลาว จงึไมแสดงคา x  จะแสดงผลเปน ??? (ภาพประกอบ 3)  
ตั้งแตเมื่อ t = 3.79709 (คา t เปนบวก) ซึ่งสงผลให 3 79709.3x =  (คา x เปนบวก)  โปรแกรม 
C.a.R. จึงแสดงคา x  (ภาพประกอบ 4)  

 
ภาพประกอบ 9 

เสนตรงและจุดบนเสนตรง 
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ภาพประกอบ 10 

 

3. ครูนําเขาสูบทเรียนโดยการใชคําถามถามวา “นิสติรูจกัระบบพิกัดเชงิข้ัวหรือไม” ,“ระบบ
พิกัดเชิงข้ัวคืออะไร”  จากนั้นครูอธิบายลักษณะของระบบพิกัดเชิงข้ัว  การกําหนดพิกัดของจุดใน
ระบบพิกัดเชงิข้ัว  และใหนิสติทํากิจกรรมหาพิกัดอ่ืน ๆ ของจุดที่กําหนดให    

4. ครอูธิบายความสัมพันธระหวางพิกัดเชงิข้ัวและพิกัดฉาก และใหนิสติทํากิจกรรมหาพิกัด
ในระบบพิกัดเชิงข้ัวของจุดที่กําหนดพิกัดในระบบพิกัดฉากมาให 

5. นิสิตศกึษาสมการของกราฟทีส่ําคญัในระบบพิกัดเชงิข้ัวจากใบกิจกรรม ครใูหนิสติศกึษา
ลักษณะของกราฟเหลานัน้ดวยกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอรซึ่งเปนแฟมคาํสั่งทีส่รางจาก
โปรแกรม (C.a.R.) เพ่ือใหนสิติไดสํารวจกราฟเสนตรงของแตละสมการ กราฟวงกลม ความแตกตาง
ของกราฟวงกลมและวงร ีเสนโคงรูปหัวใจ ความเหมือนและความตางของเสนโคงรูปหัวใจและเสน
โคงลีมาซอง และสังเกตเสนโคงกลีบกุหลาบในแตละสมการ 

 
ภาพประกอบ 11 
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ภาพประกอบ 12 

 

 
ภาพประกอบ 13 

 

 
ภาพประกอบ 14 
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6. ครทูบทวนความรูเรื่องภาคตดักรวย จากนั้นใหนสิิตศกึษาบทนยิามของความเย้ือง
ศูนยกลาง (e: eccentricity) จากแฟมคาํสัง่ที่สรางจากโปรแกรม (C.a.R.) และสงัเกตชวงของ คา e 
ที่ทําใหเกิดกราฟพาราโบลา วงรี และไฮเพอรโบลา พรอมตอบคาํถามในใบกิจกรรม 

 
ภาพประกอบ 15 

 

7. ครูอธิบายการหาอนุพันธในระบบพิกัดเชิงข้ัว และการหาความชันของเสนสัมผัสกราฟใน
ระบบพิกัดเชงิข้ัวและใหนิสติทาํกิจกรรมหาความชันของเสนสมัผสักราฟในระบบพิกัดเชงิข้ัว ณ จุดที่
กําหนดให โดยใชสตูรจากทฤษฎีบท 4.1 และทฤษฎีบท 4.2 โดยในทฤษฎีบท 4.2 นสิิตตองใช
ความรูหามุม θ เมื่อทราบคาของ tan θ ซึ่งนสิิตจะทราบเฉพาะมมุ θ ที่สําคัญ ๆ เทานั้น เชน 

π
ππππ

=θ ,
2

,
3

,
4

,
6

,0 เปนตน แตถาคาของ tan θ เปนคาทีน่ิสติไมคุนเคย นิสติจะหามุม θ ไมไดหรอื

ตองใชเวลาในการเปดตารางและคาํนวณหาอยางมาก ครูแกปญหาโดยใหนสิติใชโปรแกรม Euler 
ในการหามมุ θ 

8. ครแูละนสิิตพูดคยุสรุปสิง่ทีไ่ดเรยีนรูในวันนี้ ครมูอบหมายใหนสิิตทําแบบฝกหัดทาย
บทเรยีนในหนงัสือเรยีน  
 
5. สื่อการเรียนรู 

1. ใบกิจกรรมที่ 4  เรื่องอนุพันธ  : อนุพันธของฟงกชันซึง่กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปร
เสริม และอนพัุนธในพิกัดเชงิข้ัว 

2. แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร : กิจกรรมที่ 4  
3. เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1  ( หนังสือประกอบการเรียนของภาควิชา ) 
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6. การวัดและประเมินผล 
1. ตรวจใบกิจกรรม  
2. สังเกตความรวมมือ ความสนใจในการทํากิจกรรม 

 
บันทึกหลังการสอน 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 



 128 

แผนการสอนที่ 5 
รายวชิา :  คณ111 ( คณิตศาสตร 1 )         
เรื่อง :  การประยุกตของอนุพันธ                                 
หัวขอ :  การเขียนกราฟของฟงกชัน    คาบที่    10 - 12 

 
1. สาระสําคัญ / ความคิดรวบยอด    

อนุพันธของฟงกชันมีความสําคัญตอการเขียนกราฟของฟงกชัน กลาวคือ อนุพันธ 
อันดับที่หนึ่งของฟงกชันใด ๆ เก่ียวของกับการเปนฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลดของฟงกชนันั้น โดย
การพิจารณาวา ถา f /( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)   แลว  f  จะเปนฟงกชันเพ่ิมบน (a, b)    
       และ ถา f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)   แลว  f  จะเปนฟงกชันลดบน (a, b)    
      โดยที่  f  เปนฟงกชนัที่มีอนุพันธบน (a, b)    
และอนุพันธอันดับที่สองของฟงกชนัเก่ียวของกับความเวาของกราฟของฟงกชัน ดังนี ้
   ถา f //( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)   แลวกราฟของ  f  จะเวาบน บน (a, b)    
   ถา f //( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)   แลวกราฟของ  f  จะเวาลาง บน (a, b)    
       โดยที่  f  เปนฟงกชนัตอเนื่องบน [a, b]    
 

2. จุดประสงคการเรียนรู 
 1.บอกชวงที่ทําใหเปนฟงกชันเพ่ิม/ฟงกชันลดของฟงกชันที่กําหนดใหได 
 2.หาจุดสูงสุด/ต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชันที่กําหนดใหได 
 3.อธิบายทฤษฎีบทคาสุดขีดดวยกราฟ และใหเหตุผลประกอบได 
 4.หาจุดสูงสุด/ต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชันที่กําหนดใหได 
 5.หาจุดวิกฤตของฟงกชันที่กําหนดใหได 
 6.อธิบายทฤษฎีบทของรอลและทฤษฎีบทคามัชฌิมดวยกราฟได 
 7.หาจุดสูงสุด/ต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชนัดวยการทดสอบโดยอนุพันธอันดับที่หนึง่ได 
 8.หาจุดสูงสุด/ต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชนัดวยการทดสอบโดยอนุพันธอันดับที่สองได 
 9.บอกชวงที่ทําใหกราฟเวาบนและชวงทีท่ําใหกราฟเวาลางของฟงกชันที่กําหนดใหได 
          10.เขียนกราฟของฟงกชนัที่กําหนดใหได 
  

3. สาระการเรียนรู 
    1. ฟงกชันเพ่ิมและฟงกชนัลด 

บทนิยาม 5.1  กําหนดให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D ทีม่ี A เปนสับเซตของ D  
และ A ไมเปนเซตวาง   

1.  f  เปนฟงกชนัเพ่ิมบน A ถา f (x1) <  f (x2) สําหรับทกุ ๆ คา x1 < x2 บน A 
2.  f  เปนฟงกชนัลดบน A  ถา f (x1)  >  f (x2) สาํหรับทกุ ๆ คา x1 < x2 บน A 
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    2. คาสงูสดุและต่ําสุดสัมบูรณ    
บทนิยาม 5.2  กําหนดให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D และ x0 ∈ D   

1.    f   มีคาสูงสดุสัมบูรณ ที ่x = x0 เมื่อ f (x0) ≥  f (x) สําหรับทุกคา x บน D 
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดสูงสุดสัมบูรณของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาสูงสุดสัมบูรณของ f บน D 

2.    f   มีคาต่ําสุดสัมบูรณ ที่ x = x0 เมื่อ f (x0) ≤  f (x) สําหรับทุกคา x บน D 
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดต่ําสุดสมับูรณของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาต่ําสุดสัมบูรณของ f บน D 

    3. ทฤษฎีบทคาสุดขีด 
 ทฤษฎีบท 5.1 ทฤษฎีบทคาสุดขีด : ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องที่นยิามบนชวงปด    
[a, b] แลว f  จะมีคาสงูสดุสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ  
    4. คาสงูสดุและต่ําสุดสัมพัทธ 

บทนิยาม 5.3  กําหนดให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D และ x0 ∈ D  
1.  f มีคาสูงสุดสมัพัทธ ที่ x = x0 เมื่อมีจํานวนจรงิ δ >0 ที่ทําให f (x0) ≥ f (x)  

สําหรับทุกคา x ∈ (x0 - δ, x0 + δ) ∩ D  
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดสูงสดุสมัพัทธของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาสงูสดุสมัพัทธของ f บน D 

2.  f มีคาต่ําสุดสัมพัทธ ที่ x = x0 เมื่อมีจํานวนจริง δ >0 ที่ทําให f (x0) ≤ f (x)  
สําหรับทุกคา x ∈ (x0 - δ, x0 + δ) ∩ D  

และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดตํ่าสุดสัมพัทธของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาตํ่าสุดสัมพัทธของ f บน D  

    5. จุดวิกฤต 
บทนิยาม 5.4  ให f  เปนฟงกชันทีน่ยิามบนชวงเปด (a, b)  

  จุดวิกฤตของ f  คือจุด x = x0 ∈ (a, b) ซึ่ง (1) f /(x0) = 0 หรือ (2) f /(x0) หาคาไมได 
    6. ทฤษฎีบทของแฟรมา : Fermat’s Theorem  

ทฤษฎีบท 5.2  ให f  เปนฟงกชันทีน่ยิามบนชวงปด [a, b] 
ถา f  มีคาสงูสุดสัมพัทธ หรือคาต่ําสุดสมัพัทธที ่x = x0  เมื่อ x0 ∈ (a, b)                 
แลว f /(x0) = 0  หรือ  f หาอนุพันธไมไดที่ x0 

    7. ทฤษฎีบทของรอลทฤษฎีบทคามัชฌิม และทฤษฎบีทอ่ืน ๆ ที่ชวยในการเขียนกราฟ  
ทฤษฎีบท 5.3 : ทฤษฎีบทของรอล (Rolle’s Theorem) 

  ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b] และหาอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 
ถา f(a) = f(b) = 0  แลวจะมีจุดอยางนอยหนึง่จุดทีท่ําให f /(x0) = 0 
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 ทฤษฎีบท 5.4 : ทฤษฎีบทคามัชฌิม (Mean – Value Theorem)    
  ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b] และหาอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 
แลวจะมี x0 ที่ซึง่ a  <  x0  < b และทาํให f /(x0) = 

ab
)a(f)b(f

−
−  

ทฤษฎีบท 5.5  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 
ถา f /(x) > 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b) แลว f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวงเปด (a, b) 

บทแทรก 5.6  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b)  
ถา f /(x) < 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b) แลว f  เปนฟงกชันลดบนชวงเปด (a, b) 

ทฤษฎีบท 5.7  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 
ถา f /(x) ≠ 0 สําหรับทุก x ∈(a, b) แลว f /(x) > 0 หรือ f /(x) < 0 สําหรับทุก x ∈(a, b)  
    8. ความเวาและจุดเปลี่ยนความเวา 

บทนิยาม 5.5  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I  
1.    ถากราฟของ f   อยูเหนอืเสนสมัผัสของกราฟ ณ จดุใด ๆ บน I 
       แลว กราฟของ f  เปนกราฟเวาบน  บนชวง I 
2.    ถากราฟของ f   อยูใตเสนสัมผัสของกราฟ ณ จุดใด ๆ บน I 
       แลว กราฟของ f  เปนกราฟเวาลาง บนชวง I 

บทนิยาม 5.6  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I  และ x0 ∈ I 
เรียกจุด  x = x0  วา จุดเปลี่ยนความเวา  ถากราฟของ  f  เปลีย่นจากเวาบน  

เปนเวาลาง หรือกลับกัน ณ จุด x = x0  นี ้โดยที่ (1)  f //(x0) = 0 หรือ (2) f //(x0) หาคาไมได  
    9. การทดสอบจุดวิกฤตโดยอนุพันธอันดับที่หนึ่งและอนุพันธอันดับที่สอง 

วิธีทดสอบโดยอนุพันธอันดับหน่ึง 
 ใหฟงกชัน f  มีจุดวิกฤตที ่x = x0 และตอเนื่องที ่x = x0 บนชวง I  
 1. ถา f /(x) > 0 สําหรับทุก x ∈ (x1, x0) ⊂  I   
และ  f /(x) < 0 สําหรับทุก x ∈ (x0, x2) ⊂  I  แลว  f  มีจุดสูงสุดสัมพทัธที่  x = x0 
 2. ถา f /(x) < 0 สําหรับทุก x ∈ (x1 , x0) ⊂  I   
และ  f /(x) > 0 สําหรับทุก x ∈ (x0, x2) ⊂  I  แลว  f  มีจุดตํ่าสดุสัมพทัธที่  x = x0 

วิธีทดสอบโดยอนุพันธอันดับสอง 
 ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I และมีอนุพันธอันดับสองซึ่งตอเนื่องบนชวง I   
และ x = x0 เปนจุดวิกฤตของฟงกชัน f  บนชวง  I 
 1. ถา f // (x0) > 0     แลว  f  มีคาตํ่าสดุสมัพทัธทีจุ่ด  x = x0 
 2. ถา f // (x0) < 0     แลว  f  มีคาสงูสดุสมัพทัธทีจุ่ด  x = x0 
 3. ถา f // (x0) = 0     ทดสอบดวยวิธีนี้ไมได 
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4. กิจกรรมการเรียนการสอน 
1. ครใูหนิสติทาํกิจกรรมนําเขาสูบทนยิามของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด โดยใหนิสติใช

โปรแกรม C.a.R. สํารวจการเปนฟงกชันเพ่ิม-ฟงกชันลด (ดังภาพประกอบ 1) จากนั้นครูอธิบายบท
นิยามของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลดเพ่ิมเติม และใหนสิติพิจารณาหาชวงที่ทําใหฟงกชันที่
กําหนดใหเปนฟงกชนัเพ่ิมและฟงกชนัลด 

 
ภาพประกอบ 16 

 

2. ครูอธบิายบทนิยามคาสูงสุดและต่ําสุดสัมบูรณ และใหนิสิตทํากิจกรรมหาจุดสงูสดุและ
ต่ําสุดสมับูรณจากโปรแกรม C.a.R. เมื่อนิสติหาจุดสูงสุดและต่ําสุดสัมบูรณไดถูกตองโปรแกรม
จะแจงใหทราบวาถูกตอง จากนั้นใหนสิติคลิกที ่Solution เพ่ือตรวจสอบคําตอบตามแนวคิดของ 
บทนิยามโดยการสาํรวจคาของฟงกชัน ณ จุดตาง ๆ และตอบคําถามลงในใบกิจกรรม  

 
ภาพประกอบ 17 

Solution 
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ภาพประกอบ 18 

 
3. ครอูธิบายบทนิยามคาสูงสุดและต่ําสุดสัมพัทธเพ่ิมเตมิ จากนั้นครใูหนิสติศกึษาบทนิยาม

จุดวิกฤต และใหนสิิตทํากิจกรรมหาจุดวิกฤตจากโปรแกรม C.a.R. นิสิตชวยกันพิจารณาหาจุด
วิกฤตของแตละกราฟที่กําหนดให โดยเมื่อนิสติหาจุดวิกฤตไดถูกตองโปรแกรมจะแจงใหทราบวา
ถูกตอง (ดังภาพประกอบ 4) และใหนิสติตอบลงในใบกิจกรรม  
 

 
ภาพประกอบ 19 

 
 
 
 

ฟงกชัน f(x) = x4 – 3x3 + 3x2 -1 
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4. ครใูหนิสติทาํกิจกรรมทฤษฎีบทของรอลและทฤษฎีบทคามัชฌิมจากโปรแกรม C.a.R. 
(ดังภาพประกอบ 5 - 6) ในข้ันตอนแรกของกิจกรรมจะเปดโอกาสใหนิสติปฏิบัติและคดิหาคาํตอบ
ดวยตนเอง จากนั้นใหจึงอภิปรายคาํตอบเปนหมูคณะ 

 

 
ภาพประกอบ 20 

 

 
ภาพประกอบ 21 
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5. ครนูาํเขาสูเรื่องการทดสอบการเปนจุดสุดขีดสมัพัทธโดยอนพัุนธอันดับที่หนึ่งและ
อนุพันธอันดับที่สอง ดวยบทสนทนาของตัวละครซึ่งมีอยูในใบกิจกรรม  และครูใหนิสติทํากิจกรรม
สํารวจกราฟของ f(x) และ f /(x) จากโปรแกรม C.a.R. นิสิตจะไดเห็นการเคลื่อนที่ของจุดบนกราฟ
ทั้งสองพรอมสงัเกตคาความชัน เพ่ือใหเขาใจแนวคิดของการทดสอบจุดวิกฤตโดยอนุพันธอันดับที่
หนึ่ง (ดังภาพประกอบ 7)  จากนั้นครูอธิบายนิยามความเวา นิยามจุดเปลี่ยนความเวา และใหนสิิต
ทํากิจกรรมสํารวจแนวคิดการทดสอบจุดวิกฤตโดยอนุพันธอันดับที่สองจากโปรแกรม C.a.R.  
(ดังภาพประกอบ 8) 

 

 
ภาพประกอบ 22 

 
ภาพประกอบ 23 

 

7. ครใูหนิสติประมวลความรูตาง ๆ ทีไ่ดเรยีนมาในวันนี ้ทํากิจกรรมสรางกราฟของฟงกชัน
ตาง ๆ ที่ครูกําหนดใหเพ่ือเปนการฝกทักษะการสรางกราฟโดยใชความรูเรื่องอนุพันธ 
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8. ครแูละนสิิตพูดคยุสรุปสิง่ทีไ่ดเรยีนรูในวันนี้ ครมูอบหมายใหนสิิตทําแบบฝกหัดทาย
บทเรยีนในหนงัสือเรยีน  

 
5. สื่อการเรียนรู 

1. ใบกิจกรรมที่ 5  เรื่องการประยุกตของอนุพันธ  : การเขียนกราฟของฟงกชัน 
2. แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร : กิจกรรมที่ 5 
3. เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1  ( หนังสือประกอบการเรียนของภาควิชา ) 

  
6. การวัดและประเมินผล 

1. ตรวจใบกิจกรรม  
2. สังเกตความรวมมือ ความสนใจในการทํากิจกรรม 

 
บันทึกหลังการสอน 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
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แผนการสอนที่ 6 
รายวชิา :  คณ111 ( คณิตศาสตร 1 )         
เรื่อง :  การประยุกตของอนุพันธ                                 
หัวขอ : โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและตํ่าสุด         คาบที่    13 - 14 

 
1. สาระสําคัญ / ความคิดรวบยอด    

ปญหามากมายในชีวิตประจําวันเก่ียวของกับการหาคาสงูสดุหรือคาต่ําสุดของฟงกชัน  
ความรูในเรื่องการทดสอบการเปนจุดสุดขีดสัมพัทธโดยอนุพันธอันดับที่หนึง่และอนุพันธอันดับที่สอง 
สามารถชวยแกปญหาเหลานีไ้ด 
 
2. จุดประสงคการเรียนรู 
  1. นิสติสามารถสรางฟงกชันของปรมิาณที่ตองการหาคาสูงสดุหรือคาต่ําสุด  
พรอมกําหนดตัวแปร และกําหนดขอบเขตจากสิ่งทีโ่จทยกําหนดใหได 
  2. นิสิตสามารถหาคาสูงสุดหรือต่ําสุดที่โจทยตองการได 
   
3. สาระการเรียนรู 
 โจทยปญหาการหาคาสูงสดุและตํ่าสดุ 
  ในชีวิตประจําวัน มีปญหามากมายทีต่องการคาํตอบเปนคาที่เหมาะสม (Optimization 
Problem) ซึ่งเก่ียวของกับการหาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของฟงกชัน เชน ถาตองการใชลวดหนาม
ลอมรั้วเพ่ือสรางเปนสวนมะมวงรูปสี่เหลี่ยมผืนผา จะตองสรางรั้วขนาดเทาใด จงึจะไดพ้ืนทีม่ากที่สุด 
หรือจะผลิตสินคาก่ีชิน้ เพ่ือใหกําไรมากทีสุ่ด โดยที่สินคามีตนทนุและราคาขายที่กําหนดไว เปนตน  
ข้ันตอนวิธีการเปลี่ยนรูปปญหาในชวิีตจรงิใหอยูในรูปฟงกชัน  

 
 
 

1. เขียนรูปประกอบ หรือพิจารณารายละเอียดของสิง่ทีโ่จทยกําหนดให 
2. กําหนดตัวแปรแทนปริมาณตาง ๆ ที่มใีนโจทย 
3. สรางฟงกชันทีต่องการหาคาสงูสดุหรือคาต่ําสุด ซึง่ปญหาสวนใหญจะเปนการหา

พ้ืนที่ การหาปริมาตร หรือบางปญหาอาจกําหนดฟงกชนัมาใหแลว    
4. ถาฟงกชันมีหลายตัวแปร ตองทาํใหเปนฟงกชนัของตวัแปรเดียว โดยใช

ความสัมพันธของตัวแปรที่เก่ียวของ 
5. กําหนดขอบเขตของตัวแปรตามเงื่อนไขของโจทย  
6. หาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของฟงกชนั เพ่ือไดเปนคาํตอบของปญหา   
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4. กิจกรรมการเรียนการสอน 
1. ครูนําเขาสูบทเรียนโดยกลาวถึงประโยชนของการหาคาสูงสุดและคาต่ําสุดเพ่ือใช

แกปญหาในชวิีตประจําวัน พรอมอธิบายข้ันตอนการแกโจทยปญหาคาสงูสดุและคาต่ําสุด 
2. ครใูหนิสติทาํกิจกรรมแกโจทยปญหาคาสูงสุดขอที่ 1 เปนเรื่องเก่ียวกับรูปสี่เหลี่ยมผืนผา

ที่กําหนดความยาวรอบรูปมาให และใหหาความยาวและความกวางของรูปสี่เหลี่ยมผนืผาดังกลาว
ซึ่งทําใหรูปสี่เหลี่ยมผืนผารูปนี้มีพ้ืนทีม่ากที่สุด จากโปรแกรม C.a.R. (ดังภาพประกอบ 1) ซึง่แสดง
ภาพการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร เพ่ือใหนิสติเขาใจลักษณะการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรมากข้ึน  

 
ภาพประกอบ 24 

 

3. นิสิตทํากิจกรรมปญหาคาสงูสดุขอที่ 2 เปนเรื่องเก่ียวกับกลองใบหนึง่ซึง่กําหนดพ้ืนที่
ภายในกลองมาใหและใหหาขนาดของกลองที่ทําใหกลองมีปริมาตรมากทีสุ่ด จากโปรแกรม C.a.R. 
(ดังภาพประกอบ 2) จากนัน้ดําเนนิการแกโจทยปญหาตามปกติ  

 
ภาพประกอบ 25 
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4. นิสิตทํากิจกรรมแกโจทยปญหาคาสงูสดุขอที่ 3 เปนเรือ่งเก่ียวกับการหาจํานวนตาง ๆ ซึ่ง
กําหนดความสัมพันธของจํานวนเหลานั้นมาให โดยทีผ่ลคณูของจํานวนเหลานัน้มีคามากทีสุ่ด โดย
ครแูละนสิิตอภิปรายวิธีการแกโจทยปญหาในขอนี้รวมกัน 

5. นิสิตแกโจทยปญหาคาสงูสดุและคาต่ําสุดที่เหลอื โดยที่นสิติไดทํากิจกรรมภาคปฏิบัติบน
คอมพิวเตอร ในลักษณะเดียวกับโจทยปญหาขอตาง ๆ ที่ผานมา รวมถึงอภิปรายซักถามขอสงสัย
ตาง ๆ รวมกันในชั้นเรียน 

6. ครแูละนสิิตพูดคยุสรุปสิง่ทีไ่ดเรยีนรูในวันนี้ ครมูอบหมายใหนสิิตทําแบบฝกหัดทาย
บทเรยีนในหนงัสือเรยีน  

 
5. สื่อการเรียนรู 

1. ใบกิจกรรมที่ 6  เรื่องการประยุกตของอนุพันธ  : โจทยปญหาการหาคาสงูสดุและต่ําสุด 
2. แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร : กิจกรรมที่ 6 
3. เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1  ( หนังสือประกอบการเรียนของภาควิชา ) 

  
6. การวัดและประเมินผล 

1. ตรวจใบกิจกรรม  
2. สังเกตความรวมมือ ความสนใจในการทํากิจกรรม 

 
บันทึกหลังการสอน 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
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แผนการสอนที่ 7 
รายวชิา :  คณ111 ( คณิตศาสตร 1 )         
เรื่อง :  การประยุกตของอนุพันธ     คาบที่ 15 - 16  
หัวขอ : ความเรว็และความเรง อัตราสมัพทัธ และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต     

 
1. สาระสําคัญ / ความคิดรวบยอด    

การหาความเร็วและความเรง ใชความรูเรื่องการหาอนุพันธอันดับหนึ่งและการหาอนุพันธ
อันดับสอง และเรื่องจุดวิกฤต  

การหาอัตราสัมพัทธ ใชความรูเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชันโดยปรยิาย  
ความหมายทางเรขาคณติของคาเชงิอนุพันธ สามารถนําไปประยุกตใชในประมาณคา ∆y 

ดวย dy และจะสามารถประมาณคา ∆y ดวย dy ไดถูกตองมากข้ึน เมื่อคาของ ∆x นอยลงเรื่อย ๆ    
2. จุดประสงคการเรียนรู 
  1. อธิบายลักษณะการเคลื่อนที่ของวัตถุได 
  2. เมื่อกําหนดสมการการเคลื่อนที่ของวัตถมุาให  สามารถหาความเร็วและความเรงเมื่อ
เวลา t ใด ๆ ได 
  3. อธิบายลักษณะการเปลี่ยนแปลงที่โจทยตองการทราบได 
  4. หาอัตราการเปลี่ยนแปลงที่โจทยตองการทราบได 
  5. ใชคาเชิงอนุพันธในการประมาณคาของฟงกชันได 
  6. หาคาคลาดเคลื่อนในการประมาณคาของฟงกชันดวยคาเชงิอนุพันธได 
3. สาระการเรียนรู 
 1. ความเร็วและความเรง 

    เหตุผลทีส่มการของความเรว็หาไดจากการหาอนุพันธของฟงกชันที่เก่ียวของกับ
การเคลื่อนที่  

วัตถุเคลื่อนที่ในแนวเสนตรง วัดระยะทางที่วัตถนุัน้เคลื่อนที่ไปในชวงเวลาหนึ่ง  
ถาให  s = ระยะทางมีหนวยตามที่จะกําหนด 

t = เวลามีหนวยตามที่จะกําหนด 
เราจะได s = f(t) เปนสมการของการเคลื่อนที่ของวัตถ ุณ เวลา t ใด ๆ 
จากความรูทางคณติศาสตรเบ้ืองตน เราทราบวา 
( ) ( )

12

12

tt
tftf

−
−  = ความเร็วเฉลี่ยของวัตถซุึ่งเคลื่อนทีไ่ปในเวลา t2 - t1 หนวย 

ถาเราเปลี่ยนสญัลกัษณ โดยให t2 - t1 = ∆t  จะได 
( ) ( )

t
tfttf 11

Δ
Δ −+  = ความเร็วเฉลี่ยของวัตถซุึ่งเคลื่อนทีไ่ปในเวลา ∆t หนวย 
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โดยไมเสียสภาพทั่วไปเราจะให  t1 แทนเวลา t ใดๆ และ 
( ) ( )

t
tfttf

lim 11

0t Δ
Δ

Δ

−+
→

= ความเร็วชั่วขณะของวัตถุเมื่อเวลา t ใด ๆ  

ซึ่งเราทราบวานี่คอือนุพันธอันดับหนึง่ของฟงกชัน f   
นี่คอืเหตผุลวาทําไมสมการของความเร็วจึงหาไดจากการหาอนุพันธของ 

ฟงกชันที่เก่ียวของกับการเคลื่อนที่นั่นเอง   
( และเชนเดียวกันกับเมื่อหาอนุพันธของฟงกชันทีเ่ก่ียวของกับความเร็ว จะได 

สมการของความเรง ) 
การกําหนดคาบวกหรือคาลบของระยะทาง s, ความเร็ว v, ความเรง a 

ในการแกปญหาเก่ียวกับความเร็ว ความเรง เราตองกําหนดทิศทางของการ 
เคลื่อนที่ใหวัตถ ุโดยกําหนดคาบวกหรือคาลบใหแกตัวแปร s, v, a ดังนี ้

ขอตกลง A    B 
ถากําหนดใหวัตถเุคลื่อนทีจ่ากจุด A ไปยังจุด B  จะได  

    1. ระยะทาง s จากจุด A ไป B  มีคาเปนบวก และถากลบักัน s  จะมีคาเปนลบ 
    2. ความเร็ว v  ของวัตถทุี่เคลื่อนทีจ่าก A ไป B  มีคาเปนบวก  

    และถากลับกัน v  จะมีคาเปนลบ 
    3. ความเรง a  มีคาแปรตามการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว v  ดังนี ้

3.1 ถาความเร็วเพ่ิมข้ึน  a  มีคาเปนบวก 
3.2 ถาความเร็วลดลง a  มีคาเปนลบ  

 2. อัตราสัมพัทธ  
จากเรื่องความเร็วและความเรงทีผ่านมานั้นเปนการพิจารณาอัตราการ 

เปลี่ยนแปลงของระยะทาง (ซึ่งเปนฟงกชนัของเวลา) เทยีบกับเวลา ความเร็วและความเรงจึงเปน
ตัวอยางหนึ่งของอัตราการเปลี่ยนแปลงของฟงกชันที่เก่ียวกับตัวแปรเพียงตัวเดียว( Rate of 
Change) เทานั้น   

         ในขณะที่อัตราสัมพัทธ (Related Rate) เปนการพิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลง 
ของตัวแปรหลายตัว (ซึ่งตางก็เปนฟงกชนัของ x) เทียบกับ x  ประโยชนของการศึกษาเรื่องอัตรา
สัมพัทธ คือ หากเราทราบอัตราการเปลี่ยนแปลงเพียงบางตัวเทียบกับ x  เราก็จะสามารถหาอัตรา
การเปลี่ยนแปลงตัวอ่ืน ๆ ที่เก่ียวของได เรียกอัตราการเปลี่ยนแปลงที่เก่ียวของนี้วา“อัตราสมัพทัธ” 

ข้ันตอนในการแกปญหาโจทยที่เก่ียวกับอัตราสัมพัทธ 
           1. เขียนรูป  หรือพิจารณารายละเอียดของสิ่งที่โจทยกําหนดให 
           2. สรางสมการแสดงความสัมพันธของตัวแปรที่ทราบอัตราการ 

เปลี่ยนแปลงกับตัวแปรทีไ่มทราบคา  
           3. หาอนุพันธทัง้สองขางของสมการในขอ 2  เทียบกับเวลา (t) 
           4. แทนคาตัวแปรและอัตราการเปลี่ยนแปลงที่ทราบลงในสมการจากขอ 3 



 141 

            5. หาอัตราการเปลี่ยนแปลงที่ตองการ  โดยการแกสมการจากขอ 4 
 3. คาเชิงอนุพันธและการประยุกต 

    เหตุผลที่ทําไม dy  จึงใชประมาณคา ∆y  ได  
ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนพัุนธไดในชวง  I 
ให P( x , y ) และ Q( x + ∆x , y + ∆y ) เปนจุดสองจุดบนกราฟของ y = f(x)  

ในชวง I  ดังรูป  

 
ลากเสนสมัผสั PT  ทํามุม θ  กับแกน x  นั่นคือ RPT

∧
 = θ  และ f  มีอนุพันธ          

ที่จุด x ∈ I  ดังนั้น  
2
π

≠θ   

เราจะไดความชันของเสนสัมผัส PT =  
dx
dy   =  tan θ   =  

PR
RT  

เพราะวา PR  =  ∆x  =  dx  ทําให RT  =   dy   =  f /(x)∆x 
ดังนั้น  TRQRdyy −=−Δ   

จากรูปเราจะเห็นวาเมื่อ Q เคลื่อนที่มาตามกราฟของ y = f(x) ย่ิงเขาใกล
จุด P เขามากเทาไร ความแตกตางระหวาง ∆y และ dy จะย่ิงนอยลง ๆ นัน่คอื 
เมื่อ ∆x นอยลงมาก ๆ  dy จะประมาณคา ∆y ไดใกลเคยีงมากข้ึน และเราจะเขียน
ความสัมพันธไดดังนี ้

   ∆y   ≈  dy   =   f /(x)∆x     เมื่อ dx = ∆x    และ ∆x  มีคานอยมาก ๆ. 
เรียก  dy  วา คาเชิงอนุพันธ (Differential) ของตัวแปรตาม y 

 4. บทนยิามคาคลาดเคลื่อนสัมพัทธ และบทนยิามคาคลาดเคลื่อนรอยละ  
ให ∆A  เปนคาคลาดเคลื่อนของปริมาณ  A  

1.    
A
AΔ   เรียกวา คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( Relative Error )  

2.    100
A
A

×
Δ  เรียกวา คาคลาดเคลื่อนรอยละ ( Percentage Error ) 

 

. 
. 
. 

. . 

. 

. 
y + ∆y  

y  

x  X  0  

∆x 

P(x,y)  dy  
∆y 

x + ∆x  
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R
  

T
  

Q  
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4. กิจกรรมการเรียนการสอน 
1. ครูถามคําถาม “นิสิตคิดวาทาํไมสมการของความเร็วจงึหาไดจากการหาอนุพันธของ

ฟงกชันที่เก่ียวของกับการเคลื่อนที”่  นสิติศกึษาใบกิจกรรมพรอมอภิปรายรวมกันในชัน้เรยีน 
จากนั้นครูอธิบายการกําหนดคาบวกหรือคาลบของระยะทาง (s)  ความเร็ว (v)  ความเรง (a) 

2. นิสิตทํากิจกรรมเรื่องความเร็วความเรงจากโปรแกรม C.a.R. (ดังภาพประกอบ 1-2) แลว
ตอบคําถามลงในใบกิจกรรม จากนั้นครูและนสิิตอภิปรายรวมกันถึงลักษณะการเคลื่อนที่ของวัตถ ุ 

 
ภาพประกอบ 26 

 

 
ภาพประกอบ 27 

 

3. ครอูธิบายเรื่องอัตราสัมพัทธและข้ันตอนในการแกโจทยปญหาเรื่องอัตราสัมพัทธ ครแูละ
นิสิตอภิปรายถงึลักษณะการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรตาง ๆ ทีโ่จทยตองการทราบ นิสติทํากิจกรรม
จากโปรแกรม C.a.R. (ดังภาพประกอบ 3 – 7) ซึ่งแสดงภาพการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร 
ประกอบการอภิปราย จากนั้นนิสิตหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรตาง ๆ ดังกลาว 
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ภาพประกอบ 28 

 
ภาพประกอบ 29 

 
ภาพประกอบ 30 
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ภาพประกอบ 31 

 

 
ภาพประกอบ 32 

 

4. ครูถามคําถาม “นิสิตคิดวาทําไมจึงใช dy ประมาณคา ∆y  ได”  ครใูหนสิิตทํากิจกรรม
เพ่ือเหตุผลโดยใชความหมายทางเรขาคณิตของคาเชิงอนุพันธจากโปรแกรม C.a.R.   
(ดังภาพประกอบ 8) จากนัน้ครใูหนสิติทํากิจกรรมการประมาณคาของฟงกชนัที่กําหนดให 

5. นิสิตศึกษาบทนิยามคาคลาดเคลื่อนสมัพัทธ และบทนยิามคาคลาดเคลื่อนรอยละ   
ครูอธิบายข้ันตอนการแกโจทยปญหาคาคลาดเคลื่อน ไดแก อานโจทย พิจารณาสิ่งที่โจทยกําหนดให 
กําหนดตัวแปร สรางฟงกชันเพ่ือหาคาํตอบ และดําเนนิการหาคาคลาดเคลื่อนตามทีโ่จทยตองการ 
จากนั้นนิสติลงมือทํากิจกรรมการหาคาคลาดเคลื่อนจากโปรแกรม C.a.R. (ดังภาพประกอบ 9 – 11) 
และตอบคําถามลงในใบกิจกรรม 
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ภาพประกอบ 33 

 
ภาพประกอบ 34 

 
ภาพประกอบ 35 
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ภาพประกอบ 36 

 

6. ครแูละนสิิตพูดคยุสรุปสิง่ทีไ่ดเรยีนรูในวันนี้ ครมูอบหมายใหนสิิตทําแบบฝกหัดทาย
บทเรยีนในหนงัสือเรยีน  
 
5. สื่อการเรียนรู 

1. ใบกิจกรรมที่ 7  เรื่องการประยุกตของอนุพันธ  : ความเร็วและความเรง อัตราสมัพัทธ 
และคาเชิงอนุพันธและการประยุกต 

2. แฟมคําสั่งกิจกรรมภาคปฏิบัติบนคอมพิวเตอร : กิจกรรมที่ 7  
3. เอกสาร MA 111: คณิตศาสตร 1  ( หนังสือประกอบการเรียนของภาควิชา ) 

  
6. การวัดและประเมินผล 

1. ตรวจใบกิจกรรม  
2. สังเกตความรวมมือ ความสนใจในการทํากิจกรรม 

 
บันทึกหลังการสอน 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
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ภาคผนวก จ 
กิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. 

และโปรแกรม Euler สําหรับนิสิตระดับปริญญาตร ี
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ใบกิจกรรมที ่1 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ  : อนุพันธและอนุพันธอันดับสูง 
ชื่อ....................................................................................................เลขที่............................. 

 
นิสิตคิดวา เสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน คืออะไร? 

> เสนตรงที่ตัดกราฟของฟงกชันเพยีงจุดเดียว เชน   

             
> ถาเสนตรงตัดกราฟของฟงกชันเพียงจุดเดยีวโดยตัดในลกัษณะดังน้ี  

      จะยังเปนเสนสมัผัสกราฟของฟงกชันหรือไม  
 

> เสนตรงที่ตัดกราฟของฟงกชันสองจุด ดงัรูป  

       เสนตรงเสนน้ีจะเปนเสนสมัผัสกราฟของฟงกชนัไดหรือไม  
 

แลว เสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน คอือะไร ??? 
 

บทนิยาม 1.1 กําหนดฟงกชนั y = f(x) เสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน ที่จุด P(c, f(c))   คือ 

เสนตรงที่ผานจุด P  และมีความชันเทากับ 
x

)c(f)xc(f
lim
x ∆

−∆+
→∆ 0

  เมื่อลิมิตหาคา

ได  แตถาลิมติเปน ∞ เสนสมัผสักราฟของฟงกชนั จะเปนเสนตรงที่ผานจุด P 
และตัง้ฉากกับแกน x 

ในบทนิยาม ถาแทน ∆x ดวย x – c      จะไดวาถา ∆x → 0   แลว x – c → 0 และ x → c   
ดังนั้นเขียนบทนิยามไดอีกแบบหนึ่งคือ   เสนสมัผัสกราฟของฟงกชัน f (x) ที่จุด P(c, f(c))    

คือ เสนตรงที่ผานจุด P และมีความชนัเทากับ ( ) ( )
cx

cfxf
lim

cx −
−

→
 เมื่อลิมิตหาคาได 

หมายเหตุ วงกลมเปนฟงกชันในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
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1. ใหนสิติทาํกิจกรรมตอไปนี ้   
1.1 คลิกเลือกกิจกรรมสํารวจคาความชันของเสนสัมผัสกราฟจากไฟล tangent f(x).html   
1.2 เขียนกราฟของฟงกชัน  ( คลิกขวาที่เสนกราฟเพ่ือกําหนดฟงกชนัใหม )  
1.3 กําหนดพิกัดจุด P1 ตามโจทยกําหนด ( คลิกขวาที่จุด P1 เพ่ือกําหนดพิกัดใหม ) 
1.4 เลื่อนจุด P2 เขาหาจุด P1  จงสังเกตวาความชันของเสนสัมผสักราฟของฟงกชันที่จุด 

P1(x1, f(x1)) มีคาเปลี่ยนไปหรือไม ถาคาความชันไมเปลีย่น คาความชันมคีาเทาไร ถา
คาความชันเปลี่ยนไป     คาความชันเปลี่ยนเขาสูคาอะไร 

ฟงกชัน กราฟของฟงกชัน ความชันของเสนสัมผสั
กราฟของฟงกชันทีจุ่ด 

P1(x1, f(x1)) 
f(x) = 3 
ที่จุด P1 (0, 3) 

 

 

f(x) = x 
ที่จุด P1 (2, 2) 

 

 

f(x) = x2 
ที่จุด P1 (2, 4) 

 

 

f(x) = x2 
ที่จุด P1 (-1, 1) 

 

 

 
 
 



 150 

2. จงหาสมการของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน f(x) =  x2  ที่จุด (-3, 9)  

  กราฟของ f(x) =  x2         . 
 วิธีทํา จากความชันของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน f(x) = x2  ที่จุด (-3, 9) 

คือ  m  = 
x

)3(f)x3(flim
0x Δ

Δ
Δ

−−+−
→

 

   =  ………………………………………………………………………… 
 

=  ………………………………………………………………………… 
 

=  ………………………………………………………………………… 
 

=  ………………………………………………………………………… 
 
=  ………………………………………………………………………… 

 
=  ………………………………………………………………………… 
 

  ดังนั้น  สมการของเสนสัมผสักราฟของฟงกชัน คือ y – y1 =  m (x – x1) 
   

…………………………………………………………………………………… 
 

…………………………………………………………………………………… 
 
บทนิยาม 1.2  กําหนดฟงกชนั y = f(x) บนชวง (a, b) และ c ∈ (a, b) จะกลาววา  

f  มีอนุพันธที่ c   หรือ   f  หาอนุพันธไดที่ c   เมื่อ  

x
)c(f)xc(f

lim
x
y

lim
0x0x ∆

−∆+
=

∆
∆

→∆→∆
 หาคาได และเรียกคาลิมิตนี้วา 

อนุพันธของ f ที่ c ซึ่งแทนดวยสญัลกัษณ f /( c ) หรือ 
cx

/y
=

 หรือ 
cxdx

dy
=

 

หมายเหต ุ  ในบทนิยาม a อาจเปน – ∞ หรือ b อาจเปน ∞ ก็ได 
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3. กําหนดให f(x) = 3x  ถา c ∈ Df  จงหา f  /(c)  

 
4. กําหนดให f(x) = 

x
1   เมื่อ  x ≠ 0  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 
 
5. กําหนดให f(x) = sin(x)  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 
 
 
 
 

…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………… 

sin(A+B) = .................................. 

......sinlim
0

=
θ
θ

→θ
 

.......1coslim
0

=
θ

−θ
→θ

 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
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6. กําหนดให x)x(f =  จงแสดงวา f มีอนุพันธทุก x ≠ 0  

 

 
 

 
 

กรณี 3   เมื่อ c = 0    
     ………………………………………………………………………………… 
     …………………………………………………………………………………       
     ………………………………………………………………………………… 
     ………………………………………………………………………………… 
     …………………………………………………………………………………  

     ………………………………………………………………………………… 
.  

ทฤษฎีบท 1.1  ถาฟงกชัน f  หาอนุพันธไดที ่x = c แลว f จะตอเนื่องที่ x = c 
7. จงเขียนบทกลับของทฤษฎีบท 1.1   

.............……………….……………………….…………………………. 
8. นิสิตคิดวาบทกลับของทฤษฎีบท 1.1 เปนจรงิหรือไม ถาไม จงยกตัวอยางคาน 

.............……………….……………………….………………………….  
 

กรณี 1   ในชวง (0, ∞)  ฟงกชัน x)x(f =  เขียนไดเปน f(x)  =  x  
ดังนั้น สําหรับ c ∈ (0, ∞) จะได 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

กรณี 2   ในชวง (- ∞, 0)  ฟงกชัน x)x(f =  เขียนไดเปน f(x)  =  - x  
ดังนั้น สําหรับ c ∈ (- ∞, 0)  จะได 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

กราฟของ x)x(f =  
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สมบัติของอนุพันธ  
9. กําหนดให f(x) = 2  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 
10. กําหนดให f(x) = - 

3
1  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 
จากขอ 9 และ ขอ 10 มีทฤษฎีบทยืนยันวา อนุพันธของฟงกชันคงตัวมีคาเทากับศูนย คือ 

ทฤษฎีบท 1.2  กําหนด a เปนจํานวนจรงิใดๆ  

                    ฟงกชันคงตัว f(x) = a มีอนุพันธทีจ่ํานวนจริง x และ ( ) 0
dx
da

xf / ==   
 

11. กําหนดให f(x) =  x2  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใดๆ 

 
12. กําหนดให f(x) =  x3 จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใดๆ  

 
นิสิตคิดวา ถา f(x) =  x4 แลวอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ จะเทากับ 4x3 หรือไม 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

กราฟของ f(x) = x3 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… กราฟของ f(x) = x2 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… กราฟของ f(x) = 2 

กราฟของ f(x) = - 
3
1  
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ทฤษฎีบท 1.3  ฟงกชัน f(x) = xn มีอนุพันธ และ ( ) ( ) 1nn/ nxx
dx
dxf −==  เมื่อ xn – 1 นิยาม 

 

ทฤษฎีบท 1.4  กําหนดใหฟงกชนั  f  และ  g  มีอนุพันธที่ x  และ c ∈ R 

  ฟงกชัน f + g , fg , cf , 
g
f  จะมีอนุพันธที ่x ดวย  โดยที่ 

  (1)  ( ) ( )( )xgxf
dx
d

+     =  ( ) ( )xg
dx
d

xf
dx
d

+     

  (2)  ( ) ( )( )xgxf
dx
d

⋅   =  ( ) ( ) ( ) ( )xf
dx
d

xgxg
dx
d

xf +  

  (3)  ( )( )xcf
dx
d             =  ( )xf

dx
d

c  

  (4)  ( )
( ) 








xg
xf

dx
d           =  

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )2xg

xg
dx
d

xfxf
dx
d

xg −
  ,  g(x) ≠ 0  

13. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) =  2x3 + 3x2 

14. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) = 
8

16x3 2 +  

 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 

 
กราฟของ f(x) =  2x3 + 3x2 
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15. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) = 3

2

x8
16x3

−
+    ,  x  ≠ 2 

 
กฎลูกโซ  (Chain rule) 
บทนิยาม1.3   กําหนดฟงกชนั f และ g  

ฟงกชันประกอบของ f และ g เขียนแทนดวยสัญลักษณ f o g ซึ่งเปน
ฟงกชันทีน่ยิามวา  (f o g)(x)  =  f (g(x))       สําหรับทุกๆ x ∈ D(g) 
ซ่ึงทําให g(x) ∈ D(f) 

 
16. กําหนดให f(x) = 3 x  และ g(x) = x2 – 3x + 4  จงหาฟงกชันประกอบตอไปนี ้  

 

ตัวอยาง  กําหนด  g(x) = x – 1 
 และ   f(u) = u  
 แลว    f(g(x)) = 1x −  

x  g (x)  f ( g(x) )  

g   f  

f o g  

g(x) = x – 1   M  
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
M  
  

M  
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
M  
  

M  
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
M  
  

u)u(f =  

f(g(x))    

 
 
 
 
 
f o g   =    …………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
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17. จงเขียนฟงกชนั y  =  h(x)  ในขอตอไปนี ้ในรูปของฟงกชันประกอบ f o g   
y  =  h(x)  =  (f o g)(x)  =  f(g(x))    หรือ     y  =  h(x)  =   f(u) เมื่อ  u = g(x)    
17.1  y  =  h(x)  = 3x 2 +    =  u   เมื่อ  u  =  x2 + 3  
17.2  y  =  h(x)  =   (x2 + 3)4      =   ………………………………………………… 
17.3   y  =  h(x)  =   sin2 x    =   ………………………………………………… 
17.4   y  =  h(x)  =   cos(3x)    =   ………………………………………………… 

 

ทฤษฎีบท 1.5  กฎลูกโซ  (Chain rule) 
กําหนดใหฟงกชนั y = f(u) และ u = g(x) เปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธที่ u และ x ตามลําดับ  

          ฟงกชันประกอบ y = f(g(x)) จะมีอนุพันธที่ x และ 

( )( ) ( )xgxgf
dx
dy // ⋅=       หรือ        

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  

18.  จงใชกฎลูกโซหา 
dx
dy

 ในขอตอไปนี ้

18.1  y  =  (2x + 1)3       

dx
dy

 =   …………………………………………………………………………………… 

18.2  y  =  3x 2 +   

dx
dy

 =   ……………………………………………………………………………………  

18.3  y  =  (x2 + 3)4       

dx
dy

 =   …………………………………………………………………………………… 

 
 
 
 
g o g   =    …………………………………………………….. 

 
 
 
 
 
g o f   =    …………………………………………………….. 
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อนุพันธของฟงกชันผกผัน 
บทนิยาม 1.4    ให f เปนฟงกชนัหนึง่ตอหนึ่งที่มีโดเมนเปน A และมีเรนจเปน B  

ฟงกชันผกผันของ f  เขียนแทนดวยสญัลกัษณ f–1 ซึ่งเปนฟงกชันที่มี
โดเมนเปน B และมีเรนจเปน A ซึ่งนิยามวา  f–1(y)  =  x    
ก็ตอเมื่อ  f(x)  =  y   สําหรับทุก y ∈ B 

 

        

ขั้นตอนการหาฟงกชันผกผันของฟงกชัน f  เมื่อกําหนดฟงกชัน f มาให มีดังนี้         
1. เขียน  y = f(x)    
2. สลับตัวแปร x และ y   
3. แกสมการเพื่อหาคา y ในเทอมของ x (ถาทําได)  สิ่งที่ไดคือ y = f–1(x)        
1)  ให f(x) =  x + 1 จงหา y = f–1(x) 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 

 

 
 
 
 
 

2)   ให f(x)  =  x3 จงหา y = f–1(x) 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 

 

 

 
                 

ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 
บทนิยาม 1.5   ฟงกชัน f  ที่มีโดเมนเปน A จะเรียกวาเปน ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง ก็ตอเมื่อ 
          สําหรับทุก x1, x2 ∈ A ถา x1  ≠  x2 แลว  f(x1)  ≠  f(x2)   
กิจกรรม 1      f(x)  =  x + 2  เปนฟงกชัน
หนึ่งตอหนึ่งหรือไม 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 

 
 
 
 
 

กิจกรรม 2      f(x)  =  x2 + 1  เปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งหรือไม 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 
…………………………………………….. 

 

 
 

                                     

กราฟของ f(x) = x + 2 กราฟของ f(x) = x2 + 1                                             

กราฟ f(x) = x3 กราฟ f(x) =  x + 1  
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19. กําหนดฟงกชัน f(x) = x5 – 2  จงหาอนุพันธของ  f–1(x) และ (f–1)/ (1) 
 วิธีทํา จะได ……………………………    (1. เขียน  y = f(x) ) 
     ……………………………    (2. สลับตัวแปร x และ y ) 

          ……………………………    (3. แกสมการเพ่ือหาคา y ในเทอมของ x ) 
     …………………………… 
    สิ่งทีไ่ดคอื           f–1(x)  = y    = …………………………… 
  ดังนั้น        (f–1)/(x) =  …………………………………………….. 
 และ    (f–1)/(1) =  …………………………………………….. 
      =  …………………………………………….. 
      =  …………………………………………….. 
 

ทฤษฎีบท 1.6  ถา f  เปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธบนชวง (a , b) โดยที่ f  /(x) ≠ 0  
และ g  เปนฟงกชันผกผันของฟงกชนั f  ซึ่งตอเนื่องใน Dg ⊂ Rg   

แลว g จะมีอนุพันธที ่x  และ  ( )
( )( )xgf
1

xg /
/ =  

 

20. จงใชทฤษฎีบท 1.6 ชวยในการหา (f - 1)/ (1) ของฟงกชันในขอ 19 
 วิธีทํา จาก f(x) = x5 – 2  

ดังนั้น    f  /(x) =  …………………………… 
∴    (f–1)/(x)  =  

( )( )xff
1
1/ −    =  …………………….……    - - - - - - (1) 

∴    (f–1)/(1)  =  …………………………….…… 
     สมมติ   f–1(1)  = a       
   เนื่องจาก  f–1 เปนฟงกชันผกผันของ f   จะไดวา  f(f–1(x))   =   x  
               ∴    f(a)   =   f(f–1(1))   =   …………… 
  เพราะวา    f(a)  =   …………………………   =   …………………… 
 

∴    f (……..) =  1  
  และได   f–1(1)  = a    =   ……………………   - - - - - - (2) 

จาก (1) และ (2) จะได       (f–1)/(1)  =  …………………………….…… 
 

21. กําหนดฟงกชัน f(x) = x3 + x2 + x – 2   จงหา (f–1)/ (-3)  
 วิธีทํา ……………………………………………………………………………………. 
   ……………………………………………………………………………………. 
   ……………………………………………………………………………………. 
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  ……………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 
  …………………………………………………………………………………. 

  …………………………………………………………………………………. 
 
จากบทนิยามฟงกชันผกผนั 

  f–1(y)  =  x   ก็ตอเมื่อ  f(x)  =  y   
ดังนั้น  (f–1 o f)(    x    )  =  f–1(f(x))      =  f–1(y)   =    x          
และ   (f o f–1)(    y    )  =  f (f–1(y))     =  f(x)   =    y   
จะเห็นวา ฟงกชันประกอบของ f–1  และ  f   
 และฟงกชนัประกอบของ f  และ  f–1  ตางเปนฟงกชนัเอกลกัษณ      

  โดยที ่ ฟงกชันประกอบของ f–1  และ  f เปนฟงกชันเอกลกัษณบน A   
  ฟงกชันประกอบของ f และ  f–1  เปนฟงกชันเอกลกัษณบน B  

 

22. กําหนด  f(x) = sin(x)  ซึ่งจากขอ 5 จะไดวา sin(x) มีอนุพันธที่ x ใดๆ  
      ให g เปนฟงกชันผกผันของ sin(x) ซึ่ง g ตอเนื่องใน Dg ⊂ Rg   จะใชทฤษฎีบท 1.6 หา
อนุพันธของ g ที่  x   
      ใหนิสติอธิบายเหตผุลในแตละบรรทัด  

 วิธีทํา ( )
( )( )xgf
1

xg /
/ =          ………………………………………… 

             
( )( )xgcos

1
=          …………………………………………  

            
))x(g(sin1

1
2−

=       …………………………………………… 

            
2x1

1

−
=           …………………………………………… 

     ดังนั้น อนุพันธของฟงกชนัผกผนัของ sin(x) เทากับ 
2x1

1

−
  ทุกคาของ x  ซึ่ง 1x <  
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อนุพันธอันดับสูง (Higher – Order Derivatives) 
 

การหาอนุพันธที่กลาวมานั้น เปนการหาอนพัุนธอันดับทีห่นึ่ง เขียนแทนดวย f /(x)   

หรือ 
dx
dy  ถานําอนุพันธอันดับที่หนึง่ไปหาอนุพันธตอไปอีก จะไดอนุพันธอันดับทีส่อง (Second 

Derivative) เขียนแทนดวย f //(x) หรือ 






dx
dy

dx
d

 หรือ 2

2

dx
yd  และถานําอนุพันธอันดับที่สองไปหา

อนุพันธอีกก็จะไดอนุพันธอันดับที่สาม ซึง่สามารถทําเชนนี้ตอไปเรื่อยๆ จนถึงอันดับที ่n ซึ่งอนุพันธ

อันดับที่สี่เปนตนไปใหใชตัวเลข เขียนแทนดวย f(n)(x) หรือ n

n

dx
yd โดยที่อนุพันธทีม่ากกวาอันดับที่

หนึ่งข้ึนไปเรยีกวา อนพัุนธอันดับสงู 
 
บทนิยาม 1.6  อนุพันธอันดับที่ n (n – the – order Derivative) ของฟงกชัน f   
                    เขียนแทนดวย  f n(x)  
                    เปนการหาอนพัุนธของอนุพันธอันดับที่ n – 1 เทียบกับ x  

นั่นคือ ( ) ( )[ ]xf
dx
d

xf 1nn −=  

 
 

23. จงหาอนุพันธอันดับที่ 4 ของ f (x)  =  x3 + 3x  + 1 
 วิธีทํา f  /(x)     =  ……………………………………… 
   f  //(x)     =  ……………………………………… 
   f  ///(x)     =  ……………………………………… 
   f  (4)(x)     =  ……………………………………… 
 
24. จงแสดงวา 3y /// - 5xy /// + 6xy // - 12y  / = 0 เมื่อ y = 2x3 - 5x2 + 3x  - 6 

วิธีทํา y /     =  ……………………………………… 
  y //     =  ……………………………………… 
  y ///     =  … …………………………………. 
 ดังนั้น  3y /// - 5xy /// + 6xy // - 12y  /   

= ………………………….…………………………… 
     = ………………………….…………………………… 

= ………………………….…………………………… 
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่1 
คําสั่ง การใชงาน 

::function g(x):=x^5$ 'diff(g(x),x)=diff(g(x),x) ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนั g(x) = ___ (เชน x5) 
โปรแกรมจะหาอนุพันธของฟงกชัน g(x) ให 

::function f(x):=x^2$ a:5$ 
'limit(f(x),x,a)=limit(f(x),x,a) 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนั f(x) = ___ (เชน x2) 
และกําหนดคา a = ___ (a อาจเปนคาคงที,่ 
∞ หรือ -∞ ถา a แทน ∞ หรือ -∞ จะพิมพ
คําสั่ง inf หรือ minf ตามลําดับ) 
โปรแกรมจะหาคาของ )x(flim

ax→
 ให 

::trigexpand(sin(2*A)) ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัตรโีกณมิตทิี่ตองการ
กระจายรูปลงในชองวาง ::trigexpand( ___ ) 
เชน sin(2*A) โปรแกรมจะกระจายรูปของ
ฟงกชันตรโีกณมติิให 

plot2d("(3*x^2+16)/8",r=5,thickness=2); 
insimg; 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัทีต่องการจะสราง
กราฟลงในชองวาง plot2d("___", 
และกําหนดคา r = ___ (r เปนคาคงที ่แทน
ขอบเขตของกรอบดานซาย, ขวา, ลาง และ
ดานบนของภาพกราฟ) 
และกําหนดคา thickness = ___ (thickness 
แทนความหนาของเสนกราฟ) 

::function f(x):=x^(1/3) 
::function g(x):=x^2-3*x+4 
::function h(x):=f(g(x)) 
::plot2d(h,[x,-5,5],[y,-5,5]) 

ใหกําหนดฟงกชนั f(x) = ___ และ g(x) = ___ 
และผูเรยีนกําหนดฟงกชันประกอบ h(x) = __ 
โปรแกรมจะสรางกราฟของฟงกชนั h(x)  

function g(x) := x^(1/3) 
function h(x) := x^2-3*x+4 
function r(x) := g(h(x)) 
plot2d("r",a=-1,b=5,c=-1,d=5); insimg; 

ใหกําหนดฟงกชนั g(x) = ___และ h(x) = ___ 
และผูเรยีนกําหนดฟงกชันประกอบ r(x) = __ 
โปรแกรมจะสรางกราฟของฟงกชนั r(x)  
โดยที่คา a, b, c และ d คือกรอบดานซาย, 
ขวา, ลาง และดานบนของภาพ ตามลําดับ 

::function g(x):=x^3+2*x$ a:3$ 
'diff(g(x),x,a)=diff(g(x),x,a) 

ใหกําหนดฟงกชนั g(x) = ___ และคา a = __ 
โปรแกรมจะหาอนุพันธอันดับที ่a ของ g(x)  

หมายเหตุ คําสั่งที่ม ี:: อยูขางหนาคือคําสั่งที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima ซึ่งเปนโปรแกรม
แบบ CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler 
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ใบกิจกรรมที ่2 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ  : อนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติและฟงกชันผกผันของฟงกชันตรโีกณมิติ   
ชื่อ............................................................................................................เลขที่.......................... 

 
อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมิติและฟงกชันผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ  
1. จงใชโปรแกรม Euler เขียนกราฟของฟงกชนัที่กําหนดใหตอไปนี้  

1.1 f(x) = sin x 

 

1.4 f(x) = csc x 

 
1.2 f(x) = cos x 

 

1.5 f(x) = sec x 

 
1.3 f(x) = tan x 

 

1.6 f(x) = cot x 

 
 
ทฤษฎีบท 2.1 ฟงกชันตรโีกณมติิเปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธ และ 

 (1) xcosxsin
dx
d

=               (2)  xsinxcos
dx
d

−=  

 (3) ( ) In,
2

1n2x,xsecxtan
dx
d 2 ∈

π
+≠=   (4)  In,nx,xcscxcot

dx
d 2 ∈π≠−=  

 (5) ( ) In,
2

1n2x,xtanxsecxsec
dx
d

∈
π

+≠=     (6)  In,nx,xcotxcscxcsc
dx
d

∈π≠−=  

หมายเหต ุนิสติไดพิสูจนทฤษฎีบท 2.1(1) ไปแลวในใบกิจกรรมที่ 1 ขอ 5  
สําหรับทฤษฎีบทขออ่ืน ๆ ใหนิสติฝกทําดวยตนเอง 
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2. ใหนสิติวิเคราะหวิธีการหาอนุพันธของฟงกชนัในแตละขอตอไปนี ้
 

2.1 x2cosy 3=  ( ) ( ) ( )x2
dx
d

vcos
dv
d

u
du
d 3 ⋅⋅          โดยที่ u = cos 2x  และ v = 2x 

2.2 
x
1

sinxy =                         

2.3 
x2cos
x3sin

y =         

 
3.  จงหาอนุพันธของ x3coty =  

วิธีทํา 
dx
dy

 =   ……………………………………………………………………………….. 

   =  ………………………………………………………………………………… 

       =  ………………………………………………………………………………… # 
 
4.  จงหาอนุพันธของ x2cosy 3=  

วิธีทํา 
dx
dy

 =   ………………………………………………………………………………… 

   =  ………………………………………………………………………………… 

   =  …………………………………………………………………………………  # 
 

5.  จงหาอนุพันธของ 
x
1

sinxy =  

วิธีทํา 
dx
dy

 =   …………………………………………………………………………………  

   =  ………………………………………………………………………………… 

   =  …………………………………………………………………………………  # 
 
 จากความรูเรื่องฟงกชันผกผัน เราทราบวาฟงกชันที่มีอินเวอรสเปนฟงกชันจะตองเปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ แตเนื่องจากฟงกชันตรโีกณมติไิมเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึ่งใน R  ดังนั้นจงึตองมี
การกําหนดโดเมนของฟงกชันตรโีกณมิติ เพ่ือใหฟงกชันตรีโกณมติิเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ใน R  
ซึ่งสงผลใหมีอินเวอรสเปนฟงกชัน   
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6. จงกําหนดโดเมนของฟงกชันตรโีกณมติิ เพ่ือใหฟงกชนัตรโีกณมติิเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งใน R 
 

เมื่อกําหนดโดเมนใหฟงกชันหนึง่ตอหนึ่งแลว กราฟของฟงกชันตรโีกณมติ ิ
กราฟของฟงกชันตรโีกณมติ ิ กราฟของฟงกชันผกผัน 

             
 

          

  

         

   

          

  

           

  

        

 

  

f(x) = sin x 
 





 ππ
−

2
,

2
 

 
2
π  

2
π

−  

[ ] 



 ππ
−→−

2
,

2
1,1

 

2
π

−  

2
π  

- 
1 

 1 

-1 

 1 

0 
π  

π−  

0 0 

 

π−  π  

f(x) = cos x 
 

0 
2
π  

2
π

−  

 f(x) = tan x 
 

0 2
π  

2
π

−  

 

f(x) = csc x 
 

0 
π−  π  

 
f(x) = sec x 
 

0 2
π  

2
π

−  

f(x) = cot x 
 

0 
π−  π  

f(x) = arcsin x 
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บทนิยาม 2.1   
(1)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันไซน   
  นิยามวา y = arcsin x ก็ตอเมื่อ x = sin y     โดยที่ arcsin : [ ] 



 ππ
−→−

2
,

2
1,1  

(2)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคไซน   
  นิยามวา y = arccos x ก็ตอเมื่อ x = cos y   โดยที่ arccos : [ ] [ ]π→− ,01,1  
(3)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันแทนเจนต      
  นิยามวา y = arctan x ก็ตอเมื่อ x = tan y    โดยที ่arctan : 





 ππ
−→

2
,

2
R  

(4)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคแทนเจนต  
  นิยามวา y = arccot x ก็ตอเมื่อ x = cot y    โดยที่ arccot : ( )π→ ,0R  
(5)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันเซแคนต  
  นิยามวา y = arcsec x ก็ตอเมื่อ x = sec y   โดยที่ arcsec : ( ] [ ) 



 π

π
∪





 π

→∞∪−∞− ,
22

,0,11,  

(6)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคเซแคนต  
  นิยามวา y = arccsc x ก็ตอเมื่อ x = csc y   โดยที่ arccsc : ( ] [ ) 



 π

∪




 π
−→∞∪−∞−

2
,00,

2
,11,    

 

ทฤษฎีบท 2.2   
(1)  ฟงกชัน y = arcsin x เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x <   

      และ 
2x1

1xarcsin
dx
d

−
=  

(2)  ฟงกชัน y = arccos x เปนฟงกชนัทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x <   

      และ 
2x1

1xarccos
dx
d

−
−=  

 (3)  ฟงกชัน y = arctan x เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ∈ R  

                และ 2x1
1

xarctan
dx
d

+
=     

(4)  ฟงกชัน y = arccot x เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดทกุคาของ x ∈ R  

      และ 2x1
1

xcotarc
dx
d

+
−=  

 (5)  ฟงกชัน y = arcsec x เปนฟงกชนัทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x >   

                และ 
1xx

1xsecarc
dx
d

2 −
=     

(6)  ฟงกชัน y = arccsc x เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x >   

      และ 
1xx

1xcscarc
dx
d

2 −
−=  
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7. ใหนสิติวิเคราะหวิธีการหาอนุพันธของฟงกชนัในแตละขอตอไปนี ้
 

7.1 xarcsiny =   

7.2 2

3

x
1xarccosy +

=   

7.3 ( ) 24xarctany −=   
7.4 22 xsecarcxy =   
 
8.  จงหาอนุพันธของ xarcsiny =  

วิธีทํา 
dx
dy

 =   ……………………………………………………………………………………  

 =  …………………………………………………………………………………… 
  

 =  …………………………………………………………………………………… 
   

 =  ……………………………………………………………………………………# 
 

9.  จงหาอนุพันธของ 2

3

x
1xarccosy +

=  

วิธีทํา 
dx
dy

 =   ……………………………………………………………………………………  

   =  …………………………………………………………………………………… 

 =  ……………………………………………………………………………………  
   

 =  …………………………………………………………………………………… 
  

 =  …………………………………………………………………………………… 
   

 =  ……………………………………………………………………………………# 
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่2 
คําสั่ง การใชงาน 

plot2d("sin(x)",a=-2*pi,b=2*pi,c=-2,d=2); 
insimg(5); 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัตรโีกณมิตทิี่ตองการจะ
สรางกราฟลงในชองวาง plot2d("___", 
และกําหนดขอบเขตของกรอบดานซาย, ขวา, 
ลาง และดานบนของภาพกราฟ (คา a, b, c และ 
d ตามลําดับ) 
และกําหนดขนาดของกราฟทีจ่ะนํามาแทรกใน
หนาตางคําสั่งลงในชองวางนี้ insimg( ___ ); 
หมายเหตุ ใช pi แทนคา π  
และเพ่ือใหแตกตางจากการใชอักขระทั่วไป 
เราสามารถใช %pi แทนคา π ไดอีกดวย   

::diff(x*sin(1/x),x) ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัทีต่องการหาอนุพันธลง
ในชองวาง ::diff( ___ ,x) 
หมายเหตุ ผูเรียนสามารถใชตัวแปรตัวอื่นที่ไมใช 
ตัวแปร x ได โดยกําหนดฟงกชันในรปูตวัแปรตัวน้ัน 
แลวอนุพันธเทยีบกับตัวแปรตัวน้ัน ดังน้ี 
::diff(t*sin(1/ t) ,t) 

plot2d("asin(x)",a=-5,b=5,c=-5,d=5); 
insimg(5); 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัทีต่องการจะสรางกราฟ
ลงในชองวาง plot2d("___",  
และกําหนดคาอ่ืน ๆ ที่เหลือตามตองการ 
หมายเหตุ ในโปรแกรมจะใช a แทน arc   
              เชน asin(x) แทน arcsin(x) 

::plot2d(asec(x),[x,-5,5],[y,-5,5]) ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัทีต่องการจะสรางกราฟ
ลงในชองวาง ::plot2d( ___ , 
และกําหนดขอบเขตของกรอบดานซายและขวา 
ลงในชองวางตามลําดับ [x , __ , __ ] และ
ขอบเขตของกรอบดานลางและดานบน ลงใน
ชองวางตามลําดับ [y , __ , __ ] 
หมายเหตุ สําหรับกราฟของฟงกชันใด 
ที่โปรแกรม Euler ไมสามารถสรางได  
เราจะสรางดวยคําสั่งจากโปรแกรม Maxima 

หมายเหตุ คําสั่งทีม่ี :: นําหนาคอืคาํสัง่ที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima ซึ่งเปนโปรแกรมแบบ 
CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler 
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ใบกิจกรรมที ่3 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ : อนุพันธของฟงกชันโดยปรยิาย 
ชื่อ..............................................................................................................เลขที่......................... 
 

อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย 
 การหาอนุพันธของฟงกชนัทีผ่านมาเปนการหาอนุพันธของฟงกชัน y = f (x) ซึ่งเปน
ฟงกชันโดยชัดแจง (Explicit function) ตัวอยางเชน y = x2 – 6x + 8 หรือ  2xx6y −=  เปนตน 
 อยางไรก็ตาม บางฟงกชันไมไดกําหนดในรูปฟงกชันโดยชัดแจง แตแฝงอยูในรูป
ความสัมพันธ F(x , y) = 0 เรียกวา ฟงกชันโดยปรยิาย (Implicit function)  ตัวอยางเชน    

    xy = 3   ------ (1) 
 x3y + xy – 1 = 0   ------ (2) 
    y2 – x + 3 = 0   ------ (3) 

     x3y + xy3 + x2y2 + xy – 2 = 0   ------ (4) 

พบวา สมการ (1) และ (2) เขียนในรปูฟงกชันโดยชัดแจงไดงาย ไดแก 
x
3

y =  และ 
xx

1
y 3 +

=  

ตามลําดับ   สวนสมการ (3) สามารถเขียนในรปูฟงกชนัโดยชัดแจงไดมากกวา 1 ฟงกชัน คือ 
3x)x(f −=  หรือ 3x)x(g −−=   แตสมการ (4) เขียนในรปูฟงกชันโดยชดัแจงไดยากมาก  

                    
          xy = 3                x3y + xy – 1 = 0             y2 – x + 3 = 0       x3y + xy3 + x2y2 + xy – 2 = 0 
การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปรยิาย  

การหาอนพัุนธของฟงกชนัโดยปรยิาย อาจทําไดโดยจัดรูปของฟงกชันโดยปริยายนั้นใหอยู
ในรูปฟงกชันโดยชัดแจงแลวจงึทําการอนุพันธ แตถาฟงกชันโดยปรยิายนั้นยากมากที่จะเขียนในรปู
ฟงกชันโดยชัดแจง จําเปนตองใชความรูในเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชันประกอบเขามาชวยใน
การหาอนุพันธของฟงกชนัโดยปรยิาย ซึ่งมีข้ันตอน ดังนี ้

 

1. หาอนุพันธทั้งสองขางของสมการเทียบกับ x 

2. จัดเทอม 
dx
dy ใหอยูขางเดียวกันของสมการ 

3. ดึงตัวประกอบรวมของ 
dx
dy ออก 

4. แกสมการหา 
dx
dy  
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1. จงหาอนุพันธของฟงกชัน x2 + 3x + xy = 5 

 
วิธีทํา              ( ) ( )5

dx
d

xyx3x
dx
d 2 =++  

……………………………….………………………………….… 
 

……………………………….………………………………….… 
 

……………………………….………………………………….… 
 

……………………………….………………………………….… 
 

……………………………….………………………………….… 
 

……………………………….………………………………….…  
 

……………………………….………………………………….… 
 

……………………………….………………………………….…    
   

2. พิจารณาฟงกชันในขอ 1 นสิติคดิวามีวิธีหาอนุพันธของฟงกชันดวยวิธีอ่ืนหรือไม ถามจีงแสดง  
วิธีทํา   จากฟงกชันในขอ 1 สามารถจัดรูปของฟงกชันใหอยูในรปูฟงกชันโดยชดัแจงไดงาย 
จึงทําการจัดรูปใหอยูในรูปแบบ y = f(x) ไดดังนี ้    

        x2 + 3x + xy = 5 
       xy = ……………………. 
 

ดังนั้น      y = ……………………. 
 

     = ……………………. 
  

     = ……………………. 

ดังนั้น  
dx
dy  = ……………………      
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3. จงหาอนุพันธของฟงกชัน 6xyyx =++  

 
 

วิธีทํา  ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
  

4. จงหาสมการเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน x5 + y5 = 2  ณ จุด (1, 1)   

 
วิธีทํา    ( ) ( )2

dx
d

yx
dx
d 55 =+  

   

……………………………….………………………………….… 
 

……………………………….………………………………….…   
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ดังนั้น                   
dx
dy   = ……………………………….…. 

ดังนั้น  ความชนัของเสนสัมผสักราฟของฟงกชัน x5 + y5 = 2  ณ จุด (1, 1) เทากับ ……..  =  ..….  
ดังนั้น สมการเสนสมัผสักราฟของฟงกชนั x5 + y5 = 2  ณ จุด (1, 1) เทากับ y – y1 = m( x – x1 ) 

           y – …. = …. ( x – … ) 
       y  =  ..................  
   

5. จงหาสมการเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน 1
9
y

16
x 22

=−  ณ จุด (-5, 
4
9 )   

 
วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
 

 ………………………………………………………………………………………………. 
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่3 
คําสั่ง การใชงาน 

fcontour("x^2+3*x+x*y-5",niveau=0,xmin= 
-15,xmax=15,ymin=-15,ymax=15); 
insimg(15); 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัโดยปริยายที่ตองการ
จะสรางกราฟลงในชองวาง fcontour ("___" , 
โดยกําหนดฟงกชนัโดยปรยิายในรปูแบบ  
F(x , y) = 0 เชน ถาตองการสรางกราฟของ 
x2+3x+xy=5  ใหพิมพดังนี้ x2+3x+xy-5=0 
และกําหนดขอบเขตของกราฟคือ คา xmin , 
xmax , ymin  และ ymax 
หมายเหตุ สําหรับคําสั่ง niveau=0 ใหคงไว  

::load(implicit_plot) 
::implicit_plot(x^5+y^5=2,[x,-4,4],[y,-4,4]) 

ใหกําหนดฟงกชนัโดยปริยายที่ตองการจะ
สรางกราฟลงในชองวาง ::implicit_plot( ___ , 
และกําหนดขอบเขตของกรอบดานซายและ
ขวา ลงในชองวางตามลําดับ [x , __ , __ ] 
และขอบเขตของกรอบดานลางและดานบน ลง
ในชองวางตามลําดับ [y , __ , __ ] 

::depends (y,x) 
::diff(sqrt(x+y)+sqrt(x*y)-6,x) 

บรรทัดแรกเปนการประกาศใหโปรแกรมทราบ
วา y เปนตัวแปรของ x 
ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัโดยปริยายที่ตองการ
หาอนุพันธลงในชองวาง ::diff( ___ ,x) โดยที่
กําหนดฟงกชนัโดยปรยิายในรปู F(x , y) = 0 
หมายเหตุ ถาไมประกาศใหโปรแกรมทราบ 
วา y เปนตัวแปรของ x โปรแกรมจะพิจารณา 
y เปนเหมือนคาคงตัวตัวหนึง่ สงผลใหเมื่อ
อนุพันธเทียบกับตัวแปร x จะไดคาเปนศนูย  

หมายเหตุ คําสั่งที่ม ี:: อยูขางหนาคือคําสั่งที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima  
ซึ่งเปนโปรแกรมแบบ CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler  
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ใบกิจกรรมที ่4 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ : อนุพันธของฟงกชันซ่ึงกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

    และอนุพันธในพกัิดเชิงขัว้ 
ชื่อ.................................................................................................เลขที่............................. 

 
อนุพันธของฟงกชันซ่ึงกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 
 

          ให t เปนตัวแปรอิสระ และ x = f(t) และ y = g(t) ตางเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a , b] 
สมการ x = f(t) , y = g(t) ---- (1) มชีื่อเรยีกวา สมการอิงตัวแปรเสริม (Parametric Equations) 
และเรียกตัวแปร t วา ตัวแปรเสริม (Parameter)  โดยแตละคา t จะให (f(t), g(t)) แทนจุดบนเสน
โคงทีส่อดคลองกับสมการ (1)  
 
ตัวอยางกราฟของสมการอิงตัวแปรเสริม 

                  
x = t – sin(t) , y = 1 – cos(t)    x = t + 2sin(2t) , y = t + 2cos(5t)   x = 3sin(3t) , y = 3sin(4t) 
 
การหาอนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม  
 

ถาสมการอิงตัวแปรเสริมนั้นสามารถขจัดตัวแปร t เพ่ือเขียนสมการ (1) ใหอยูในรูป
ความสัมพันธ F(x, y) = 0 ไดงาย จะใชวิธีการหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย F(x, y) = 0   
แตถาไมสามารถขจัดตัวแปร t ได จําเปนตองใชความรูในเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชันผกผัน 
และกฎลูกโซหาคาอนุพันธ  

โดย  

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

=⋅=   ถา  0
dt
dx

≠  
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1. จงหา 
dx
dy  ของฟงกชัน tx = , y = 1 – t โดยการขจัดตัวแปร t แลวเขียนใหอยูในรูป

ความสัมพันธ F(x, y) = 0 
วิธีทํา  สมการอิงตัวแปรเสรมิที่กําหนดใหในขอนี้  สามารถขจัดตัวแปร t ไดงาย  ซึ่งจะไดวา 

จาก          tx =  
            t  = ……….   

ดังนั้น              y  = ………. 

ดังนั้น                     
dx
dy = ………..    # 

 

2. จงหา 
dx
dy  ของ 1tx −= , 2ty +=  โดยใชสตูร  

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

=⋅=   เมื่อ  0
dt
dx

≠  

 

       ............. .........  เมื่อ  t > 1 

วิธีทํา จาก 
dt
dx    = ............. .........  เมื่อ  t < 1 

............. .........  เมื่อ  t = 1 
 

 

และ       ...............
dt
dy

=   

 
 

        ............. .........   เมื่อ  t > 1 

ดังนั้น 
dx
dy    =  ............. .........   เมื่อ  t < 1 

      ............. .........  เมื่อ  t = 1   # 
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3. จงหา 
dx
dy  ของฟงกชัน  x  =  3 cos θ,  y  =  3 sin θ 

วิธีที่ 1 สมการอิงตัวแปรเสริมที่กําหนดใหในขอนี้  
สามารถขจัดตัวแปร θ เพ่ือเขียนใหอยูในรูป
ความสัมพันธ F(x, y) = 0 ไดงาย จะใชวิธีการหา
อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย F(x, y) = 0 

จาก             θ= cos
3
x  

ดังนั้น           .......................=θ  
จะได         y = ……….............. 

ดังนั้น        
dx
dy = ………………… 

                     = …………………     
                     = …………………      

วิธีที่ 2 ใชความรูเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชัน
ผกผัน และ      กฎลูกโซ ดวยสตูร  

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

=⋅=   เมื่อ  0
dt
dx

≠  

  จะได    ......................
d
dx

=
θ

 

               .......................
d
dy

=
θ

 

ดังนั้น       
dx
dy = …………………. 

                    = …………………. 
 

4. จงหาสมการของเสนสัมผัสกับเสนโคง  x = t – 1,   
1t

t
y

−
=    ณ  จุดที ่t = 2 

 
วิธีทํา  จาก x = t – 1    จะได  

dt
dx = ……………  

    
1t

t
y

−
=  จะได ....................

dt
dy

=  

เมื่อ t = 2 จะได  x = …….., y = ………….,  ........
dt
dx

2t
=

=
  และ   .............

dt
dy

2t
=

=
 

นั่นคือ .............
dx
dy

2t
=

=
 

หรือความชันของเสนสัมผัสกับเสนโคง  ณ  จุดที่ t = 2  คือ …………  

ดังนั้น สมการของเสนสมัผสักับเสนโคง  x = t – 1, 
1t

t
y

−
=  ณ  จุดที่ t = 2  

หรือจุด (….., ……) คือ   y – …….  =  ………(x – …….)     
หรือ           ………………………………… # 
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พิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinates) 
 ระบบพิกัดที่เราศกึษาและกลาวไปแลวแตตอนตน เปนระบบพิกัดที่เรยีกวา พิกัดฉาก 
(Rectangular Coordinates) นอกเหนือจากระบบพิกัดฉาก ยังมีระบบพิกัดอีกชนิดหนึ่งที่เรียกวา 
พิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinates)  ซึง่มีความหมายและรายละเอียดดังที่จะกลาวตอไปนี ้
 ในระบบพิกัดเชิงข้ัว เราจะเริ่มตนโดยการเลือกจุด ๆ หนึง่ในระนาบ เรยีกจุดนี้วา ขั้ว 
(Pole) หรือ จุดกําเนิด (origin) ซึ่งตอไปนี้จะแทนดวย o   จากจุดนี้ลากเสนตรง 2 เสน โดยที่เสน
หนึ่งอยูในแนวนอนไปทางขวามือ เราเรียกเสนนี้วา แกนเชิงขั้ว (Polar axis) ซึง่ตอไปจะแทนดวย
แกน x   สวนอีกเสนหนึง่ ลากจากข้ัวไปตามแนวด่ิง เราเรยีกเสนนี้วา แกนแนวฉาก (normal 
axis)  ซึ่งตอไปจะแทนดวยแกน y 

 
 ถา P  เปนจุด ๆ หนึ่งบนระนาบ สัญลกัษณทีใ่ชแทนการบอกตําแหนงของจุด P  คือ        
คูอันดับ (r, θ) โดยที ่
   (1)   θ  แทนมมุที่ข้ัว โดยมีดานเริ่มตนของมมุทับแกนเชงิข้ัว และดานสิ้นสดุของมมุหรือ
สวนตอของดานสิน้สุดของมมุผานจุด P โดยที ่
  θ > 0   เมื่อหมุนดานสิ้นสุดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากดานเริ่มตน 
  θ < 0   เมื่อหมุนดานสิ้นสุดในทิศทางตามเข็มนาฬิกาจากดานเริ่มตน 

    (2)   r  แทนระยะทางทีร่ะบุทิศทาง จากข้ัวไปถึงจุด P โดยที ่
  r > 0   เมื่อ P  อยูบนดานสิ้นสุดของ θ   มีระยะหางจากข้ัวเทากับ r  หนวย 
  r < 0   เมื่อ P  อยูบนดานที่เปนสวนตอของดานสิ้นสุดของ θ   มีระยะหางจากข้ัว
เทากับ r  หนวย 
 
หมายเหต ุ 1. พิกัดของจุด ๆ หนึ่งมไีดหลายพิกัด  
  2. ถา (r, θ)  เปนพิกัดของจุด P  แลว (r, θ + 2nπ)  สําหรับทุก n = 0, 1, 2, … 
จะเปนพิกัดของจุด P  ดวย 
 

 

ดานที่เปนสวนตอของดานสิ้นสุด 

y  

P(r , θ)  

o  

ดานสิ้นสุด  

ดานเริ่มตน  θ  x  

y  

P(r , θ)  

o  
ดานเริ่มตน  θ  x  
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5. จงหาตําแหนงของ 





 π

3
,2P  พรอมทั้งหาพิกัดของ P  อีก 4 คูอันดับ  

 วิธีทํา จากแกนเชิงข้ัวหมนุไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาเปนมุม ....... เรเดียน  จากข้ัว
วัดไปตามดานสิ้นสุดของมุม ....... เปนระยะทาง ....... หนวย จะไดตําแหนงของจุด 






 π

3
,2P  

 
พิกัดของจุด P  ทีต่างออกไปอีก 4 คูอันดับ ไดแก……………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………..  
 

ความสัมพันธระหวางพิกัดเชงิข้ัวและพิกัดฉาก 
 ให  P  เปนจุดบนระนาบ 
  (x, y)  แทนพิกัดของ P ในระบบพิกัดฉาก 
  (r, θ)  แทนพิกัดของ P ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 เมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชงิข้ัวมาให เราสามารถหาพิกัดของจุดนัน้ในระบบ
พิกัดฉากไดดวยความสัมพันธ ดังนี ้ x = r cos θ  และ  y = r sin θ   
 เมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากมาให เราสามารถหาพิกัดของจุดนัน้ในระบบ
พิกัดเชิงข้ัวได ดังนี ้
    x2 = r2 cos2 θ และ  y2 = r2 sin2 θ 
เพราะฉะนั้น   x2 + y2  = r2 (cos2 θ  + sin2 θ) 
ดังนั้น    x2 + y2  = r2    

   นั่นคือ       22 yxr +±=  

นอกจากนั้น จะไดวา  
x
y

cosr
sinr

=
θ
θ     

  นั่นคือ   
x
ytan =θ  

 

6. จงเปลี่ยนพิกัด P(-2, 2) ในระบบพิกัดฉากเปนพิกัดในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

 วิธีทํา จากความสัมพันธ 22 yxr +±=   และ 
x
ytan =θ   จะไดวา 

  r = ……………………………………  และ tan θ  = …………………………………… 
  เพราะวา P อยูในจตุภาค (quadrant) ที่ ….  ดังนั้นเลือกมุม θ = …. และ r = … 
  ดังนั้น พิกัดหนึ่งของ P  ในระบบพิกัดเชงิข้ัว คอื ………..  #  

x  

y  
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กราฟที่สําคัญในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 1. เสนตรง 
  1.1 สมการ:  r cos θ = a 
  1.2 สมการ:  r sin θ = a 
  1.3 สมการ:  r ( A cos θ +  B sin θ ) + C = 0  เมื่อ A , B และ C เปนคาคงตัวและ 
A , B ไมเปนศนูยพรอมกัน  

2. วงกลม 
  2.1 สมการ:  r = a   เมื่อ  a  ≠ 0  
  2.2 สมการ:  r = 2a cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0 
  2.3 สมการ:  r = 2a sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0 
  2.4 สมการ:  r = a cos θ + b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0  
 3. เสนโคงรูปหัวใจ (Cardioids) 
  3.1 สมการ:  r = a (1 + sin θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
  3.2 สมการ:  r = a (1 - sin θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
  3.3 สมการ:  r = a (1 + cos θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
  3.4 สมการ:  r = a (1 - cos θ)  เมื่อ  a  ≠ 0   
 4. เสนโคงลีมาซอง (Limacons) 
  4.1 สมการ:  r = a + b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0  
  4.2 สมการ:  r = a - b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
  4.3 สมการ:  r = a + b cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
  4.4 สมการ:  r = a - b cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
 5. เสนโคงกลีบกุหลาบ (Rose Curve) 
  5.1 สมการ:  r = a sin nθ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  n เปนจาํนวนเตม็บวก 
  5.2 สมการ:  r = a cos nθ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  n เปนจาํนวนเตม็บวก  
 
7. ใหนสิติศกึษาและสํารวจลักษณะของกราฟที่สําคญัในระบบพิกัดเชงิข้ัวจากกิจกรรมภาคปฏิบัติบน
คอมพิวเตอร  
 
ภาคตดักรวยในพิกัดเชงิข้ัว 
 เมื่อกลาวถงึภาคตดักรวย  จะตองกลาวถงึจุดคงที่จุดหนึง่นั่นคอื จุดโฟกัสของภาคตัด
กรวย และอีกสิ่งหนึ่งที่ตองกลาวถงึคอืเสนตรงเสนหนึ่งทีเ่ปนเสนคงที่และจุดโฟกัสไมอยูบนเสนตรงนี้
นั่นคือ เสนบังคับ (directrix) โดยที่  P  เปนจุดบนระนาบซึ่งเคลื่อนที่โดยทําใหอัตราสวนระหวาง
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ระยะทางจากจุด P ถึงจุดโฟกัส กับ ระยะทางจากจุด P ถึงจุดเสนบังคับ มีคาคงตัวเสมอ  สงผลให
รอยกราฟที่ไดจากการเคลื่อนที่ของจุด P  เปนภาคตัดกรวย  นั่นเอง  
 

หมายเหต ุ ในการศกึษาเรื่องภาคตดักรวยในพิกัดเชงิข้ัวครั้งนี้  จะศกึษาเฉพาะภาคตดักรวยที่มี
โฟกัสอยูที่ข้ัวและมีเสนบังคับตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว  หรือแกนแนวฉาก  เทานั้น 
 

บทนิยาม 4.1 ความเย้ืองศูนยกลางของภาคตัดกรวย 
                               กําหนดให  e  เปนความเย้ืองศูนยกลาง  (eccentricity)  ซึ่ง 

.                                                e =  
คับและเสนบัง  P  วางจุดระยะทางระห
O  และโฟกัส  P  วางจุดระยะทางระห                                            

   

 สมการของภาคตัดกรวยมีดังนี ้ เมื่อกําหนดให  p  แทนระยะทางจากจุดโฟกัส (ข้ัว) ถงึเสนบังคบั 

 1. 
)xcos(e1

epr
+

=  

 2. 
)xcos(e1

epr
−

=  

 3. 
)xsin(e1

epr
+

=  

 4. 
)xsin(e1

epr
−

=  
 

8. ใหนสิติศกึษาและสํารวจลักษณะของภาคตดักรวยในระบบพิกัดเชงิข้ัวจากกิจกรรมภาคปฏิบัติบน
คอมพิวเตอร และตอบคําถามตอไปนี ้
 8.1  สมการของภาคตัดกรวยตอไปนี้มีเสนบังคบัอยูในลกัษณะเชนไร 

     (1) 
)xcos(e1

epr
+

=   ……………………………………………………………  

(2) 
)xcos(e1

epr
−

=   …………………………………………………………… 

(3) 
)xsin(e1

epr
+

=   …………………………………………………………… 

(4) 
)xsin(e1

epr
−

=   …………………………………………………………… 

 8.2  คา e  สามารถบอกใหเราทราบวาภาคตัดกรวยนั้นเปนพาราโบลา หรือวงรี หรือ
ไฮเพอรโบลา ใหนสิิตตอบคาํถามวาคา e  เปนเทาใดจึงจะใหกราฟพาราโบลา วงรี หรือ
ไฮเพอรโบลา 

(1)  …………………………………… สงผลใหภาคตัดกรวยเปนวงร ี
(2)  …………………………………… สงผลใหภาคตัดกรวยเปนพาราโบลา 
(3)  …………………………………… สงผลใหภาคตดักรวยเปนไฮเพอรโบลา 
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อนุพันธในพิกัดเชิงขัว้    
กําหนดฟงกชนั f ในพิกัดเชงิข้ัว 

      r = f(θ) 
เราจะนิยามอนุพันธ  f /(θ)  ดังนี ้

f /(θ) = 
θ∆

θ−θ∆+θ
→θ∆

)(f)(flim
0

  

บทนิยามของอนุพันธในพิกัดเชิงข้ัวเหมือนกันกับบทนิยามของอนุพันธในพิกัดฉาก 
แตความหมายในเชิงเรขาคณิตไมเหมือนกัน กลาวคือ ในพิกัดเชงิข้ัวทีไ่ด ไมไดหมายถึง ความชัน
ของเสนสัมผัสของเสนโคง  แตเราก็สามารถหาความชนัของเสนสัมผสัของเสนโคงได โดยที่การ
หาความชันของเสนสัมผสัของเสนโคงนัน้ตองใชความรูเรื่องอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัวนี้ดวย ดังทฤษฎี
บทตอไปนี้   
ทฤษฎีบท 4.1 ถากําหนดเสนโคง r = f(θ) และ P(r1, θ1) เปนจุดบนเสนโคง และ m เปนความชัน

ของเสนสมัผสัเสนโคงที่จุด P  แลว                                                                                                                                    
.                                     m  = ( ) ( )

( ) ( ) 1111
/

11
/

11

sinfcosf
sinfcosf

θθ−θθ
θθ+θθ                                                                                                                               

เมื่อ  ( ) ( ) 1111
/ sinfcosf θθ−θθ  ≠ 0  

 
จากทฤษฎีบท 4.1 เราจะไดสูตรการหาความชันของเสนสัมผสัอีกสตูรหนึ่งซึง่เปนทีน่ิยมใช

มากกวา เพราะเปนสูตรที่สัน้และจํางายกวา   
ทฤษฎีบท 4.2 กําหนดเสนโคง r = f(θ) และ P(r1, θ1) เปนจุดบนเสนโคง                                                           

ให L เปนเสนสัมผัสเสนโคง f ที่จุด P และมีมุมเอียงเทากับ φ                                                     
ถา α เปนมุมบวกที่วัดจากดาน OP ไปยัง เสนตรง L แลว                                                             
.                                                 tan α  = ( )

( )1
/

1

f
f

θ
θ                                                                                                                              

เมื่อ f /(θ) ≠ 0 และ r1  ≠ 0           

 
 
 
 

θ1 
L 

α 

φ 

P(r1 , θ1) 

0 
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9. จงหาความชันของเสนสัมผสั L  ซึ่งสัมผสัเสนโคง r = 6 sin θ  ที่จุด  P (0,0)  โดยใชสูตรการหา
ความชันของเสนสัมผสัในทฤษฎีบท 4.1 
 วิธีทํา จะได  θ1  =  …..  และ  f(θ) =  ………. ดังนั้น f /(θ) =  ……………    

สูตรการหาความชันของเสนสมัผสัในทฤษฎีบท 4.1 คือ 

( ) 1111
/

11
/

11

sin)(fcosf
sin)(fcos)(f

m
θθ−θθ
θθ+θθ

=  

ดังนั้น m   = ……………………………………………………………… # 
 

10. จงหาความชันของเสนสมัผสั L  ซึ่งสมัผสัเสนโคง r = a cos θ, a > 0  ที่จุด  





 π

4
,

2
2ap   

โดยใชสูตรการหาความชันของเสนสัมผสัในทฤษฎีบท 4.2           
  

  
 

 
 

วิธีทํา กําหนดให L เปนเสนสัมผสัวงกลมทีจุ่ด P  และ φ  เปนมุมเอียงของ L  
  ดังนั้น ความชันของ L  เทากับ  tan φ  

จากสูตรในทฤษฎีบท 4.2  จะได    tan α   = ( )
( )1

/
1

f
f

θ
θ     = ...............       

    = ..................................  
    ดังนั้น                α      = ............ 
  

  

 
 

จากรูป  จะไดวา  φ  =  ……  +  …….  =  ………………… 
ดังนั้นความชันของเสนสัมผสัเสนโคงที่กําหนดใหที่จุด  P เทากับ  tan …. = …..  # 

2
a  

0 

0 

2
a  -

2
a  a -a 

-a 
-

2
a  L 

α φ θ1 

a 

2
a  

0 

0 

2
a  -

2
a  a -a 

-a 
-

2
a  










 π
4

,
2

2a
P

 

L 

α φ θ1 

a 
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11. จงหาความชันของเสนสมัผสั L ซึ่งสัมผัสเสนโคง r = 1 – 2cos θ ที่จุด  P 





 π

2
,1  โดยใชสตูรการ

หาความชันของเสนสัมผัสในทฤษฎีบท 4.1 และสตูรการหาความชันของเสนสัมผัสในทฤษฎีบท 4.2  
 วิธีที่ 1  จะได  θ1  =  ……  และ  f (θ) =  …………… ดังนั้น f /(θ) =  …………..     

หาความชันของเสนสัมผัสโดยใชสตูรในทฤษฎีบท 4.1  
จะได m = ……………………………………………… 
 

    = ………………………………………………  # 
 วิธีที่ 2  การหาความชันจากสตูรการหาความชันของเสนสัมผสัในทฤษฎีบท 4.2 
 

 

  

 

กําหนดให L เปนเสนสัมผสัเสนโคงที่กําหนดที่จุด P  และ φ เปนมุมเอียงของ L 
ดังนั้น ความชันของ L  เทากับ  tan φ  
จากสูตรในทฤษฎีบท 4.2  จะได    tan α   = ..................................................... 
     

จะได                α      =  .................................................... 
 

 

  

 

จากรูป  จะไดวา  φ  =  ……  +  ……..  =  ...................................   
ดังนั้น  ความชนัของเสนสัมผสัเสนโคงที่กําหนดใหทีจุ่ด  P เทากับ  tan …… = ……… # 

2
π  







 π

2
,1P

 

φ 

L 

. 

2
π  φ 

L 

. 

. 

. 

α 

α 
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่4 
คําสั่ง การใชงาน 

::depends ([y,x],t) 
::function x(t):=sqrt(t) 
::function y(t):=1-t 
::'diff(y(t),t)/'diff(x(t),t)=diff(y(t),t)/diff(x(t),t) 

บรรทัดแรกเปนการประกาศใหโปรแกรมทราบวา 
x, y เปนตัวแปรของ t 
ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนั x(t)=__ และ y(t)=__ 

บรรทัดทีส่ี่จะหา 
dx
dy   

plot2d("sqrt(x)","1-x",a=0.1,b=5, 
c= -6,d=2); insimg(10); 
 

ขอดีของคําสั่ง plot2d คือ คําสั่งงายใชสะดวก 
ขอจํากัดคือ ในบางฟงกชันจะสรางกราฟ 
ไมสมบูรณ เชน ฟงกชัน sqrt(x)   

เมื่อตองการสรางกราฟของฟงกชันซึง่กําหนดใน
รูปสมการอิงตัวแปรเสริม  
ใหผูเรยีนกําหนด ฟงกชนั x(t) และ y(t) ลงใน
ชองวางดังนี ้plot2d("___" , "___",  
และกําหนดคาอ่ืน ๆ ที่เหลือตามตองการ 

::plot2d([parametric,sqrt(t),1-t,[t,-5,5], 
[nticks,80]],[x,-5,4/3]) 
 

ขอดีของคําสั่ง ::plot2d คือ สามารถแก
ขอจํากัดของคําสั่ง plot2d ได 
ขอจํากัดคือ ในบางกรณีไมวาจะเพิ่มขอบเขต
ของ t มากเทาไร ก็ยังไมเห็นมุมมองทั้งหมดของ
กราฟของฟงกชันฯ 

ใหผูเรยีนกําหนด ฟงกชนั x(t) และ y(t) ลงใน
ชองวางดังนี ้plot2d([parametric, ___ , ___ ,     
กําหนดขอบเขตของ t ดังนี ้[t , __ , __ ] 
กําหนดจํานวนจุดทีใ่ชในการสรางกราฟลงใน
ชองวางดังนี้ [nticks,__]  
และกําหนดขอบเขตของกรอบดานซายและขวา 
ลงในชองวางตามลําดับ [x , __ , __ ] 

::load(draw)$ 
::draw2d(explicit(0*x,x,-10,10),color = 
red,key = "This is the parametric one!!", 
parametric(sqrt(t),1-t,t,-2*%pi,2*%pi))$ 
 
 
ขอดีของคําสั่ง :: draw2d คือ สามารถแก
ขอจํากัดของคําสั่ง ::plot2d ได ทําใหเห็นมุมมอง
ทั้งหมดของกราฟของฟงกชันฯ 
ขอจํากัดคือ คําสัง่ยาก ไมสะดวกตอการใชงาน 
สําหรับในกรณีที่ตองการสรางกราฟของฟงกชันที่
ไมซับซอน 

1.ใหโปรแกรมแสดงแกน y และมีขอบเขตของ
กรอบดานซายและขวาเทากับ -10 และ 10 
ตามลําดับ ดวยคําสั่ง ::draw2d(explicit(0*x,x, 
-10,10), 
2. กําหนดสีกราฟของฟงกชันซึง่กําหนดในรูป
สมการอิงตัวแปรเสริมดังนี้ color = ___ , 
3. สามารถเขียนขอความอธิบายเพ่ิมเติมลงใน
ชองวางดังนี้ key = "___", 
4. ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชัน x(t) และ y(t) กําหนด
ตัวแปร t และขอบเขตของ t ลงในชองวาง
ตามลําดับ parametric( __ , __ , t , __ , __ ) 

หมายเหตุ สามารถเลือกใชคาํสั่ง plot2d , ::plot2d หรือ ::draw2d เพ่ือสรางกราฟของฟงกชนัซึ่ง
กําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริมไดตามความตองการ 
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่4 (ตอ)  
คําสั่ง การใชงาน 

a=-1; 
plot2d("(a/sin(x))*cos(x)","(a/sin(x))*sin(x)",r=7); 
insimg(10); 

ใหผูเรยีนกําหนดคาคงที่ a = __  
โปรแกรมจะสรางกราฟเสนตรงในระบบพิกัด
เชิงข้ัวซึ่งมสีมการเปน r sin θ = a   
หมายเหตุ การพิมพคาํสั่งเพ่ือใหโปรแกรม
สรางกราฟ จะตองแปลงจากสมการในระบบ
พิกัดเชิงข้ัวไปเปนสมการในระบบพิกัดฉาก 
ดังนั้น จากสมการเสนตรงในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
r sin θ = a 

จะได                     
)sin(

a
r

θ
=  

เมื่อแปลงเปนสมการในระบบพิกัดฉาก  
จะได x(θ) = r cos θ และ y(θ) = r sin θ 
จึงพิมพคาํสัง่วา plot2d("(a/sin(x))*cos(x)", 
"(a/sin(x))*sin(x)",  

::solve(tan(x)+1,x) 
 

เมื่อตองการหาคาของมุม ซึ่งคาแทนเจนตของ
มุมนั้นมีคาเทากับ -1 ใหใชคาํสัง่ 
แกสมการ (solve) โดยจัดรูปสมการ 
tan(x) = -1 ใหเปน tan(x)+1 = 0  
แลวพิมพคําสั่ง ลงในชองวางนี้  
::solve( ___ ,x) 

::tan(atan(1/2)+pi/2) ใหผูเรยีนกําหนดคาของมุมทีต่องการจะหาคา
แทนเจนตของมุมลงในชองวางดังนี ้
::tan( ___ ) 
หมายเหตุ คาของมุมที่กําหนดจะมหีนวยเปน
เรเดียน หากตองการกําหนดมุมที่มหีนวยเปน
องศา เมื่อกําหนดคาของมุมแลวใหกด F7 การ
กด F7 เปนการแทรกเครื่องหมาย o 

หมายเหตุ คําสั่งที่ม ี:: อยูขางหนาคือคําสั่งที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima ซึ่งเปนโปรแกรม
แบบ CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler 
 
 



 185 

ใบกิจกรรมที ่5 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  การประยุกตของอนุพันธ  : การเขียนกราฟของฟงกชัน 
ชื่อ....................................................................................................เลขที่............................. 
 
 

บทนิยาม 5.1  ให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D ที่มี A เปนสับเซตของ D และ A ไมเปนเซตวาง 
1.    f เปนฟงกชันเพ่ิมบน A ถา f (x1) < f (x2) สําหรับทกุ ๆ คา x1 < x2 บน A 
2.    f เปนฟงกชันลดบน A  ถา f (x1) > f (x2) สําหรับทกุ ๆ คา x1 < x2 บน A 
 

 

1. พิจารณากราฟของฟงกชัน และตอบคําถามตอไปนี ้ 
   1.1 f(x) = x2 
 

 

เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 
 ................................... 
เปนฟงกชันลดบนชวง 

 ................................... 

   1.2 f(x) = x3                   
 

 

เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 
................................... 
เปนฟงกชันลดบนชวง 
................................... 

   1.3  
f(x) = 3x4- 4x3 - 12x2 + 4 

 

เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 
................................... 
เปนฟงกชันลดบนชวง 
................................... 

 

 
บทนิยาม 5.2  กําหนดให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D และ x0 ∈ D  

1.    f   มีคาสูงสุดสัมบูรณ ที ่x = x0 เมื่อ f (x0) ≥  f (x) สําหรับทุกคา x บน D 
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดสูงสุดสัมบูรณของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาสูงสุดสัมบูรณของ f บน D 

2.    f   มีคาต่ําสุดสัมบูรณ ที่ x = x0 เมื่อ f (x0) ≤  f (x) สําหรับทุกคา x บน D 
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดต่ําสุดสมับูรณของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาต่ําสุดสัมบูรณของ f บน D 
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2.ใหนสิิตทํากิจกรรมบนคอมพิวเตอร ซึง่ตองการใหหาจดุสูงสุดสัมบูรณและจุดต่ําสุดสัมบูรณของ
กราฟที่ปรากฏ และเมื่อไดคําตอบที่ถูกตองแลวใหตรวจคําตอบในกิจกรรมบนคอมพิวเตอร(คลิกlink
ที่ Solution)โดยการสํารวจคาของฟงกชัน ณ จุดตางๆ และตอบคําถามลงในใบกิจกรรม 
 

2.1 f(x) = x2   บน [-2, 1.9] 

 
จุดสงูสุดสัมบูรณ ____________________ 
จุดต่ําสุดสัมบูรณ ____________________ 

2.2 f(x)= x5–2x4–3x3+4x2+4x  บน [-1.5, 2.3] 

 
จุดสูงสดุสัมบูรณ ____________________ 
จุดต่ําสุดสัมบูรณ ____________________ 

 

บทนิยาม 5.3  กําหนดให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D และ x0 ∈ D  
1. f มีคาสูงสุดสัมพัทธ ที ่x = x0 เมื่อมีจํานวนจรงิ δ > 0 ทีท่ําให f (x0) ≥  f (x)  

สําหรับทุกคา x ∈ (x0 - δ, x0 + δ) ∩ D  
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดสูงสดุสมัพัทธของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาสงูสดุสมัพัทธของ f บน D 

2.    f   มีคาต่ําสุดสัมพัทธ ที่ x = x0 เมื่อมีจํานวนจริง  δ > 0 ที่ทําให f (x0) ≤  f (x)  
สําหรับทุกคา x ∈ (x0 - δ, x0 + δ) ∩ D  
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดตํ่าสุดสัมพัทธของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาตํ่าสุดสัมพัทธของ f บน D  
 

3.จงหาจุดสงูสดุสัมพัทธและจุดต่ําสุดสัมพัทธของกราฟตอไปนี้  

 
จุดสงูสุดสัมพัทธ ____________________ 
จุดต่ําสุดสัมพัทธ ____________________ 

 
จุดสูงสดุสัมพัทธ ____________________ 
จุดต่ําสุดสัมพัทธ ____________________ 
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4. พิจารณากราฟของฟงกชัน f(x) =  x2 - 8x + 15  

                     
     โดเมน=R        โดเมน=[2, 5]     โดเมน=(2, 5)     โดเมน=[2, 5)     โดเมน=(2, 5]    โดเมน=[2, 5]–{4} 
     คําถาม กราฟรูปใดที่มทีั้งคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ ……………..………… 
5. พิจารณากราฟของฟงกชัน 24

2
3

4
1)( xxxf −= ตอไปนี้  

                        
โดเมน = R   โดเมน= [-2.2, 0]  โดเมน=(-2.2, 0) โดเมน=[-2.2, 0)  โดเมน=(-2.2, 0] โดเมน=[-2.2, 0] -{ 3 }    
     คําถาม กราฟรูปใดที่มทีั้งคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ ……………..……… 
 
 

6. ความจริงแลว มีทฤษฎีบทที่ยืนยันการมีคาสูงสดุและต่ําสุดสมับูรณในโดเมน ดังนี ้
ทฤษฎีบท 5.1 ทฤษฎีบทคาสุดขีด : ……………..……………..………………..…………… 
……..……………..……………..……………..……………..……………..……..…………….. 
ทฤษฎีบท 5.2 ทฤษฎีบทของแฟรมา : Fermat’s Theorem    

ให f  เปนฟงกชันที่นยิามบนชวงปด [a, b] 
ถา f  มีคาสงูสุดสัมพัทธ หรือคาต่ําสุดสมัพัทธที ่x = x0  เมื่อ x0 ∈ (a, b)                 
แลว f /(x0) = 0  หรือ  f หาอนุพันธไมไดที่ x0 

7.1 จงเขียนบทกลับของทฤษฎีของแฟรมา   
   ……………..……………..……………..……………..……………..…………….. 
7.2 บทกลับของทฤษฎีของแฟรมาเปนจริงหรือไม จงอภิปราย 

 ……………..……………..……………..……………..……………..…………….. 
 ……………..……………..……………..……………..……………..……………..   
บทนิยาม 5.4  ให f  เปนฟงกชันที่นยิามบนชวงเปด (a, b)  

จุดวิกฤต  ของ f  คือจุด  x = x0 ∈ (a, b) ซึง่  (1) f /(x0) = 0    หรือ 
        (2) f /(x0) หาคาไมได 

8. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของฟงกชนั 3
2

3
5

x15x3)x(f −=  
จะได  f /(x) = ……………........................…………......…………...... 

 เมื่อ  f /(x) =  0      จะได  …………......         ดังนัน้  x = …………...... 
 จาก f /(…….) หาคาไมได      ดังนั้นจุดวิกฤต ไดแก  x =   …………......…… 

  ชวนคิด :  โดเมนลักษณะใดที่จะทําใหฟงกชนัมทีัง้คาสูงสดุสมับูรณและคาต่ําสดุสัมบูรณ 

รูปท่ี 1  รูปท่ี 2  รูปท่ี 3  รูปท่ี 4  รูปท่ี 5  รูปท่ี 6  

รูปท่ี 1  รูปท่ี 2  รูปท่ี 3  รูปท่ี 4  รูปท่ี 5  รูปท่ี 6  



 188 

ทฤษฎีบท 5.3 : ทฤษฎีบทของรอล (Rolle’s Theorem) 
9. จงยกตัวอยางการเขียนกราฟของฟงกชนั f  ซึ่งมีเงื่อนไข 3 ขอตอไปนี ้

(1)  f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b] 
(2)  f  เปนฟงกชันที่อนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 
(3)  f (a)  =  f(b)  =  0 

 
เปนไปไดหรือไมทีจ่ะเขียนกราฟของ f โดยที่ไมมีจุด c ∈ (a, b) ที่ทําให f /(c) = 0  ……………….. 
 

ทฤษฎีบท 5.4 : ทฤษฎีบทคามัชฌิม (Mean – Value Theorem) 
10. จงยกตัวอยางการเขียนกราฟของฟงกชัน f  ซึ่ง 

(1)  f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b] 
(2)  f  เปนฟงกชันที่อนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 

 
(3) จงเขียนสวนของเสนตรงเชื่อมจุด  A(a, f(a)) และ  B(b, f(b)) 
(4) ความชันของ AB  = ………………………. 
(5) นิสิตคิดวา จะมี c  ∈ (a, b)  ที่ทําให  f /( c) =  

ab
)a(f)b(f

−
−   หรือไม  

………………………… 
 

11. กําหนดให f(x) = x2 – 3x – 2  จงหาคาของ x0 ระหวาง a = 0 และ b = 2   
ที่ทําให f /( x0) =  

ab
)a(f)b(f

−
−      

 เพราะวา  f(x) = x2 – 3x – 2   ดังนั้น  f /(x) = …………………… 
 เนื่องจาก  f(a) = …………………….  และ  f(b) = …………………….   
 ดังนั้น      

ab
)a(f)b(f

−
−  = ………………………………………. 

 นั่นคือ      f /( x0) =  ……………………………………………………… 
 แกสมการหาคา x0   ……………………………………………………… 
      ……………………………………………………… 

a b 

a b 
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  :  “ถาเรามีฟงกชันอยู 1 ฟงกชนั เชน x2 – 3x – 2  เราจะหาคาสงูสดุสมัพัทธหรือคา
ต่ําสุดสมัพัทธ เราจะทําอยางไรดี?  ชวยกันคิดหนอย” 

  :  “วาดกราฟสิครับ”        :  “ได  การวาดกราฟเปนวิธีหนึง่ แตมีวิธีอ่ืนอีกไหม” 

  :  “หาอนุพันธ แลวหาจุดวิกฤตครับ”    

  :  “พอเราไดจุดวิกฤต  แลวเราจะไดคาสงูสดุสมัพัทธหรอืคาต่ําสุดสัมพัทธไดอยางไร  
.........อืม จากทฤษฎีบทแฟรมา เรารูวาจุดสงูสดุสมัพัทธและจุดต่ําสดุสัมพัทธ จะตองเปนจุดวิกฤต  
แตบทกลับไมจรงิ นั่นคอื ทุกจุดวิกฤตก็อาจไมใชจุดสงูสดุสัมพัทธหรือจุดต่ําสดุสัมพัทธ” 

 :  “แสดงวาถาหาอนุพันธเพ่ือหาจุดวิกฤตแลว ก็ตองวาดกราฟอยูดี”  

  :  “แตเด๋ียวกอน!  เรามีวิธีตรวจสอบจุดวิกฤตวาจุดวิกฤตนั้นใหคาสูงสุดสมัพัทธ หรือคา
ต่ําสุดสมัพัทธ หรือไม ดังนี้” 
 
วิธีทดสอบโดยอนุพันธอันดับหน่ึง 
 ใหฟงกชัน f  มีจุดวิกฤตที ่x = x0 และตอเนื่องที ่x = x0 บนชวง I  
 1. ถา f /( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (x1, x0 ) ⊂  I  

และ  f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (x0, x2 ) ⊂  I 
     แลว  f  มีจุดสงูสดุสมัพทัธที ่ x = x0 
 2. ถา f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (x1, x0 ) ⊂  I  

และ  f /( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (x0, x2 ) ⊂  I  
     แลว  f  มีจุดตํ่าสดุสมัพทัธที ่ x = x0 
 
ทฤษฎีบท 5.5  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 

ถา f /( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b) แลว f  เปนฟงกชนัเพ่ิมบนชวงเปด (a, b) 
 

บทแทรก 5.6  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b)  
ถา f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b) แลว f  เปนฟงกชนัลดบนชวงเปด (a, b) 

 

ทฤษฎีบท 5.7  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b)  
ถา f /( x ) ≠ 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)  
แลว f /( x ) > 0 หรือ f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)  
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12. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของ f(x) = x3 –  4x2 + 4x – 1 และใชอนุพันธอันดับหนึง่ตรวจสอบวา  
มีคาสูงสดุสัมพัทธ หรือต่ําสุดสัมพัทธที่จุดวิกฤตแตละจุด หรือไม 
 ………………………………………………………………………………………………  

………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
……………………………………………………………………………………………… 

 

13. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของ 3
2

3
5

x15x3)x(f −=  และใชอนุพันธอันดับหนึง่ตรวจสอบวา มีคาสูงสุด
สัมพัทธ หรือต่ําสุดสัมพัทธที่จุดวิกฤตแตละจุด หรือไม 

………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………… 
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บทนิยาม 5.5  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I  
1.    ถากราฟของ f   อยูเหนอืเสนสมัผัสของกราฟ ณ จดุใด ๆ บน I 
       แลว กราฟของ f  เปนกราฟเวาบน บนชวง I 
2.    ถากราฟของ f   อยูใตเสนสัมผัสของกราฟ ณ จุดใด ๆ บน I 
       แลว กราฟของ f  เปนกราฟเวาลาง บนชวง I 

 
14. จากบทนิยาม 5.5 จงยกตัวอยางกราฟที่มีลักษณะเวาบน และที่มีลักษณะเวาลาง  

 
 

15. กําหนดให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวง I  
(1) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาบน เมื่อ f /(x) เปนเชนไรบนชวง I  
…………………………………………………..…………………………………… 
(2) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาบน เมื่อ f //(x) เปนเชนไรบนชวง I 
…………………………………………………………………………………………. 
(3) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาลาง เมื่อ f /(x) เปนเชนไรบนชวง I  
………………………………………………………………………………………… 
(4) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาลาง เมื่อ f //(x) เปนเชนไรบนชวง I  
………………………………………………………………………………………… 

 
วิธีทดสอบโดยอนุพันธอันดับสอง 
 ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I และมีอนุพันธอันดับสองซึ่งตอเนื่องบนชวง I   
และ x = x0 เปนจุดวิกฤตของฟงกชัน f  บนชวง  I 
 1. ถา f // (x0) > 0     แลว  f  มีคาตํ่าสดุสมัพทัธทีจุ่ด  x = x0 
 2. ถา f // (x0) < 0     แลว  f  มีคาสงูสดุสมัพทัธทีจุ่ด  x = x0 
 3. ถา f // (x0) = 0     ทดสอบดวยวิธีนี้ไมได 
 

16. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของ   f(x) = x3 +  x2 -  x – 2  และใชอนุพันธอันดับสองตรวจสอบวา มี
คาสูงสุดสัมพัทธ หรือต่ําสุดสัมพัทธ ที่จุดวิกฤตแตละจุด หรือไม 
วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  

………………………………………………………………………………………………  
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………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  

 
บทนิยาม 5.6  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I  และ x0 ∈ I 

เรียกจุด  x = x0  วา จุดเปลี่ยนความเวา  ถากราฟของ  f  เปลี่ยนจากเวาบนเปน
เวาลาง หรือกลับกัน ณ จุด x = x0  นี ้โดยที่       (1)  f //( x0) = 0   หรือ 

(2) f //( x0) หาคาไมได  
 

17. จงหาจุดเปลี่ยนความเวาของฟงกชันในขอ 16 

วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
……………………………………………………………………………………………… 

 
ขั้นตอนการเขียนกราฟ 
 เมื่อกําหนดฟงกชัน f(x) มาให 

1. หาจุดวิกฤต 
        ดวยอนุพันธอันดับหนึ่ง  หรือ 
 2. ตรวจสอบจุดวิกฤต 
        ดวยอนุพันธอันดับสอง 
 
 3. หาจุดเปลี่ยนความเวา และพิจารณาชวงทีท่ําใหกราฟเวาบนและ/หรือเวาลาง 
 4. หาคา f(x) ของจุดวิกฤตและจุดเปลี่ยนความเวา เพ่ือลงจุดวาดกราฟ 
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18. จงเขียนกราฟของ 4x27x)x(f 3 +−=  
วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  

 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ……………………………………………………………………………………………… 
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19. จงเขียนกราฟของให 3
5

3
2

xx5)x(f −=   
วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  

 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ……………………………………………………………………………………………… 
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20. จงเขียนกราฟของ 24 x
2
3

x
4
1

)x(f −=  

วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ……………………………………………………………………………………………… 
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21. จงเขียนกราฟของ f(x) = 3xx +    
วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  

 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ……………………………………………………………………………………………… 
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22. จงเขียนกราฟของ f(x) = x4 – 3x3 + 3x2   
วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  

 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ……………………………………………………………………………………………… 
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23. จงเขียนกราฟของ 
4x

x4)x(f 2 +
=  

วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ……………………………………………………………………………………………… 
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24. จงเขียนกราฟของ f(x) = (x + 2)(x – 2)3   
วิธีทํา ………………………………………………………………………………………………  

 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ……………………………………………………………………………………………… 
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………  
 ………………………………………………………………………………………………   
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่5 
คําสั่ง การใชงาน 

::function f(x):=x^3-(21/4)*x^2+9*x-4 
::diff(f(x),x) 
::solve(%=0,x) 
::function g(x):=diff(f(x),x) 
::g(x) 
::g(x);at(%,x= -1) 
::bfloat(%) 
::function h(x):=diff(f(x),x,2) 
::h(x) 
::h(x);at(%,x= -0.2) 
::f(3/2) 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนั f(x) = ___ 
คําสั่งหาอนพัุนธของฟงกชัน f(x) 
คําสั่งแกสมการ f 

/(x) = 0 
คาํสั่งนยิามฟงกชัน g(x) = f 

/(x) 
คาํสั่งใหแสดงฟงกชัน g(x) 
คาํสั่งหาคาของฟงกชัน g(-1) 
คําสั่งประมาณคา 
คาํสั่งนยิามฟงกชัน h(x) = f 

//(x) 
คาํสั่งใหแสดงฟงกชัน h(x) 
คาํสั่งหาคาของฟงกชัน h(-0.2) 
คาํสั่งหาคาของฟงกชัน f(3/2) 

plot2d("x^3-(21/4)*x^2+9*x-4",a= -3,b=4, 
c= -5,d=5); insimg(15); 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัทีต่องการจะสราง
กราฟลงในชองวาง plot2d("___",  
และกําหนดคาอ่ืน ๆ ที่เหลือตามตองการ 

::plot2d(x^3-(21/4)*x^2+9*x-4,[x,-5,5], 
[y,-5,5]) 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัทีต่องการจะสราง
กราฟลงในชองวาง ::plot2d( ___ , 
และกําหนดขอบเขตของแกน x และแกน y  
ลงในชองวาง [x , __ , __ ] และ [y , __ , __ ] 
ตามลําดับ 

::load(draw) 
::draw2d(yrange = [-5,5], 
explicit(x^(1/3)*(x+2)^(-2/3),x,-5,5), 
xrange = [-5,5]) 

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัทีต่องการจะสราง
กราฟลงในชองวาง explicit( ___ ) , 
และกําหนดขอบเขตของแกน x และแกน y  
ลงในชองวาง xrange = [ __ , __ ] และ
yrange = [ __ , __ ] ตามลําดับ   

หมายเหต ุ 1. % คือ ตัวแปรแทนการประมวลผลครั้งลาสุด ใชเพื่อประหยัดเวลาในการพิมพใหม 
     2.  ผูเรียนสามารถกําหนดคาของฟงกชันที่ตองการจะหาคาไดตามตองการ 
     3.  ผูเรียนสามารถเลือกใชคําสั่ง plot2d , ::plot2d หรือ ::draw2d ในการสรางกราฟของฟงกชันได

ตามความตองการ คําสั่ง plot2d และคําสั่ง ::plot2d มีขอจํากัดในบางกรณี เชน คําสั่ง plot2d และคําสั่ง ::plot2d 
ไมสามารถแสดงกราฟของฟงกชัน x^(1/3) ในชวง (-∞, 0) ได แตคําสั่ง ::draw2d สามารถทําได 
      4. คําสั่งที่ม ี:: อยูขางหนาคือคําสั่งที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima ซึ่งเปนโปรแกรมแบบ 
CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler 
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ใบกิจกรรมที ่6 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  การประยุกตของอนุพันธ  : โจทยปญหาการหาคาสงูสดุและตํ่าสดุ 
ชื่อ..................................................................................................เลขที่............................. 

 
โจทยปญหาการหาคาสูงสดุและตํ่าสดุ 
 ในชีวิตประจําวัน มีปญหามากมายทีต่องการคาํตอบเปนคาที่เหมาะสม (optimization 
problem) ซึ่งเก่ียวของกับการหาคาสงูสดุหรือคาต่ําสุดของฟงกชัน เชน ถาตองการใชลวดหนาม
ลอมรั้วเพ่ือสรางเปนสวนมะมวงรูปสี่เหลี่ยมผืนผา จะตองสรางรั้วขนาดเทาใด จงึจะไดพ้ืนทีม่ากที่สุด 
หรือจะผลิตสินคาก่ีชิน้ เพ่ือใหกําไรมากทีสุ่ด โดยที่สินคามีตนทนุและราคาขายที่กําหนดไว เปนตน  
 
ข้ันตอนวิธีการเปลี่ยนรูปปญหาในชวิีตจรงิใหอยูในรูปฟงกชัน  

 
 
1. รูปสี่เหลี่ยมผืนผารูปหนึง่มีความยาวรอบรูป 120 เซนตเิมตร ถาตองการใหไดพ้ืนทีสู่งสดุ จะตอง
มีความกวางเทาใด   
 วิธีทํา ให x แทนความกวางของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

 ให y แทนความยาวของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
 ให A แทนพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา  
 ดังนั้น A = xy ซึ่งมีตัวแปรสามตัว เราจะตองกําจัดใหเหลือตัวแปรเพียงสอง 

ตัวแปร เพ่ือทําให A เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
 โจทยกําหนดใหรูปสี่เหลี่ยมผืนผารูปหนึ่งมีความยาวรอบรูป 120 เซนติเมตร 

………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  

1. เขียนรูปประกอบ หรือพิจารณารายละเอียดของสิง่ทีโ่จทยกําหนดให 
2. กําหนดตัวแปรแทนปรมิาณตางๆ ที่มใีนโจทย 
3. สรางฟงกชันทีต่องการหาคาสงูสดุหรือคาต่ําสุด ซึง่ปญหาสวนใหญจะเปนการหา

พ้ืนที่ การหาปริมาตร หรือบางปญหาอาจกําหนดฟงกชนัมาใหแลว    
4. ถาฟงกชันมีหลายตัวแปร ตองทําใหเปนฟงกชนัของตวัแปรเดียว โดยใช

ความสัมพันธของตัวแปรที่เก่ียวของ 
5. กําหนดขอบเขตของตัวแปรตามเงื่อนไขของโจทย  
6. หาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของฟงกชนั เพ่ือไดเปนคาํตอบของปญหา   
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………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  

 
2. กลองใบหนึง่มฐีานเปนรูปสี่เหลี่ยมจตัุรสั และไมมฝีาปด มีพ้ืนที่ภายในกลองทั้งหมด 100 
ตารางนิ้ว จงหาขนาดที่จะทาํใหกลองมีปรมิาตรมากทีสุ่ด 

 
วิธีทํา    ให x แทนความยาวของฐานกลอง 

ให h แทนความสงูของกลอง 
ให V แทนปริมาตรของกลอง  
ดังนั้น V = x2h ซึ่งมตีัวแปรสามตัว เราจะตองกําจัดใหเหลือตัวแปรเพียงสอง 

ตัวแปร เพ่ือทําให V เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
จากโจทยกําหนดวา กลองไมมฝีาปด และมีพ้ืนที่ภายในกลองทั้งหมด 100 

ตารางนิ้ว 
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
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………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  

 
3. ผลบวกของจํานวนสามจํานวนเปน 30 ผลบวกของจํานวนที่หนึง่กับสองเทาของจํานวนทีส่องและ
สามเทาของจํานวนทีส่ามเปน 60 จงหาจํานวนทัง้สามนีท้ี่ทําใหผลคณูมีคามากทีสุ่ด 

วิธีทํา    ให x แทนจํานวนทีห่นึง่ 
ให y แทนจํานวนที่สอง 
ให z แทนจํานวนที่สาม  
ให f แทน………………………………. 
ดังนั้น f = …………………………………………….………………………… 

…….……………….………………….…………………… 
จากโจทยกําหนดใหผลบวกของจํานวนสามจํานวนเปน 30 และผลบวกของจํานวน

ที่หนึง่กับสองเทาของจํานวนที่สองและสามเทาของจํานวนที่สามเปน 60 
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
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4. ชายคนหนึ่งมีลวดหนามอยู 400 เมตร ตองการลอมรัว้รอบที่ดินรูปสี่เหลี่ยมผืนผา ไวปลูกมะมวง
โดยใชรั้วบานเปนรั้วหนึ่งของสวนนี้ ถาเขาปลูกมะมวง 4 ตน ตอที่ดินทุกๆ 5 ตารางเมตร เขาจะ
ปลูกมะมวงไดมากที่สุดก่ีตน โดยลอมรั้วดวยลวดหนามทีม่ีอยู 

 
วิธีทํา   ให x แทนความกวางของสวน 

ให y แทนความยาวของสวน 
ให A แทน……………………………….   
ดังนั้น A = ………………….……………………………….………………… 

……………………….………………….………………………. 
จากโจทยกําหนดใหใชลวดหนาม 400 เมตร ลอมรั้วรอบที่ดินรูปสี่เหลี่ยมผนืผา โดย

ใชรั้วบานเปนรั้วหนึ่งของสวนนี้  และใหไดพ้ืนที่มากทีสุ่ด เพ่ือสงผลใหสามารถปลูกมะมวง
ไดมากที่สุด 
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
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5. ลวดเสนหนึง่ยาว 10 นิ้ว ตองการตัดแบงออกเปนสองสวน โดยสวนหนึง่ขดเปนวงกลมรัศมี r นิ้ว 
อีกสวนหนึ่งทําเปนสี่เหลี่ยมจตัุรสัยาวดานละ x นิ้ว จงหาวาจะตัดแบงลวดอยางไร จึงจะทําให
ผลบวกของพ้ืนที่วงกลมและพ้ืนทีส่ี่เหลี่ยมจตัุรัสมีพ้ืนที่มากที่สุด 

 
วิธีทํา    ให x แทนความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมจตัุรสั 

ให r แทนรัศมีของวงกลม 
ให A แทน………………………………. 
ดังนั้น A = ……………………….……………………………….…………… 

……..………………….………………….………………… 
จากโจทยกําหนดใหตัดแบงลวดซึง่ยาว 10 นิ้ว ออกเปนสองสวน โดยสวนหนึ่งขด

เปนวงกลมรัศมี r นิ้ว อีกสวนหนึง่ทําเปนสีเ่หลี่ยมจตัุรสัยาวดานละ x นิ้ว  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
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6. จงหาจุดบนกราฟพาราโบลา y = (x – 3)2  ที่ใกลจุด (0, 0) มากที่สุด 

 
       วิธทีํา     ให P(x, (x – 3)2) เปนจุดบนกราฟพาราโบลา y = (x – 3)2 ทีใ่กลจุด (0, 0) ทีสุ่ด 

ให L แทนระยะทางระหวางจุด (0, 0) และจุด P  
จะได  L(x)  = ( ) ( )( )222 03x0x −−+−  

………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  

(0 , 0) 

P L 
X 

Y 
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7. ในการผลิตอุปกรณชนดิหนึ่ง มีตนทุนในการผลิต x ชิ้นตอวัน เปน 25x35x
4
1 2 ++  บาท และ

ขายไดในราคาชิ้นละ x
2
1

50 − บาท  

หมายเหต ุ  ปญหาขอนี้มีสมมตฐิานวาใน 1 วัน ผลติไดเทาไรก็ขายไดเทานั้น 
 

7.1 ควรผลติวันละก่ีชิ้นจงึจะไดกําไรสงูสดุ 
วิธีทํา  ให f แทนกําไรตอวัน  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
7.2 จงแสดงวา จํานวนทีผ่ลติในขอ 7.1 ทําใหตนทุนในการผลิต 1 ชิ้น มีคาต่ําสุด 
วิธีทํา   ให f แทนตนทุนในการผลิต 1 ชิ้น  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
………………………………………………………………………………………………  
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่6 
คําสั่ง การใชงาน 

::function v(x):=x^2*(25/x-x/4) ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนั v(x) = ___ 
หมายเหต ุใชตัวแปรอื่นได เชน A(r) = pi*r^2 

::diff(v(x),x) คําสั่งหาอนุพันธ  
หมายเหต ุผูเรียนสามารถพิมพฟงกชันไดเลยโดยไม
จําเปนตองนิยามฟงกชันกอน จากนั้นพิมพตัวแปรลง
ในชองวาง ::diff( ___ , __ ) ตามลําดับ เชน 
::diff(x^2+x+1,x) 

::diff(v(x),x,2)  คําสั่งหาอนุพันธอันดับสูง 
หมายเหต ุผูเรียนสามารถเปลี่ยนแปลงอันดับของ
อนุพันธโดยเปลี่ยนแปลงคาคงตัวในชองวางตอไปนี้ 
::diff(v(x),x,___) 

::ratsimp(%) คาํสั่งจัดรูปฟงกชัน/นิพจนใหอยูในรูปที่งายข้ึน 
มาจาก Ratio Simplify 
หมายเหต ุผูเรียนสามารถพิมพฟงกชัน/นิพจน 
ที่ตองการจัดรูปใหมลงในชองวางตอไปนี ้ 
::ratsimp( ___ )  

::solve(%=0,x) คําสั่งแกสมการ 
หมายเหต ุผูเรียนสามารถพิมพสมการ 
ที่ตองการหาคําตอบและพิมพตัวแปร 
ลงในชองวาง ::solve( ___ , __ ) ตามลําดับ เชน 
::solve(t^2+2*t=-1,t)  

::bfloat(%) คําสั่งประมาณคา โดยแสดงผลในรูปทศนิยม 
หมายเหต ุผูเรียนสามารถพิมพจํานวน/นิพจน 
ที่ตองการประมาณคาลงในชองวาง ::bfloat(__) เชน 

::bfloat(
3
2

) หรือ ::bfloat(pi) 

::limit(f(x),x,inf) คําสั่งหาลมิติ  
โดยที่รปูแบบการคาํสั่งคอืพิมพฟงกชัน ,  
ตัวแปร และคาคงที(่หรือ ∞ หรือ -∞) ลงใน
ชองวาง ::limit( ___ , __ , ___ )  ตามลําดับ  

หมายเหตุ คําสั่งทีใ่ชในกิจกรรมที่ 6 สวนใหญจะเปนคําสั่งที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima ซึ่ง
เปนโปรแกรมแบบ CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler 
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ใบกิจกรรมที ่7 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  การประยุกตของอนุพันธ  : ความเรว็และความเรง อัตราสมัพัทธ และคาเชงิอนุพันธ
และการประยุกต 
ชื่อ...........................................................................................เลขที่............................. 
 

ความเร็วและความเรง 
 
วัตถหุนึ่งเคลื่อนที่ในแนวเสนตรง วัดระยะทางที่วัตถนุั้นเคลื่อนที่ไปในชวงเวลาหนึ่ง  

ถาให  s = ระยะทางมีหนวยตามที่จะกําหนด 
  t = เวลามีหนวยตามทีจ่ะกําหนด 

เราจะได s = f(t) เปนสมการของการเคลื่อนที่ของวัตถ ุณ เวลา t ใด ๆ 
จากความรูทางคณติศาสตรเบ้ืองตน เราทราบวา 
( ) ( )

12

12

tt
tftf

−
−  = ความเร็วเฉลี่ยของวัตถซุึ่งเคลื่อนทีไ่ปในเวลา t2 - t1 หนวย 

ถาเราเปลี่ยนสญัลกัษณ โดยให t2 - t1 = ∆t  จะได 
( ) ( )

t
tfttf 11

Δ
Δ −+  = ความเร็วเฉลี่ยของวัตถซุึ่งเคลื่อนทีไ่ปในเวลา ∆t หนวย 

โดยไมเสียสภาพทั่วไปเราจะให  t1 แทนเวลา t ใด ๆ และ 
( ) ( )

t
tfttf

lim 11

0t Δ
Δ

Δ

−+
→

= ความเร็วชั่วขณะของวัตถุเมื่อเวลา t ใด ๆ  

ซึ่งเราทราบวานี่คอือนุพันธอันดับหนึง่ของฟงกชัน f   
นี่คอืเหตผุลวาทําไมสมการของความเร็วจึงหาไดจากการหาอนุพันธของฟงกชนัที่เก่ียวของกับการ
เคลื่อนที่นั่นเอง  ( และเชนเดียวกันกับเมื่อหาอนุพันธของฟงกชนัที่เก่ียวของกับความเร็ว จะได
สมการของความเรง ) 
 

การกําหนดคาบวกหรือคาลบของระยะทาง s, ความเร็ว v, ความเรง a 
ในการแกปญหาเก่ียวกับความเร็ว ความเรง เราตองกําหนดทิศทางของการเคลื่อนที่ใหวัตถุ 

โดยกําหนดคาบวกหรือคาลบใหแกตัวแปร s, v, a ดังนี้ 
ขอตกลง     A    B 

ถากําหนดใหวัตถเุคลื่อนทีจ่ากจุด A ไปยังจุด B  จะได  
1. ระยะทาง s  จากจุด A ไป B  มีคาเปนบวก  และถากลับกัน s  จะมีคาเปนลบ 
2. ความเร็ว v ของวัตถทุี่เคลื่อนที่จาก A ไป B มีคาเปนบวก ถากลับกัน v  จะมีคาเปนลบ 
3. ความเรง a  มีคาแปรตามการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว v  ดังนี ้

3.1 ถาความเร็วเพ่ิมข้ึน  a  มีคาเปนบวก 

 ทําไมสมการของความเร็วจึงหาไดจากการหาอนุพันธของฟงกชันที่เก่ียวของกับการเคลื่อนที ่??? 

3.2 ถาความเร็วลดลง  a  มีคาเปนลบ 
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1. วัตถหุนึ่งเคลื่อนที่ในแนวเสนตรง โดยมสีมการของการเคลื่อนที่เปน s(t) = t3 – 4t2 – 3t     
   จงหาความเร็วและความเรงเมื่อเวลา t ใด ๆ  และจงหาความเรงขณะที่ความเร็วมีคาเปนศนูย  
 วิธีทํา เพราะวา s(t) = t3 – 4t2 – 3t 
  ดังนั้น  v(t) = …………………………………  =  ความเร็วของวัตถุเมื่อเวลา t 
  และ  a(t) = …………………………………  =  ความเรงของวัตถุเมื่อเวลา t 
  เมื่อเวลาเทากับ t   ความเร็วมีคาเปนศูนย นั่นคือ   ……………………  =  0  

   จะได      (………)(………) = 0 
   จะได    t  =  …………… 

นั่นคือ    ความเร็วมีคาเปนศูนย เมื่อ  t  =  ……. 
ดังนั้น ความเรงขณะที่ความเร็วมีคาเปนศนูย เทากับ a(…..) =  …………  =  ……… 

 
2. กลิ้งลูกหินบนพ้ืนราบในแนวตรง ดวยสมการของการเคลื่อนที่ s(t) = 2t  +  t2 –  t3 
    เมื่อ s  แทนระยะทางมีหนวยเปนเมตร และ t  แทนเวลามีหนวยเปนวินาท ี
 2.1 เมื่อเวลา t = 1 ลูกหินจะอยูหางจากจุดเริม่ตนเทาใด 
 วิธีทํา เมื่อเวลา t = 1 ลูกหินจะเคลื่อนที่ไปไดระยะทางเทากับ s(…) = ……………… 

      = ……………… 
  นั่นคือ  เมื่อเวลา t = 1 ลูกหินจะอยูหางจากจุดเริม่ตน ……………… เมตร   
 2.2 เมื่อเวลา t = 1 ความเร็วชั่วขณะและความเรงชั่วขณะเปนเทาใด 
 วิธีทํา เพราะวา s(t) = 2t  +  t2 –  t3  
   ดังนั้น  v(t) = …………………………………………………………  
   และ   a(t) = ………………………………………………………… 

         เมื่อเวลา t = 1 ความเร็วชั่วขณะเทากับ v(…)  = ………. = ……… เมตร/วินาท ี
    และ           ความเรงชั่วขณะเทากับ a(…)  =  ………. =  ……… เมตร/วินาที2 

 
 2.3 ลูกหินจะกลับมาทีเ่ดิมเมื่อเวลาผานไปก่ีวินาท ี
 วิธีทํา    ลูกหินกลับมาที่เดิม  หมายความวา   s(t) =  0 

   …………………………………………………… 
     …………………………………………………… 
     ……………………………………………………. 
     ……………………………………………………. 
     …………………………………………………….  
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3. ยิงปนข้ึนสูเบ้ืองบนในแนวด่ิงจากยอดตึกสูง 34.3 เมตร โดยมีสมการของการเคลื่อนที่เปน  
s(t) = 29.4t – 4.9t2  เมื่อ s แทนระยะทางมีหนวยเปนเมตร และ t  แทนเวลามีหนวยเปนวินาท ี
 3.1 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ s ในชวงเวลา t = 2  ถึง t = 3 เปนเทาไร 
  วิธีทํา เพราะวา  s(t) = 29.4t  –  4.9t2 

จะได   s(2) = ………………………..     
และ     s(3) = ……………………….. 

     ∴อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ s ในชวงเวลา t = 2 ถึง t = 3 เทากับ ……. เมตร/วินาท ี 
 
 3.2 ลูกปนจะข้ึนไปสูงสุดเปนระยะทางก่ีเมตรจากยอดตึก 
  วิธีทํา เพราะวา s(t) = 29.4t  –  4.9t2  
   ดังนั้น  v(t) = ………………………………………………..  
  ปญหาขอนี้เก่ียวกับสมบัติทางฟสิกส นั่นคอืเมื่อลูกปนถกูยิงข้ึนไปในแนวด่ิง  

ลูกปนจะข้ึนไปเรื่อย ๆ จนกระทั่งมีความเร็วเปนศูนย ระยะทางจากจุดเริ่มตนถึงจุด
ที่มีความเร็วเปนศูนยเปนระยะทางสูงสุดที่ลูกปนจะข้ึนไปได จากนั้นลูกปนจะเริ่ม
ตกลงมาสูพ้ืนดินดวยอํานาจแรงดึงดูดของโลก  
เมื่อ 0  =  ……..  จะได  t = ........  นั่นคือ ลูกปนจะข้ึนไปสูงสุดเมื่อ t = ........  
ดังนั้น ลูกปนจะข้ึนไปสูงสุดเปนระยะทาง s(…) = ………… เมตรจากยอดตึก 
 

 3.3 ขณะที่ลูกปนตกถงึพ้ืนดิน      ลูกปนมีความเร็วเทาใด 
   วิธีทํา เมื่อลูกปนตกถึงพ้ืนดิน จะไดวา s(t) =  .................................... 

   ……………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………… 
…………………………………………………….………………… 
…………………………………………………….………………… 
…………………………………………………….………………… 
……………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………… 
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อัตราสัมพัทธ  
จากเรื่องความเร็วและความเรงทีผ่านมานั้น เปนการพิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ 

ตัวแปรตัวหนึ่ง(ซึ่งเปนฟงกชันของ t) เทียบกับ t  กลาวคือ ความเร็วเปนการพิจารณาอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของระยะทาง (ซึ่งเปนฟงกชนัของเวลา) เทยีบกับเวลา ในขณะที่ความเรงเปนการ
พิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว (ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา) เทียบกับเวลา  
 ความเร็วและความเรงจึงเปนตัวอยางหนึง่ของอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรเพียงตัว
เดียว (Rate of Change) เทานั้น   

ในขณะที่ อัตราสมัพัทธ (Related Rate) เปนการพิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ 
ตัวแปรหลายตัว(ซึ่งตางก็เปนฟงกชันของ t) เทียบกับ t ประโยชนของการศกึษาเรื่องอัตราสัมพัทธ 
คือ หากเราทราบอัตราการเปลี่ยนแปลงเพียงบางตัวเทียบกับ t  เราก็จะสามารถหาอัตราการ
เปลี่ยนแปลงตัวอ่ืน ๆ ที่เก่ียวของได เรียกอัตราการเปลีย่นแปลงที่เก่ียวของนี้วา อัตราสมัพทัธ 

ข้ันตอนในการแกปญหาโจทยที่เก่ียวกับอัตราสัมพัทธ 
    1. เขียนรูป  หรือพิจารณารายละเอียดของสิง่ทีโ่จทยกําหนดให 
    2. สรางสมการแสดงความสัมพันธของตัวแปรที่ทราบอัตราการเปลี่ยนแปลงกับตัวแปรที่
ไมทราบคา 
    3. หาอนุพันธทั้งสองขางของสมการในขอ 2  เทยีบกับเวลา (t) 
    4. แทนคาตัวแปร  และอัตราการเปลี่ยนแปลงที่ทราบคาลงในสมการจากขอ 3 
    5. หาอัตราการเปลีย่นแปลงทีต่องการ  โดยการแกสมการจากขอ 4 

 

4. บันไดยาว 15 เมตร วางพิงกําแพงโดยที่ปลายลางของบันไดถกูดึงใหเคลื่อนที่หางออกจาก
กําแพงดวยอัตราเร็ว 1.5 เมตรตอวินาท ี

4.1 ปลายบนของบันไดจะเคลื่อนทีต่่ําลงมาดวยอัตราเรว็เทาใดเมื่อปลายลางอยูหางจาก
กําแพง 10 เมตร 

 วิธีทํา  ให x แทนระยะที่ปลายลางของบันไดอยูหางจากกําแพงเมื่อเวลา t ใด ๆ 
         ให y แทนระยะที่ปลายบนของบันไดอยูหางจากกําแพงเมื่อเวลา t ใด ๆ 
ความสัมพันธระหวาง x  และ y  เมื่อเวลาใด ๆ คือ ..............................  ดังรูป 

 
        y2 = 225 – x2 

หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t  จะได  ……………………………………………… 
……………………………………………… 

บันไดยาว 15 เมตร y 

x 
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……………………………….……………… 
   โจทยกําหนดให =

dt
dx ………  เมตรตอวินาท ี

   เมื่อ x =  10  จะได     y   =   ………………………. 
ดังนั้น  =

dt
dy ……………………….   เมตรตอวินาที    

4.2 เมื่อใดปลายลางและปลายบนของบันไดจะเคลื่อนที่ดวยอัตราเรว็เทากัน 
วิธีทํา ถาปลายลางและปลายบนของบันไดเคลื่อนที่ดวยอัตราเรว็เทากัน นั่นคอื 

dt
dx

dt
dy

=  

ซึ่งจากความสัมพันธของโจทยในขอนี้ คือ  ………………………… 
จะไดวา ปลายลางและปลายบนของบันไดจะเคลื่อนที่ดวยอัตราเร็วเทากัน 
เมื่อ …….  
……………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………… 
…………………………………………………….………………… 
………………………………………………………………………  

 
5. ลูกบอลลูนลอยข้ึนจากพ้ืนหางจากผูสังเกตการณ 400 เมตร ดวยอัตราเร็ว 70 เมตรตอวินาที  
มุมเงยของแนวมองของผูสงัเกตการณจะเพ่ิมข้ึนดวยอัตราเรว็เทาใด เมื่อลูกบอลลูนอยูสูงจากพ้ืน 
600 เมตร 

 
 

 
 

วิธีทํา   โจทยตองการทราบ………………………………………………………………… 
ให y  แทน ระยะที่ลูกบอลลูนอยูสงูจากพ้ืนเมื่อเวลา t  ใด ๆ 

จากรูปจะได ความสมัพันธระหวางมุมเงยของแนวมองของผูสงัเกตการณ และ y   
เมื่อเวลาใด ๆ คือ  ..............tan =θ  

              .............................=θ  
      .......................................

dt
d

=
θ      

  โจทยกําหนดให .........
dt
dy

=   เมตรตอวินาที    และ  y =  ………….  เมตร 

  ดังนั้น           .......................................
dt
d

=
θ      เรเดียนตอวินาท ี 
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6. รถยนตสองคนัเคลื่อนที่ออกจากจุด A  ในเวลาเดียวกัน รถยนตคนัแรกเคลื่อนทีไ่ปทางทศิ
ตะวันออกดวยความเร็ว 45 กิโลเมตร/ชั่วโมง และรถยนตคนัทีส่องว่ิงไปทางทศิเหนอืดวยความเร็ว 
60 กิโลเมตร/ชั่วโมง จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของระยะทางระหวางรถยนตทั้งสอง เมื่อเวลา t = 3  

วิธีทํา   ให x  แทน ……………………………………………………………… 
ให y  แทน ……………………………………………………………… 
ให z  แทน ……………………………………………………………… 
ความสัมพันธระหวาง x, y และ z  เมื่อเวลาใด ๆ คือ …………………  ดังรูป 

 
หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t  จะได  …………………………………………… 

……………………………………………………… 
  โจทยกําหนดให =

dt
dx …..  กิโลเมตรตอชั่วโมง และ =

dt
dy ….  กิโลเมตรตอชั่วโมง 

  เมื่อ  t =  3  จะได  x = ………………………………………กิโลเมตร 
          y = ………………………………….……กิโลเมตร 

 z = ……………………………………….กิโลเมตร  
ดังนั้น …………………………………………………………………. # 

 
7. จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของรัศมีเทียบกับเวลาของลกูบอลลูนทรงกลม ขณะทีม่ีรัศมีเทากับ 
30 เซนติเมตร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรกาซฮีเลียมที่เปาเขาไปเทียบกับเวลาเทากับ 
600 ลูกบาศกเซนติเมตร/วินาที  

วิธีทํา   ให r เปน……………………………………… 
ให V เปน……………………………………… 
จากความสัมพันธ V = 

3
4 πr3   

หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t จะได  ………………………………………   
จาก r = 30 และ 600

dt
dV

=  

ดังนั้น ……………………………………… จะได  .....................
dt
dr

=  
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นั่นคอือัตราการเปลี่ยนแปลงของรศัมีเทยีบกับเวลาของลกูบอลลูนทรงกลม เมื่อ 
รัศมีเทากับ 30 เซนติเมตร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรกาซฮีเลียมที่เปาเขาไปเทียบกับ
เวลาเทากับ 600 ลูกบาศกเซนติเมตร/วินาท ีมีคาเทากับ ............... เซนติเมตร/วินาท ี # 
 
8. น้ําไหลเขาแทง็กน้ํารูปกรวย ดวยอัตรา 2 เมตร3/นาที แท็งกน้ํามีความสงู 10 เมตร และมีรัศมทีี่
ปากแท็งก 5 เมตร จงหาอัตราเร็วของระดับน้ําที่เพ่ิมข้ึน ขณะที่น้ํามีความลึก 6 เมตร  

วิธีทํา    ให r เปนรัศมีของพ้ืนผิวน้ํา ณ เวลา t   
ให h เปน………………………………………  
ให V เปน……………………………………… 
จากความสัมพันธ  hr

3
1

V 2π=   

จะเห็นวา V ข้ึนอยูกับตัวแปรทั้ง r และ h  
เราจะเปลี่ยนรูปตัวแปร r ใหอยูในรูปตัวแปร h  
จากสามเหลี่ยมคลาย ABC กับ APQ  
จะได   ..............  หรือ  .............  
แทนคาใน  hr

3
1

V 2π=   

จะได      V = ………………………………………   
หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t จะได  ……………………………………… 

จาก h = 6 และ 2
dt
dV

=  

ดังนั้น ………………………………………    
……………………………………… 
………………………………………   

นั่นคือ อัตราเร็วของระดับน้ําที่เพ่ิมข้ึนเทากับ ……………เมตร/นาที # 
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คาเชิงอนุพันธและการประยุกต 
 

 ทําไม dy  จึงใชประมาณคา ∆y  ได ??? 
 
ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดในชวง  I 
ให P( x , y ) และ Q( x + ∆x , y + ∆y ) เปนจุดสองจุดบนกราฟของ y = f(x) ในชวง I  ดังรูป 

 
ลากเสนสมัผสั PT ทํามุม θ กับแกน x  นั่นคือ RPT

∧
= θ  และ f มีอนุพันธที่จุด x ∈ I  

ดังนั้น  
2
π

≠θ  

เราจะไดความชันของเสนสัมผัส PT =  
dx
dy   =  tan θ   =  

PR
RT  

เพราะวา PR  =  ∆x  =  dx  ทําให RT  =   dy   =  f /(x)dx 
ดังนั้น  TRQRdyy −=−Δ  

จากรูปจะเห็นวาเมื่อ  Q  เคลื่อนที่มาตามกราฟของ y = f(x)  ย่ิงเขาใกลจุด  P   
เขามากเทาไร ความแตกตางระหวาง ∆y  และ  dy  จะนอยลง ๆ นั่นคือเมื่อ  ∆x  นอยลง
มาก ๆ   dy จะประมาณคา ∆y ไดใกลเคียงมากข้ึน ๆ และเราจะเขียนความสมัพันธไดดังนี ้

   ∆y   ≈  dy   =   f /(x)dx     เมื่อ dx = ∆x    และ ∆x  มีคานอยมาก ๆ . 
เรียก  dy  วา คาเชิงอนุพันธ (differential) ของตัวแปรตาม y  

 
 
 
 
 

. 
. 
. 

. . 

. 

. 
y+∆y  

y  

Y  

x  
X  0  

∆x 

P(x,y)  dy  
∆y 

x+∆x  

. 
R
  

T
  

Q  
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9. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 3  
 วิธีทํา ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx

x2
1  

  ให         3   = xx Δ+  
  ดังนั้นเลือก  x = ………   จะไดวา  dx  =  ∆x  =   3 – ……   =  …….. 
  จาก         y   = x       จะได    y =  .........  =  ………….. 
                          และ       dy =  ……………………….. 
  จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy  
  จะได        3                 ≈  ……………….………. 
10. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 2  
 วิธีทํา ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx

x2
1  

  ให         2   = xx Δ+  
  ดังนั้นเลือก  x = ………   จะไดวา  dx  =  ∆x  =   2 – ……   =  …….. 
  จาก          y  = x        จะได      y  =  .........  =  ………….. 
                          และ       dy =  ……………………….. 
  จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy  
  จะได        2                 ≈  ……………….………. 
11. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 25.1  

วิธีทํา ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx
x2

1  

  ให  25.1   = xx Δ+  
  ดังนั้นเลือก  x = ………   จะไดวา  dx  =  ∆x  =   1.25 – ……   =  …….. 
  จาก          y  = x        จะได     y =  .........  =  ………….. 
                           และ       dy =  ……………………….. 
  จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy  
  จะได        25.1             ≈  ……………….………. 
12. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 98  

วิธีทํา ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx
x2

1  

  ให    98   = xx Δ+  
  ดังนั้นเลือก  x = ………   จะไดวา  dx  =  ∆x  =   98 – ……   =  …….. 
  จาก          y  = x        จะได     y =  .........  =  ………….. 
                          และ       dy =  ……………………….. 
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  จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy 
  จะได        98               ≈  ……………….……….    
13. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 

1005
1  

วิธีทํา ให       y   =     f(x)   = ...............    ดังนั้น  dy =  ........................... 
  ให   

1005
1   = .............................. 

  ดังนั้นเลือก  x = ………   จะไดวา  dx  =  ∆x  =   ……………. 
  จาก         y   = ………   จะได       y =  …………................... 
                    และ         dy =  ……………………… 
  จาก  

xx
1
Δ+

 =  y + ∆y  ≈  y + dy  

 จะได       
1005

1              ≈  ……………….………. 

14. จงหาคาโดยประมาณของ f(1.98) เมื่อ f(x) = 3x4 – 7x3 + 4x2 – 5 
วิธีทํา ให       y   = ....................................    ดังนั้น  dy =  ........................... 

  ให    1.98  =  x + ∆x 
  ดังนั้นเลือก  x = ………   จะไดวา  dx  =  ∆x  =   ……………. 
          และ        y =  …………................... 
                    และ       dy =  ……………………… 
  จาก  3(x+∆x)4 – 7(x+∆x)3 + 4(x+∆x)2 – 5 =  y + ∆y  ≈  y + dy  
  จะได     3(1.98)4 – 7(1.98)3 + 4(1.98)2 – 5                 ≈  …………… 
 

 
 

15. รูปสี่เหลี่ยมจตัุรสัรูปหนึ่ง วัดความยาวไดประมาณดานละ 12 ซม. ถาความยาวที่แทจริงของ 
แตละดานเปน 11.98 ซม. คาคลาดเคลื่อนรอยละของพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมจตัุรัสนี้เปนเทาไร 

วิธีทํา ใหพ้ืนที่ของสี่เหลี่ยมจตัุรสัเปน A  =   x2   ซึ่งทําใหได   dA  =   …………… 
   เนื่องจาก   x = ………………  และ   dx   =   ∆x  =   ……………… 
   จะได      A =  ……………… 

บทนิยาม 7.1  ให ∆A เปนคาคลาดเคลื่อนที่อาจเปนไปไดอันเนื่องมาจากการวัดหรือ
จากการคํานวณของปริมาณ A   

1.    
A
AΔ   เรียกวา คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( relative error )  

2.    100
A
A

×
Δ  เรียกวา คาคลาดเคลื่อนรอยละ ( percentage error )  
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     ∆A  ≈  dA =  ………………   

100
A
A

×
Δ  ≈ 100

A
dA

×  =  ……………… %       

16. เสนผานศนูยกลางของวงกลมวงหนึง่วัดได 6 เซนติเมตร ดวยคาคลาดเคลื่อน 0.02 เซนติเมตร 
คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธในการคาํนวณหาพ้ืนที่ของวงกลมวงนี้เปนเทาไร 

วิธีทํา   ใหพ้ืนที่ของวงกลมเปน A = ………   
ซึ่งทําใหได          dA  =   ……………… 

    เนื่องจาก   c = 6  และ   dc   =   ∆c  =   ± 0.02 
    จะได  A =  ………………  
   ∆A  ≈  dA =  ………………   
  

A
AΔ  ≈ 

A
dA  =  ………………………………       

 
17. การสรางหลงัคารปูครึง่วงกลมมรีาคา 500 บาทตอตารางเมตร ถาวัดเสนผานศูนยกลางของ
หลังคานีไ้ด 120 เมตร โดยคาดวาจะมีคาคลาดเคลื่อนได 1 เมตร  
     17.1 จงหาคาคลาดเคลื่อนโดยประมาณของพ้ืนที่ของหลงัคา   

วิธีทํา  ใหพ้ืนที่ของครึง่วงกลมเปน A = ……  
ซึ่งทําใหได              dA  =   ……………… 

     เนื่องจาก   c = …………   และ   dc   =   ∆c  =   ……………… เมตร 
     จะได  A =  ……………… 
     ∆A  ≈  dA =  ……………… 
 
     17.2 ถาไมตองการใหคาํนวณคาใชจายในการสรางหลังคานีผ้ิดไปเกินกวา 12,500 บาท จะตอง
ทําอยางไร   
วิธีทํา ถาไมตองการคาํนวณคาใชจายในการสรางหลงัคานี้ผิดไปเกินกวา 12,500 บาท จะตอง 
            มีคาคลาดเคลื่อนโดยประมาณของ พื้นที่ของหลังคา ไมเกิน 

500
12500  = ....... ตารางเมตร 

    ∴ ตองวัด เสนผานศูนยกลางของหลังคานี้ใหมีคาคลาดเคลื่อน dc  =  ∆c  = ± a  เมตร 
จะได  dA  =   dcc

4
⋅

π   =    ………………  ≤  …… 

……………………………… 
………………………………     

      นัน่คอื  ตองวัดเสนผานศนูยกลางของหลังคานีใ้หมคีาคลาดเคลื่อนไมเกิน ………….. เมตร    
 

โดยที่ c คือความยาวของเสนผานศนูยกลางของวงกลม 

โดยที่ c คือความยาวของเสนผานศนูยกลางของวงกลม 
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คําอธิบายเก่ียวกับการใชคําสั่งของโปรแกรม Euler ในกิจกรรมที ่7 
คําสั่ง การใชงาน 

::function s(t):=t^3-t^2-t 
::s(2) 
::function v(t):=diff(s(t),t) 
::'v(t)=v(t) 
::'v(t)=v(t);at(%,t=3) 
::solve(v(t)=0,t) 
::function a(t):=diff(v(t),t)  

ใหผูเรยีนกําหนดฟงกชนัระยะทาง s(t) = ___ 
คาํสั่งหาคาของฟงกชันระยะทาง s( __ )   
คําสั่งกําหนดฟงกชันความเร็ว v(t) 
คาํสั่งใหแสดงฟงกชันความเรว็ v(t) 
คาํสั่งหาคาของฟงกชันความเรว็ at(%,t= __ ) 
คาํสั่งแกสมการเมื่อฟงกชนัความเรว็เทากับ 0 
คําสั่งกําหนดฟงกชันความเรง a(t) 

::v(t);at(%,t=3) 
::'v(t)=v(t);at(%,t=3) 
 
 
 
 

การแสดงผลของคําสั่งนี้คือ     20  
การแสดงผลของคําสั่งนี้คือ     v(3) = 20 
หมายเหตุ1 การแสดงผลของสองคําสั่งนี้แตกตางกัน  
จะเห็นวาหลงัเครื่องหมาย :: ของคําสั่งที ่2 จะมี 'v(t)= 
ในขณะที่คําสัง่ที่ 1 ไมมี   การเติมเครื่องหมาย ' หนา
คาํสั่งใด  คาํสัง่นั้นจะไมประมวลผลแตจะแสดงผลเปน
ขอความแทน  ตัวอยางเพ่ิมเตมิไดแก ถา g(x) = x2 
diff(g(x),x)                 จะแสดงผลเปน   2x 

'diff(g(x),x)=diff(g(x),x)  จะแสดงผลเปน x2)x(
dx
d 2 =  

หมายเหตุ2 การที่ v(3) = 20 เพราะฟงกชัน v(t)  
ถูกนิยามวา ::function v(t):=diff(s(t),t) และ  
::function s(t):=t^3-t^2-t  จากแถวที่ 1 ของตาราง 

::depends ([x,y,z],t) การประกาศใหโปรแกรมทราบวา x เปนตัวแปรของ t 
จะใชคาํสั่ง ::depends (x,t)  แตถามีตัวแปรหลายตัว 
ที่เปนตัวแปรของ t จะใชเครื่องหมายกามปูครอบ 
ตัวแปรเหลานั้นดังนี้ ::depends ([x,y],t) เปนตน 

::function s(t):=t^3-t^2-t; 's(2)=s(2) 
::function s(t):=t^3-t^2-t, 's(2)=s(2)  

การแสดงผลของคําสั่งนี้คือ     s(2) = 2  
การแสดงผลของคําสั่งนี้คือ     s(t) = t3 - t2 - t 
                                     s(2) = 2 
หมายเหตุ การปดทายคําสั่งที่ประมวลผลจาก
โปรแกรม Maxima ดวยเครื่องหมาย ;  
คําสั่งนั้นจะไมแสดงผล  

หมายเหต ุ คําสั่งที่ใชในกิจกรรมที ่7 สวนใหญจะเปนคําสั่งที่ประมวลผลจากโปรแกรม Maxima ซึ่ง 
เปนโปรแกรมแบบ CAS ที่แฝงอยูในโปรแกรม Euler 
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ภาคผนวก ฉ 
เฉลยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการประยุกต โดยใชโปรแกรม C.a.R. 

และโปรแกรม Euler สําหรับนิสิตระดับปริญญาตร ี
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เฉลยใบกิจกรรมที ่1 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ  : อนุพันธและอนุพันธอันดับสูง 
ชื่อ....................................................................................................เลขที่............................. 
 

นิสิตคิดวา เสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน คืออะไร? 
> เสนตรงที่ตัดกราฟของฟงกชันเพยีงจุดเดียว เชน   

             
> ถาเสนตรงตัดกราฟของฟงกชันเพียงจุดเดยีวโดยตัดในลกัษณะดังน้ี  

      จะยังเปนเสนสมัผัสกราฟของฟงกชันหรือไม  
 

> เสนตรงที่ตัดกราฟของฟงกชันสองจุด ดงัรูป  

       เสนตรงเสนน้ีจะเปนเสนสมัผัสกราฟของฟงกชนัไดหรือไม  
 

แลว เสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน คอือะไร ??? 
 

บทนิยาม 1.1 กําหนดฟงกชนั y = f(x) เสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน ที่จุด P(c , f(c))   คือ 

เสนตรงที่ผานจุด P  และมีความชันเทากับ 
x

)c(f)xc(f
lim
x ∆

−∆+
→∆ 0

  เมื่อลิมิตหาคา

ได  แตถาลิมติเปน ∞ เสนสมัผสักราฟของฟงกชนั จะเปนเสนตรงที่ผานจุด P 
และตัง้ฉากกับแกน x  

หมายเหต ุ   
ในบทนิยาม ถาแทน ∆x ดวย x – c      จะไดวาถา ∆x → 0   แลว x – c → 0 และ x → c   
ดังนั้นเขียนบทนิยามไดอีกแบบหนึ่งคือ   เสนสมัผัสกราฟของฟงกชัน f (x) ที่จุด P(c , f(c))    

คือ เสนตรงที่ผานจุด P และมีความชนัเทากับ ( ) ( )
cx

cfxf
lim

cx −
−

→
เมื่อลิมิตหาคาได 

หมายเหตุ วงกลมเปนฟงกชันในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
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1. ใหนสิติทาํกิจกรรมตอไปนี ้   
1.1 คลิกเลือกกิจกรรมสํารวจคาความชันของเสนสัมผัสกราฟจากไฟล tangent f(x).html   
1.2 เขียนกราฟของฟงกชัน  ( คลกิขวาที่เสนกราฟเพ่ือกําหนดฟงกชนัใหม )  
1.3 กําหนดพิกัดจุด P1 ตามโจทยกําหนด ( คลิกขวาที่จุด P1 เพ่ือกําหนดพิกัดใหม ) 
1.4 เลื่อนจุด P2 เขาหาจุด P1  จงสังเกตวาความชันของเสนสัมผสักราฟของฟงกชันที่จุด P1 

(x1, f(x1)) มีคาเปลี่ยนไปหรือไม ถาคาความชันไมเปลี่ยน คาความชันมีคาเทาไร ถาคา
ความชันเปลี่ยนไป     คาความชันเปลี่ยนเขาสูคาอะไร 

ฟงกชัน กราฟของฟงกชัน ความชันของเสนสัมผสั
กราฟของฟงกชันทีจุ่ด     

P1 (x1, f(x1)) 
f(x) = 3 
ที่จุด P1 (0, 3) 

 

คาความชันไมเปลี่ยนแปลง 
และมีคาเทากับ 0 

f(x) = x 
ที่จุด P1 (2, 2) 

 

คาความชันไมเปลี่ยนแปลง 
และมีคาเทากับ 1 

f(x) = x2 
ที่จุด P1 (2, 4) 

 

คาความชันคอย ๆ 
เปลี่ยนแปลงไป และเปลี่ยน
เขาสู 4 

f(x) = x2 
ที่จุด P1 (-1, 1) 

 

คาความชันคอย ๆ 
เปลี่ยนแปลงไป และเปลี่ยน
เขาสู - 2 
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2. จงหาสมการของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน f(x) =  x2   ที่จุด (-3 , 9)  

                         กราฟของ f(x) =  x2         . 
 วิธีทํา  จากความชันของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน f(x) = x2   ที่จุด (-3 , 9) 

คือ  m  = 
x

)3(f)x3(flim
0x Δ

Δ
Δ

−−+−
→

 

= ( ) ( )
x

3x3
lim

22

0x Δ
Δ

Δ

−−+−
→

 

= ( ) ( )
x

3xx)3(2)3(
lim

222

0x Δ
ΔΔ

Δ

−−+−+−
→

 

= ( )
x

xx)3(2
lim

2

0x Δ
ΔΔ

Δ

+−
→

 

= ( )
x

xx6
lim

2

0x Δ
ΔΔ

Δ

+−
→

 

   = ( )








+

−
→ x

x
x

x6
lim

2

0x Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
 

= ( )x6lim
0x

Δ
Δ

+−
→

 

=  ( - 6 + 0 ) 
 

=    - 6 
  ดังนั้น  สมการของเสนสัมผสักราฟของฟงกชัน คือ y – y1 =  m (x – x1)  

   …… y – ( 9 ) =  ( - 6 )(x + 3)  
   ……….     y   =  - 6x  -  9   

 
บทนิยาม 1.2  กําหนดฟงกชนั y = f(x) บนชวง (a, b) และ c ∈ (a, b) จะกลาววา  

f  มีอนุพันธที่ c   หรือ   f  หาอนุพันธไดที่ c   เมื่อ  

x
)c(f)xc(f

lim
x
y

lim
0x0x ∆

−∆+
=

∆
∆

→∆→∆
 หาคาได และเรียกคาลิมิตนี้วา 

อนุพันธของ f ที่ c ซึ่งแทนดวยสญัลกัษณ f /( c ) หรือ 
cx

/y
=

 หรือ 
cxdx

dy
=

 

หมายเหต ุ  ในบทนิยาม a อาจเปน – ∞ หรือ b อาจเปน ∞ ก็ได 
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3. กําหนดให f(x) = 3x  ถา c ∈ Df  จงหา f  /(c)  

 
 

4. กําหนดให f(x) = 
x
1   เมื่อ  x ≠ 0  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 
 

5. กําหนดให f(x) = sin(x)  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 

      ∆y  =  f ( x + ∆x ) – f ( x )       =  sin(x+∆x) – sin(x)   
 

=  sin(x)cos(∆x) + cos(x)sin(∆x) – sin(x )     
=  sin(x)(cos(∆x) – 1 ) + cos(x)sin(∆x)  

      
x
y

∆
∆

  =  
( )( )

x
x)cos(x)sin(

x
1-xcossin(x)

Δ
Δ

Δ
Δ

+   , ∆x ≠ 0 
 

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
 = ( )( )





 +

→ x
x)cos(x)sin(

x
1-xcossin(x)

lim
0x Δ

Δ
Δ
Δ

Δ
 

         = 
( )( )

x
x)cos(x)sin(

lim
x

1-xcossin(x)
lim

0x0x Δ
Δ

Δ
Δ

ΔΔ →→
+  

 

         = 
( )( )

x
x)sin(

limcos(x)
x

1-xcos
limsin(x)

0x0x Δ
Δ

Δ
Δ

ΔΔ →→
+  

 

         = sin(x)⋅ 0 + cos(x) ⋅ (1)  = cos(x) 
 

    ดังนั้น     f  /(x) =  cos(x)  

 

   ∆y   =  f (x + ∆x ) – f ( x )  = 
x
1

xx
1

−
∆+

   

 = ( )
( )xxx

xxx
∆+
∆+−         =  

( )xxx
x
∆+

∆−  

   
x
y

∆
∆   =  

( )xxxx
x
∆+∆

∆−    =  
( )xxx

1
∆+

−  , ∆x ≠ 0     

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
 = 

( ) 







∆+

−
→∆ xxx

1
lim

0x
 =  2x

1
−   

ดังนั้น     f  /(x)  =  2x
1

−    

 

   ∆y   =  f ( c + ∆x ) – f ( c ) 
 = 3(c + ∆x) – 3c   =  3c + 3∆x  – 3c   =    3∆x  

   
x
y

∆
∆   =  

x
x3

∆
∆      =     3  , ∆x ≠ 0    

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
 = 3lim

0x→∆
   =     3  

ดังนั้น     f  /(c)  =  3  
 

sin(A+B) = sinAcosB+cosAsinB 

1
sin

lim
0

=
θ
θ

→θ
 

0
1cos

lim
0

=
θ

−θ
→θ
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6. กําหนดให x)x(f =  จงแสดงวา f มีอนุพันธทุก x ≠ 0 

 

 

 
กรณี 3   เมื่อ c = 0    
     ∆y   =  f ( 0  + ∆x ) – f (0)        = x∆   

    
x
y

∆
∆   =  

x
x

∆
∆     , ∆x ≠ 0       

จะพบวา 
x
y

lim
0x ∆

∆
+→∆

 = 
x
x

lim
0x ∆

∆
+→∆

   = 
x
x

lim
0x ∆

∆
+→∆

  = 1  

จะพบวา 
x
y

lim
0x ∆

∆
−→∆

 = 
x
x

lim
0x ∆

∆
−→∆

   = 
x
x

lim
0x ∆

∆−
−→∆

 =  – 1  

ดังนั้น 
x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
  หาคาไมได  

แสดงวา    f  ไมมีอนุพันธที ่0  
 

ทฤษฎีบท 1.1  ถาฟงกชัน f  หาอนุพันธไดที ่x = c แลว f จะตอเนื่องที่ x = c 
7. จงเขียนบทกลับของทฤษฎีบท 1.1   

ถาฟงกชัน f ตอเนื่องที ่x = c แลว f  จะหาอนุพันธไดที่ x = c  
8. นิสิตคิดวาบทกลับของทฤษฎีบท 1.1 เปนจรงิหรือไม ถาไม จงยกตัวอยางคาน 

ไมจรงิ เชน ฟงกชัน x)x(f = เปนฟงกชันตอเนื่องที ่x = 0 แตไมมอีนุพันธที่ x = 0  

กรณี 1   ในชวง (0 , ∞)  ฟงกชัน x)x(f =  เขียนไดเปน f(x)  =  x  
ดังนั้น สําหรับ c ∈ (0 , ∞) จะได 
    ∆y   =  f (  c  + ∆x ) – f ( c )  = ( c + ∆x ) – ( c )  = ∆x        

   
x
y

∆
∆   =  

x
x

∆
∆    =  1   , ∆x ≠ 0      

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
 =  1     ดังนั้น  f มีอนุพันธที ่c เมื่อ c ∈ (0 , ∞)   

 

กรณี 2   ในชวง (– ∞ , 0)  ฟงกชัน x)x(f =  เขียนไดเปน f(x)  =  – x  
ดังนั้น สําหรับ c ∈ (– ∞ , 0)  จะได 
    ∆y   =  f (  c  + ∆x ) – f (  c  )   = – ( c + ∆x ) – (– c )  = – ∆x        

   
x
y

∆
∆   =   

x
x

∆
∆−   =  – 1   , ∆x ≠ 0      

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
 =  – 1     ดังนั้น  f มีอนุพันธที ่c เมื่อ c ∈ (– ∞ , 0)   

 

กราฟของ x)x(f =  
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สมบัติของอนุพันธ  
9. กําหนดให f(x) = 2  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ  

 
10. กําหนดให f(x) = - 

3
1   จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 
จากขอ 9 และ ขอ 10 มีทฤษฎีบทยืนยันวา อนุพันธของฟงกชันคงตัวมีคาเทากับศูนย คือ 

ทฤษฎีบท 1.2  กําหนด a เปนจํานวนจรงิใดๆ  

                    ฟงกชันคงตัว f(x) = a มีอนุพันธทีจ่ํานวนจริง x และ ( ) 0
dx
da

xf / ==   
 

11. กําหนดให f(x) =  x2  จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ 

 
12. กําหนดให f(x) =  x3 จงหาอนุพันธของ  f ที่ x ใด ๆ  

 
 

นิสิตคิดวา ถา f(x) =  x4 แลวอนุพันธของ  f ที่ x ใดๆ จะเทากับ 4x3 หรือไม 

กราฟของ f(x) = x3 

   ∆y   =  f ( x  + ∆x ) – f (  x  )     =   ( x  + ∆x )2 –  (  x  )2  
 =  x2  + 2x∆x  + ∆x 2 –  x 2       =   2x∆x  + ∆x 2  

   
x
y

∆
∆   =   

x
xx2x 2

∆
∆+∆          =   2x  + ∆x       , ∆x ≠ 0     

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
 =  ( )xx2lim

0x
∆+

→∆
      =  xlimx2lim

0x0x
∆+

→∆→∆
      =  2x  

ดังนั้น     f  /(x)  =   2x  

กราฟของ f(x) = x2 
 

   ∆y   =  f( x  + ∆x ) – f ( x )  =    
3
1   –  

3
1         =  0   

   
x
y

∆
∆   =  

x
0

∆
      = 0   , ∆x ≠ 0     

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
 =  0         ดังนั้น     f  /(x)  =  0  

   ∆y   =  f( x  + ∆x ) – f (x) =    2  –  2        =  0   

   
x
y

∆
∆   =  

x
0

∆
      =  0   , ∆x ≠ 0     

   
x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
   =  0  

   ดังนั้น     f  /(x)  =  0  กราฟของ f(x) = 2 

กราฟของ f(x) = - 
3
1  

 

 

 

   ∆y   =  f ( x + ∆x ) – f ( x )        =  ( x  + ∆x )3 –  (  x  )3  
 =   x3  + 3x2∆x  + 3x∆x 2 –  x3     =   3x2∆x  + 3x∆x 2 

   
x
y

∆
∆     =  

x
xx3x3x 22

∆
∆+∆             =   3x2  + 3x∆x  , ∆x ≠ 0     

x
y

lim
0x ∆
∆

→∆
= ( )xx3x3lim 2

0x
∆+

→∆
 = xx3limx3lim

0x

2

0x
∆+

→∆→∆
 = 3x2 ดังนั้น f /(x) = 3x2 
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ทฤษฎีบท 1.3  ฟงกชัน f(x) = xn มีอนุพันธ  และ  ( ) ( ) 1nn/ nxx
dx
dxf −==  เมื่อ xn – 1 นิยาม 

 

ทฤษฎีบท 1.4  กําหนดใหฟงกชนั  f  และ  g  มีอนุพันธที่ x  และ c ∈ R 

  ฟงกชัน f + g , fg , cf , 
g
f  จะมีอนุพันธที ่x ดวย  โดยที่ 

  (1)  ( ) ( )( )xgxf
dx
d

+       =  ( ) ( )xg
dx
dxf

dx
d

+     

  (2)  ( ) ( )( )xgxf
dx
d

⋅   =  ( ) ( ) ( ) ( )xf
dx
dxgxg

dx
dxf +  

                 (3)  ( )( )xcf
dx
d             =  ( )xf

dx
dc  

                 (4)  ( )
( ) 








xg
xf

dx
d           =  

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )2xg

xg
dx
d

xfxf
dx
d

xg −
  ,  g(x) ≠ 0 

13. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) =  2x3 + 3x2 

 
14. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) = 

8
16x3 2 +  

 

จาก ทบ.1.4 (1) จะได ( ) ( ) ( )2323 x3
dx
d

+x2
dx
d

=x3+x2
dx
d  

พิจารณา ( )3x2
dx
d  จาก ทบ.1.4 (3) จะได ( )3x2

dx
d  = … ( )3x

dx
d

2 … 

   และจาก ทบ.1.3 จะได ( )3x
dx
d  = 3x2   ดังนั้น ( )3x2

dx
d  = 6x2  

พิจารณา ( )2x3
dx
d     จาก ทบ.1.4 (3) จะได ( )2x3

dx
d  = ( )2x

dx
d

3  

           จาก ทบ.1.3 ได ( )2x
dx
d  =  2x   ดังนั้น ( )2x3

dx
d  = 6x 

ดังนั้น     f  /(x)  =   6x2 + 6x ……………………………………….. 

จาก ทบ.1.4 (3)   จะได 






 +
8

16x3
dx
d 2

 = … ( )16x3
dx
d

8
1 2 +  

พิจารณา ( )16x3
dx
d 2 +   จะได ( )16x3

dx
d 2 + = ( ) ( )16

dx
d

x3
dx
d 2 + (ทบ.1.4 (1)) 

พิจารณา ( )2x3
dx
d    จาก ทบ.1.4 (3) จะได ( )2x3

dx
d  = ( )2x

dx
d

3  

พิจารณา ( )2x
dx
d    จาก ทบ.1.3 จะได ( )2x

dx
d  =  2x 

ดังนั้น 






 +
8

16x3
dx
d 2

= ( )( ) ( ) x
4
3

x6
8
1

0x23
8
1

==+   # 

 

 
กราฟของ f(x) =  2x3 + 3x2 
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15. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) = 3

2

x8
16x3

−
+    ,  x  ≠ 2 

 
กฎลูกโซ  (Chain rule) 
บทนิยาม 1.3   กําหนดฟงกชนั f และ g  

ฟงกชันประกอบของ f และ g เขียนแทนดวยสัญลักษณ f o g ซึ่งเปน
ฟงกชันทีน่ยิามวา  (f o g)(x)  =  f(g(x))       สําหรับทุกๆ x ∈ D(g) 
ซ่ึงทําให g(x) ∈ D(f) 

 
16. กําหนดให f(x) = 3 x  และ g(x) = x2 – 3x + 4  จงหาฟงกชันประกอบตอไปนี ้  

 

ตัวอยาง  กําหนด  g(x) = x – 1 
 และ   f(u) = u  
 แลว    f(g(x)) = 1x −  

x  g (x)  f ( g(x) )  

g   f  

f o g  

g(x) = x – 1   M  
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
M  
  

M  
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
M  
  

M  
4 
3 
2 
1 
0 
-1 
M  
  

u)u(f =  

f(g(x))    

 
 
 
 
 
f o g   =    3 2 4x3x +−  

 

จาก ทบ.1.4 (4) จะได 







)x(g
)x(f

dx
d  = 








−
+

3

2

x8
16x3

dx
d  

     

= 
( ) ( ) ( ) ( )

( )23

3223

x8

x8
dx
d

16x316x3
dx
d

x8

−

−+−+−
 

= ( )
( )

( )23

22

3 x8
16x3x3

x8
x6

−

+
+

−
    # 

 

กราฟฟงกชันประกอบ f o g 
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17. จงเขียนฟงกชนั y  =  h(x)  ในขอตอไปนี ้ในรูปของฟงกชันประกอบ f o g   
y  =  h(x)  =  (f o g)(x)  =  f(g(x))    หรือ     y  =  h(x)  =   f(u) เมื่อ  u = g(x)    
17.1  y  =  h(x)  = 3x 2 +    =  u   เมื่อ  u  =  x2 + 3  
17.2  y  =  h(x)  =   (x2 + 3)4      =   u4    เมื่อ  u  =  x2 + 3 
17.3   y  =  h(x)  =   sin2 x    =   u2    เมื่อ  u  =  sin (x) 
17.4   y  =  h(x)  =   cos(3x)    =   cos (u)  เมื่อ  u  =  3x 

 

ทฤษฎีบท 1.5  กฎลูกโซ  (Chain rule) 
กําหนดใหฟงกชนั y = f(u) และ u = g(x) เปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธที่ u และ x ตามลําดับ  

          ฟงกชันประกอบ y = f(g(x)) จะมีอนุพันธที่ x และ 

( )( ) ( )xgxgf
dx
dy // ⋅=       หรือ     

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  

18.  จงใชกฎลูกโซหา 
dx
dy

 ในขอตอไปนี ้

18.1  y  =  (2x + 1)3       

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  =   3(2x + 1)2⋅(2)  = 24x2+ 24x +6 

18.2  y  =  3x 2 +   

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  = ( ) ( )
3x

x
3xxx23x

2
1

2
2
1

22
1

2

+
=+⋅=⋅+ −−   

18.3  y  =  (x2 + 3)4       

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  = 4(x2 + 3)3⋅(2x) =  8x⋅ (x2 + 3)3 

 
 
 
g o g    =    (x2 – 3x + 4)2 – 3(x2 – 3x + 4) + 4 

 =     x4 – 6x3 + 14x2 – 15x2 + 8  

 

 
 
 
 
g o f    =    ( ) 4x3x 323 +−  

 
กราฟฟงกชันประกอบ g o f 

กราฟฟงกชันประกอบ g o g 
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อนุพันธของฟงกชันผกผัน 
บทนิยาม 1.4   ให f เปนฟงกชนัหนึง่ตอหนึ่งที่มีโดเมนเปน A และมีเรนจเปน B  

ฟงกชันผกผันของ f  เขียนแทนดวยสญัลกัษณ f–1 ซึ่งเปนฟงกชันที่มี
โดเมนเปน B และมีเรนจเปน A ซึ่งนิยามวา  f–1(y)  =  x    
ก็ตอเมื่อ  f(x)  =  y   สําหรับทุก y ∈ B 

 

  

ขั้นตอนการหาฟงกชันผกผันของฟงกชัน f  เมื่อกําหนดฟงกชัน f มาให มีดังนี้         
1. เขียน  y = f(x)    
2. สลับตัวแปร x และ y   
3. แกสมการเพื่อหาคา y ในเทอมของ x (ถาทําได)  สิ่งที่ไดคือ y = f–1(x)         
1)  ให f(x) = x+1 จงหา y = f–1(x) 
จาก y = x + 1  
สลับตัวแปร x และ y จะได x = y + 1  
แกสมการหา y ในเทอมของ x จะได y= x-1  
นั่นคือ f–1(x) = x – 1  

 
 
 
 
 
 

2)   ให f(x)  =  x3 จงหา y = f–1(x) 
สลับตัวแปร x และ y จะได x = y3  
แกสมการหา y ในเทอมของ x   จะได 









= 3
1

xy     นั่นคือ f–1(x) = 








3
1

x  
 
 

                   กราฟ f (x) =  x + 1 (-) และ f (x) =  x + 1 (-) กราฟ f (x) = x3 ( - ) และ  f (x) = x1/3( - ) 

ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 
บทนิยาม 1.5   ฟงกชัน f  ที่มีโดเมนเปน A จะเรียกวาเปน ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง ก็ตอเมื่อ 
          สําหรับทุก x1 , x2 ∈ A ถา x1  ≠  x2 แลว  f (x1)  ≠  f (x2)   
กิจกรรม 1      f (x)  =  x + 2  เปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งหรือไม 
    สมมต ิ      f (x1)  =  f (x2) 
                  x1+ 2  =  x2 + 2 
                     x1    =    x2 
 ∴ f (x) = x + 2 เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 

กิจกรรม 2      f (x)  =  x2 + 1  เปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งหรือไม 
    สมมต ิ          f (x1)  =  f (x2) 
                    x1

2 + 1  =  x2
2 + 1 

  พบวา เปนไปไดที่  x1  ≠   x2  
∴f (x) = x2+1 ไมเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 

 
 
 
 
 
 
 

                                         
กราฟของ f (x) = x + 2 กราฟของ f (x) = x2 + 1 
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19. กําหนดฟงกชัน f(x) = x5 – 2  จงหาอนุพันธของ  f–1(x) และ (f–1)/ (1) 
 วิธีทํา จะได y     =  x5 – 2  (1. เขียน  y = f(x) ) 
     x     =  y5 – 2  (2. สลับตัวแปร x และ y ) 

        x + 2  =   y5  (3. แกสมการเพ่ือหาคา y ในเทอมของ x ) 

  ( ) y       2  x 5
1

=+  
    สิ่งทีไ่ดคอื           f–1(x)  = y    = ( )     2  x 5

1
+  

  ดังนั้น (f–1)/(x) = ( )     2  x
5
1

5
4

−+  

 และ  (f–1)/(1) =  ( ) ( )
( )

( ) 5
4

5
4

5
4

5
4

35

1
5

3
   3

5
1

    2  1
5
1

===+
−

−−  

 
ทฤษฎีบท 1.6  ถา f  เปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธบนชวง (a , b) โดยที่ f  /(x) ≠ 0  

และ g  เปนฟงกชันผกผันของฟงกชนั f  ซึ่งตอเนื่องใน Dg ⊂ Rg   

แลว g จะมีอนุพันธที ่x  และ  ( )
( )( )xgf
1

xg /
/ =  

 

20. จงใชทฤษฎีบท 1.6 ชวยในการหา (f–1)/(1) ของฟงกชันในขอ 19 
 วิธีทํา จาก    f(x) = x5 – 2  

ดังนั้น     f /(x) =  5x4 

∴    (f–1)/(x)  =  
( )( )xff

1
1/ −    =  

( )( )41 xf5
1

−
         - - - - - - (1) 

∴    (f–1)/(1)  =  
( )( )41 1f5
1

−
 

     สมมติ   f–1(1)  = a       
   เนื่องจาก  f–1 เปนฟงกชันผกผันของ f   จะไดวา  f(f–1(x))   =   x  
               ∴    f(a)   =   f(f–1(1))   =   1 
  เพราะวา    f(a)  =   a5 – 2   =   1 

     a5   =   3     จะได  a = 






5
1

3       ดังนั้น f ( 






5
1

3  ) =  1 

  และได   f–1(1)  = a    =   






5
1

3      - - - - - - (2) 

จาก (1) และ (2) จะได       (f–1)/(1)  =  4

5
1

35

1










 







  # 
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21. กําหนดฟงกชัน f(x) = x3 + x2 + x – 2   จงหา (f–1)/(-3)  
 วิธีทํา จาก    f(x) = x3 + x2 + x – 2  

ดังนั้น    f /(x) =  3x2 + 2x  + 1 

∴    (f–1)/(x)  =  
( )( )xff

1
1/ −    =  

( )( ) ( )( ) 1xf2xf3
1

121 ++ −−
       - - - (1) 

∴    (f–1)/(-3)  =  
( )( ) ( )( ) 13f23f3

1
121 +−+− −−

 

     สมมติ   f–1(-3)  = a       
   เนื่องจาก  f–1 เปนฟงกชันผกผันของ f   จะไดวา  f(f–1(x))   =   x  
               ∴    f(a)   =   f(f–1(-3))  =   -3 
  เพราะวา    f(a)  =   a3 + a2 + a – 2   =   -3 

∴    f (-1) =  -3  
  และได   f–1(-3)  = a    =   -1       - - - (2) 

จาก (1) และ (2) จะได       (f–1)/(-3)  =  
( ) ( ) 11213

1
2 +−+−

  =  
2
1  # 

 
จากบทนิยามฟงกชันผกผนั 

  f–1(y)  =  x   ก็ตอเมื่อ  f(x)  =  y   
ดังนั้น  (f–1 o f)(    x    )  =  f–1(f(x))      =  f–1(y)   =    x          
และ   (f o f–1)(    y    )  =  f (f–1(y))      =  f(x)   =    y   
จะเห็นวา ฟงกชันประกอบของ f–1  และ  f   
 และฟงกชนัประกอบของ f  และ  f–1  ตางเปนฟงกชนัเอกลกัษณ      

  โดยที ่ ฟงกชันประกอบของ f–1  และ  f เปนฟงกชันเอกลกัษณบน A   
  ฟงกชันประกอบของ f และ  f–1  เปนฟงกชันเอกลกัษณบน B  

 
22. กําหนด  f(x) = sin(x)  ซึ่งจากขอ 5 จะไดวา sin(x) มีอนุพันธที่ x ใด ๆ  
      ให g เปนฟงกชันผกผันของ sin(x) ซึ่ง g ตอเนื่องใน Dg ⊂ Rg   จะใชทฤษฎีบท 1.6 หา
อนุพันธของ g ที่  x   
      ใหนิสติอธิบายเหตผุลในแตละบรรทัด  

 วิธีทํา ( )
( )( )xgf
1

xg /
/ =              (ทฤษฎีบท 1.6) 

            
( )( )xgcos

1
=             ( )xcos()xsin(

dx
d

= )  

            
))x(g(sin1

1
2−

=            (cos2  x  +  sin2 x  = 1) 
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2x1

1

−
=     (ฟงกชันประกอบของ f  และ  f –1 เปนฟงกชันเอกลักษณ) 

ดังนั้น อนุพันธของฟงกชนัผกผนัของ sin(x) เทากับ 
2x1

1

−
  ทกุคาของ x  ซึ่ง 1x <  

 

อนุพันธอันดับสูง  
 

การหาอนุพันธที่กลาวมานั้น เปนการหาอนพัุนธอันดับทีห่นึ่ง เขียนแทนดวย f /(x)   

หรือ 
dx
dy  ถานําอนุพันธอันดับที่หนึง่ไปหาอนุพันธตอไปอีก จะไดอนุพันธอันดับทีส่อง (Second 

Derivative) เขียนแทนดวย f //(x) หรือ 






dx
dy

dx
d

 หรือ 2

2

dx
yd  และถานําอนุพันธอันดับที่สองไปหา

อนุพันธอีกก็จะไดอนุพันธอันดับที่สาม ซึง่สามารถทําเชนนี้ตอไปเรื่อย ๆ จนถงึอันดับที่ n ซึ่ง

อนุพันธอันดับที่สี่เปนตนไปใหใชตัวเลข เขียนแทนดวย f(n)(x) หรือ n

n

dx
yd โดยที่อนุพันธที่มากกวา

อันดับที่หนึ่งข้ึนไปเรียกวา อนุพันธอันดับสงู 
 

บทนิยาม 1.6  อนุพันธอันดับที่ n (n – the – order Derivative) ของฟงกชัน f   
                    เขียนแทนดวย  f n(x)  

เปนการหาอนุพันธของอนุพันธอันดับที่ n – 1 เทียบกับ x  

นั่นคือ ( ) ( )[ ]xf
dx
d

xf 1nn −=  

 

23. จงหาอนุพันธอันดับที่ 4 ของ f (x)  =  x3 + 3x  + 1 
 วิธีทํา f  /(x)       =  … 3x2 + 3   
   f  //(x)      =  … 6x  
   f  ///(x)      =  … 6  
   f  (4)(x)     =  … 0 
 

24. จงแสดงวา 3y /// - 5xy /// + 6xy // - 12y  / = 0 เมื่อ y = 2x3 - 5x2 + 3x  - 6 
วิธีทํา y /     =  … 6x2 - 10x + 3 

  y //     =  … 12x – 10  
  y ///     =  … 12  
 ดังนั้น  3y /// - 5xy /// + 6xy // - 12y  /   

= … 3(12) – 5(12)x  + 6x( 12x - 10 ) – 12(6x2 - 10x + 3)  
     = … 36 –  60x  +  72x2 – 60x  – 72x2 +  120x  - 36  

= …  0   
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เฉลยใบกิจกรรมที ่2 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ  : อนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติและฟงกชันผกผันของฟงกชันตรโีกณมิติ   
ชื่อ.......................................................................................................เลขที่............................. 
 

อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมิติและฟงกชันผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ  
1. จงใชโปรแกรม Euler เขียนกราฟของฟงกชนัที่กําหนดใหตอไปนี้  

1.1 f(x) = sin x 

 

1.4 f(x) = csc x 

 
1.2 f(x) = cos x 

 

1.5 f(x) = sec x 

 
1.3 f(x) = tan x 

 

1.6 f(x) = cot x 

 
 
ทฤษฎีบท 2.1 ฟงกชันตรโีกณมติิเปนฟงกชันทีม่ีอนุพันธ และ 

   (1) xcosxsin
dx
d

=          (2)  xsinxcos
dx
d

−=  

   (3) ( ) In,
2

1n2x,xsecxtan
dx
d 2 ∈

π
+≠=     (4)  In,nx,xcscxcot

dx
d 2 ∈π≠−=  

   (5) ( ) In,
2

1n2x,xtanxsecxsec
dx
d

∈
π

+≠=       (6)  In,nx,xcotxcscxcsc
dx
d

∈π≠−=  

หมายเหต ุนิสติไดพิสูจนทฤษฎีบท 2.1(1) ไปแลวในใบกิจกรรมที่ 1 ขอ 5   
สําหรับทฤษฎีบทขออ่ืน ๆ ใหนิสติฝกทําดวยตนเอง 
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2. ใหนสิติวิเคราะหวิธีการหาอนุพันธของฟงกชนัในแตละขอตอไปนี ้
 

2.1 x2cosy 3=  ( ) ( ) ( )x2
dx
d

vcos
dv
d

u
du
d 3 ⋅⋅            โดยที่ u = cos 2x  และ v = 2x 

2.2 
x
1

sinxy =  ( )x
dx
d

x
1sin

x
1sin

dx
dx +





                อนุพันธของผลคณูของฟงกชนั 

2.3 
x2cos
x3sin

y =  ( ) ( )

x2cos

x2cos
dx
d

x3sinx3sin
dx
d

x2cos
2

−
     อนุพันธของผลหารของฟงกชนั 

 
3.  จงหาอนุพันธของ x3coty =  

 วิธีทํา 
dx
dy

 = ( ) ( )x3
dx
d

ucot
du
d

⋅      โดยที่ u = 3x 

    =  (- csc2 u)⋅3   
  =  - 3 csc2 3x       # 

 
4.  จงหาอนุพันธของ x2cosy 3=  

วิธีทํา 
dx
dy

 = ( ) ( ) ( )x2
dx
d

vcos
dv
d

u
du
d 3 ⋅⋅    โดยที่ u = cos 2x  และ v = 2x 

   =  3u2⋅( - sin v )⋅2   
   =  - 6 cos2 (2x) sin (2x)      # 
 

5.  จงหาอนุพันธของ
x
1

sinxy =  

วิธีทํา 
dx
dy

 = ( )x
dx
d

x
1sin

x
1sin

dx
dx +





     

   =  
x
1

sin
x
1

x
1

cosx 2 +




−⋅⋅    

   =  
x
1

sin
x
1

cos
x
1

+−       # 

 
 

 จากความรูเรื่องฟงกชันผกผัน เราทราบวาฟงกชันที่มีอินเวอรสเปนฟงกชันจะตองเปน
ฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ แตเนื่องจากฟงกชันตรโีกณมติไิมเปนฟงกชันหนึง่ตอหนึ่งใน R  ดังนั้นจงึตองมี
การกําหนดโดเมนของฟงกชันตรโีกณมิติ เพ่ือใหฟงกชันตรีโกณมติิเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึง่ใน R  
ซึ่งสงผลใหมีอินเวอรสเปนฟงกชัน   
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6. จงกําหนดโดเมนของฟงกชันตรโีกณมติิ เพ่ือใหฟงกชนัตรโีกณมติิเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งใน R 
 

เมื่อกําหนดโดเมนใหฟงกชันหนึง่ตอหนึ่งแลว กราฟของฟงกชันตรโีกณมติ ิ
กราฟของฟงกชันตรโีกณมติ ิ กราฟของฟงกชันผกผัน 

           
 

 

          

                

 

    

            

 

   

             

 

  

                

 

  

                 

 

f(x) = sin x 
 





 ππ
−

2
,

2
 

 
2
π  

2
π

−  

f(x) = arccos x 
 

[ ] 



 ππ
−→−

2
,

2
1,1

 

2
π

−  

2
π  

- 
1 

 1 

-1 

 1 

0 
π  

π−  

0 0 

 

π−  π  

f(x) = cos x 
 

0 
2
π  

2
π

−  

0 
[ ]π,0  
 [ ] [ ]π→− ,01,1  

 
f(x) = arctan x 
 

 f(x) = tan x 
 

0 2
π  

2
π

−  







 ππ

−
2

,
2

 

 

0 





 ππ
−→

2
,

2
R

 

f(x) = arccsc x 
 

f(x) = csc x 
 

0 
π−  π  

{ }0
2

,
2

−



 ππ
−

 

0 

( ] [ ) 



 π

∪




 π
−→∞∪−∞−

2
,00,

2
,11,

 

 

 

f(x) = arcsec x 
 

f(x) = sec x 
 

0 2
π  

2
π

−  

[ ]






π

−π
2

,0  

 

0 
( ] [ ) 



 π

π
∪





 π

→∞∪−∞− ,
22

,0,11,  

 
f(x) = arccot x 
 

f(x) = cot x 
 

0 
π−  π  

( )π,0  
 

0 
( )π→ ,0R  

 

f(x) = arcsin x 
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บทนิยาม 2.1   
(1)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันไซน   
 นิยามวา y = arcsin x ก็ตอเมื่อ x = sin y     โดยที่ arcsin : [ ] 



 ππ
−→−

2
,

2
1,1  

(2)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคไซน   
 นิยามวา y = arccos x ก็ตอเมื่อ x = cos y   โดยที่ arccos : [ ] [ ]π→− ,01,1  
(3)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันแทนเจนต      
 นิยามวา y = arctan x ก็ตอเมื่อ x = tan y    โดยที่ arctan : 





 ππ
−→

2
,

2
R  

(4)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคแทนเจนต  
 นิยามวา y = arccot x ก็ตอเมื่อ x = cot y    โดยที่ arccot : ( )π→ ,0R  
(5)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันเซแคนต  
 นิยามวา y = arcsec x ก็ตอเมื่อ x = sec y   โดยที่ arcsec : ( ] [ ) 



 π

π
∪





 π

→∞∪−∞− ,
22

,0,11,  

(6)  ฟงกชันผกผนัของฟงกชันโคเซแคนต  
 นิยามวา y = arccsc x ก็ตอเมื่อ x = csc y   โดยที ่arccsc : ( ] [ ) 



 π

∪




 π
−→∞∪−∞−

2
,00,

2
,11,    

 

ทฤษฎีบท 2.2   
(1)  ฟงกชัน y = arcsin x เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x <   

      และ 
2x1

1xarcsin
dx
d

−
=  

(2)  ฟงกชัน y = arccos x เปนฟงกชนัทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x <   

      และ 
2x1

1xarccos
dx
d

−
−=  

 (3)  ฟงกชัน y = arctan x เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ∈ R  

                และ 2x1
1

xarctan
dx
d

+
=     

(4)  ฟงกชัน y = arccot x เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดทกุคาของ x ∈ R  

      และ 2x1
1

xcotarc
dx
d

+
−=  

 (5)  ฟงกชัน y = arcsec x เปนฟงกชนัทีห่าอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x >   

                และ 
1xx

1xsecarc
dx
d

2 −
=     

(6)  ฟงกชัน y = arccsc x เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดทกุคาของ x ซึ่ง 1x >   

      และ 
1xx

1xcscarc
dx
d

2 −
−=  
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7. ใหนสิติวิเคราะหวิธีการหาอนุพันธของฟงกชนัในแตละขอตอไปนี ้
 

7.1 xarcsiny =  ( ) ( )x
dx
d

uarcsin
du
d

⋅                        โดยที ่u = x  

7.2 2

3

x
1xarccosy +

=  ( ) 





 +

⋅ 2

3

x
1x

dx
duarccos

du
d                    โดยที ่u = 2

3

x
1x +  

7.3 ( ) 24xarctany −=  ( ) ( ) 24x
dx
d

uarctan
du
d

−⋅                    โดยที ่u = ( x – 4 )2 

7.4 22 xsecarcxy =  ( ) ( )2222 x
dx
d

xsecarcxsecarc
dx
d

x +     อนุพันธของผลคูณของฟงกชัน 

 
8.  จงหาอนุพันธของ xarcsiny =  

 วิธีทํา 
dx
dy

 = ( ) ( )x
dx
d

uarcsin
du
d

⋅     โดยที่ u = x  

    
x2

1
u1

1
2

⋅
−

=   

    
x2

1
x1

1
⋅

−
=    

    
x1x2

1
−

=        # 

 

9.  จงหาอนุพันธของ 2

3

x
1xarccosy +

=  

วิธีทํา 
dx
dy

 = ( ) 





 +

⋅ 2

3

x
1x

dx
duarccos

du
d     โดยที่ u = 2

3

x
1x +  

   






 +−⋅
⋅

−
−= 4

322

2 x
x2)1x(x3x

u1
1  

 






 +−
⋅








 +
−

−= 4

34

2

2

3 x
x2)1x(x3

x
1x

1

1     

 
( )

4

23

3

3

x
1x

1

x
)1x(2

3

+
−








 +
−

−=       # 
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เฉลยใบกิจกรรมที ่3 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ : อนุพันธของฟงกชันโดยปรยิาย 
ชื่อ...............................................................................................................เลขที่........................ 
 

อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย 
 การหาอนุพันธของฟงกชนัทีผ่านมาเปนการหาอนุพันธของฟงกชัน y = f (x) ซึ่งเปน
ฟงกชันโดยชัดแจง (Explicit function) ตัวอยางเชน y = x2 – 6x + 8 หรือ  2xx6y −=  เปนตน 
 อยางไรก็ตาม บางฟงกชันไมไดกําหนดในรูปฟงกชันโดยชัดแจง แตแฝงอยูในรูป
ความสัมพันธ F(x , y) = 0 เรียกวา ฟงกชันโดยปรยิาย (Implicit function)  ตัวอยางเชน    

   xy = 3   ------ (1) 
x3y + xy – 1 = 0   ------ (2) 
    y2 – x + 3 = 0   ------ (3) 

     x3y + xy3 + x2y2 + xy – 2 = 0   ------ (4) 

พบวา สมการ (1) และ (2) เขียนในรปูฟงกชันโดยชัดแจงไดงาย ไดแก 
x
3

y =  และ 
xx

1
y 3 +

=  

ตามลําดับ   สวนสมการ (3) สามารถเขียนในรปูฟงกชนัโดยชัดแจงไดมากกวา 1 ฟงกชัน คือ 
3x)x(f −=  หรือ 3x)x(g −−=   แตสมการ (4) เขียนในรปูฟงกชันโดยชดัแจงไดยากมาก  

                    
          xy = 3                x3y + xy – 1 = 0             y2 – x + 3 = 0       x3y + xy3 + x2y2 + xy – 2 = 0 
การหาอนุพันธของฟงกชันโดยปรยิาย  

การหาอนุพันธของฟงกชนัโดยปรยิาย อาจทําไดโดยจัดรูปของฟงกชันโดยปริยายนั้นใหอยู
ในรูปฟงกชันโดยชัดแจงแลวจงึทําการอนุพันธ แตถาฟงกชันโดยปรยิายนั้นยากมากที่จะเขียนในรปู
ฟงกชันโดยชัดแจง จําเปนตองใชความรูในเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชันประกอบเขามาชวยใน
การหาอนุพันธของฟงกชนัโดยปรยิาย ซึ่งมีข้ันตอน ดังนี ้

 

1. หาอนุพันธทั้งสองขางของสมการเทียบกับ x 

2. จัดเทอม 
dx
dy ใหอยูขางเดียวกันของสมการ 

3. ดึงตัวประกอบรวมของ 
dx
dy ออก 

4. แกสมการหา 
dx
dy  
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1. จงหาอนุพันธของฟงกชัน x2 + 3x + xy = 5 

 
วิธีทํา            ( ) ( )5

dx
d

xyx3x
dx
d 2 =++  

     ( ) 0xy
dx
d

x3
dx
d

x
dx
d 2 =++  

          0
dx
dx

y
dx
dy

x3x2 =+++  

                 3x2y
dx
dy

x −−−=  

           
x
3

2
x
y

dx
dy

−−
−

=  

               ( )
x
3

2
x

3xx5 1

−−
−−−

=
−

 

     
x
3

2
x
3

x
x

x
x5 1

−−++
−

=
−

 

     1x5 2 −−= −      # 
 
2. พิจารณาฟงกชันในขอ 1 นสิติคดิวามีวิธีหาอนุพันธของฟงกชันวิธีอ่ืนหรือไม ถามีจงแสดง  
วิธีทํา   จากฟงกชันในขอ 1 สามารถจัดรูปของฟงกชันใหอยูในรปูฟงกชันโดยชดัแจงไดงาย 
จึงทําการจัดรูปใหอยูในรูปแบบ y = f(x) ไดดังนี ้    

        x2 + 3x + xy = 5 
       xy = 5 – x2 – 3x 

ดังนั้น      
x

x3x5
y

2 −−
=  

    3x
x
5

y −−=  

       = 5x – 1 – x – 3 

ดังนั้น     1x5
dx
dy 2 −−= −       # 
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3. จงหาอนุพันธของฟงกชัน 6xyyx =++  

 
 

วิธีทํา                         ( ) ( ) ( )6
dx
d

xy
dx
d

yx
dx
d

=++  

 ( ) ( ) 0xy
dx
d

xy2
1yx

dx
d

yx2
1

=++
+

 

 0
dx
dxy

dx
dyx

xy2
1

dx
dy

dx
dx

yx2
1

=




 ++





 +

+
 

        0y
dx
dyx

xy2
1

dx
dy1

yx2
1

=




 ++





 +

+
 

0
xy2

y
dx
dy

xy2
x

dx
dy

yx2
1

yx2
1

=++
+

+
+

 

                           
yx2

1
xy2

y
dx
dy

xy2
x

dx
dy

yx2
1

+
−−=+

+
 

                            







+

+−=







+

+ yx
1

xy
y

2
1

dx
dy

xy
x

yx
1

2
1  

                             







+

++
−=








+

++
xyyx

xyyxy
dx
dy

xyyx
yxxxy  

ดังนั้น                                              







++
++

−=
xyyxx
xyyxy

dx
dy   # 

 

4. จงหาสมการเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน x5 + y5 = 2  ณ จุด (1, 1)   

 
วิธีทํา        ( ) ( )2

dx
d

yx
dx
d 55 =+  

  0y
dx
d

x
dx
d 55 =+  



 243 

          0
dx
dy

y5x5 44 =+  

ดังนั้น                   4

4

y5
x5

dx
dy −

=  4

4

y
x−

=  

ดังนั้น  ความชนัของเสนสัมผสักราฟของฟงกชัน x5 + y5 = 2  ณ จุด (1, 1) เทากับ ( )
( ) 4

4

1
1−   = – 1 

ดังนั้น สมการเสนสมัผสักราฟของฟงกชนั x5 + y5 = 2  ณ จุด (1, 1) เทากับ y – y1 = m( x – x1 ) 
             y – 1 =  – 1( x – 1 ) 

       y  =  2 – x    # 
 

5. จงหาสมการเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน 1
9
y

16
x 22

=−  ณ จุด (-5, 
4
9 )   

 
วิธีทํา             ( )1

dx
d

9
y

16
x

dx
d 22

=







−  

    0
9
y

dx
d

16
x

dx
d 22

=







−







  

                          0
dx
dy

9
y2

8
x

=⋅−  

ดังนั้น                   
y2
9

8
x

dx
dy

⋅=        

 ดังนั้น  ความชนัของเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน  1
9
y

16
x 22

=−  ณ จดุ (-5, 
4
9 )    

เทากับ ( )
( )92
49

8
5

⋅
−   =   

4
5−   

ดังนั้น สมการของเสนสมัผสักราฟของฟงกชนั 1
9
y

16
x 22

=−   ณ จุด (-5, 
4
9 )   

เทากับ y – 
4
9  = 

4
5−  ( x +5 ) 

   y    =  
4
5− x – 4         # 
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เฉลยใบกิจกรรมที ่4 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  อนุพันธ : อนุพันธของฟงกชันซ่ึงกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 

    และอนุพันธในพกัิดเชิงขัว้ 
ชื่อ.................................................................................................เลขที่............................. 
 

อนุพันธของฟงกชันซ่ึงกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม 
           ให t เปนตัวแปรอิสระ และ x = f(t) และ y = g(t) ตางเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a , b] 
สมการ x = f(t) , y = g(t) ---- (1) มชีื่อเรยีกวา สมการอิงตัวแปรเสริม (Parametric Equations) 
และเรียกตัวแปร t วา ตัวแปรเสริม (Parameter)  โดยแตละคา t จะให (f(t), g(t)) แทนจุดบนเสน
โคงทีส่อดคลองกับสมการ (1)  
 

ตัวอยางกราฟของสมการอิงตัวแปรเสริม 

                  
x = t – sin(t) , y = 1 – cos(t)    x = t + 2sin(2t) , y = t + 2cos(5t)   x = 3sin(3t) , y = 3sin(4t) 
 

การหาอนุพันธของฟงกชนัซึ่งกําหนดในรูปสมการอิงตัวแปรเสริม  
ถาสมการอิงตัวแปรเสริมนั้นสามารถขจัดตัวแปร t เพ่ือเขียนสมการ (1) ใหอยูในรูป

ความสัมพันธ F(x, y) = 0 ไดงาย จะใชวิธีการหาอนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย F(x, y) = 0  แตถา
ไมสามารถขจัดตัวแปร t ได จําเปนตองใชความรูในเรื่องการหาอนุพันธของฟงกชนัผกผนัและกฎ
ลูกโซหาคาอนุพันธ  

โดย  

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

=⋅=   ถา  0
dt
dx

≠  

 

1. จงหา 
dx
dy  ของฟงกชัน tx = , y = 1 – t โดยการขจัดตัวแปร t แลวเขียนใหอยูในรูป

ความสัมพันธ F(x, y) = 0 
วิธีทํา  สมการอิงตัวแปรเสรมิที่กําหนดใหในขอนี้  สามารถขจัดตัวแปร t ไดงาย  ซึ่งจะไดวา 

จาก        t=x   
 t  = x2   

ดังนั้น   y  = 1 – x2 
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                 ดังนั้น              x2
dx
dy

−=     # 

2. จงหา 
dx
dy  ของ 1tx −= , 2ty +=  โดยใชสตูร  

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

=⋅=   เมื่อ  0
dt
dx

≠  

       1  เมื่อ  t > 1 

วิธีทํา จาก 
dt
dx    = -1  เมื่อ  t < 1 

0    เมื่อ  t = 1 
 

และ 1
dt
dy

=   
 

        1    เมื่อ  t > 1 

ดังนั้น 
dx
dy    =  -1   เมื่อ  t < 1 

      หาคาไมได   เมื่อ  t = 1    # 
 

3. จงหา 
dx
dy  ของฟงกชัน  x  =  3 cos θ,  y  =  3 sin θ 

วิธีที่ 1 สมการอิงตัวแปรเสริมที่กําหนดใหในขอนี้  
สามารถขจัดตัวแปร θ เพ่ือเขียนใหอยูในรูป
ความสัมพันธ F(x, y) = 0 ไดงาย จะใชวิธีการหา
อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย F(x, y) = 0 

จาก             θ= cos
3
x  

ดังนั้น          
3
x

arccos=θ  

จะได       




=

3
x

arccossin3y  

ดังนั้น   

3
1

3
x

1

1
3
x

arccoscos3
dx
dy

2
⋅
























−

−⋅




=  

     
θ−

θ
−=

2cos1

cos       
θ

θ
−=

sin
cos     # 

วิธีที่ 2 ใชความรูเรื่องการหาอนุพันธของ
ฟงกชันผกผัน และ      กฎลูกโซ ดวยสตูร  

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

=⋅=   เมื่อ  0
dt
dx

≠  

  จะได    θ−=
θ

sin3
d
dx  

               θ=
θ

cos3
d
dy  

ดังนั้น        
θ

θ−
=

sin3
cos3

dx
dy  

                   
θ

θ
−=

sin
cos

    # 
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4. จงหาสมการของเสนสัมผัสกับเสนโคง  x = t – 1,   
1t

t
y

−
=    ณ  จุดที่ t = 2 

 
วิธีทํา จาก x = t – 1    จะได  1

dt
dx

=  

    
1t

t
y

−
=  จะได 

( ) 21t
t1t

dt
dy

−
−−

=  

เมื่อ t = 2 จะได  x = 1, y = 2,  1
dt
dx

2t
=

=
  และ   1

dt
dy

2t
−=

=
 

นั่นคือ 1
dx
dy

2t
−=

=
 

หรือความชันของเสนสัมผัสกับเสนโคง  ณ  จุดที่ t = 2  คือ – 1  

ดังนั้น สมการของเสนสมัผสักับเสนโคง  x = t – 1, 
1t

t
y

−
=  ณ  จุดที่ t = 2  

หรือจุด (1 ,2) คือ   y – 2  =  – 1(x – 1)     
หรือ                                     y    =  – x  + 3  # 

 
พิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinates) 
 ระบบพิกัดที่เราศกึษาและกลาวไปแลวแตตอนตน เปนระบบพิกัดที่เรยีกวา พิกัดฉาก 
(Rectangular Coordinates) นอกเหนือจากระบบพิกัดฉาก ยังมีระบบพิกัดอีกชนิดหนึ่งที่เรียกวา 
พิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinates)  ซึง่มีความหมายและรายละเอียดดังที่จะกลาวตอไปนี ้
 ในระบบพิกัดเชิงข้ัว เราจะเริ่มตนโดยการเลือกจุด ๆ หนึง่ในระนาบ เรยีกจุดนี้วา ขั้ว 
(Pole) หรือ จุดกําเนิด (Origin) ซึง่ตอไปนี้จะแทนดวย o   จากจุดนี้ลากเสนตรง 2 เสน โดยที่เสน
หนึ่งอยูในแนวนอนไปทางขวามือ เราเรียกเสนนี้วา แกนเชิงขั้ว (Polar Axis) ซึง่ตอไปจะแทนดวย
แกน x   สวนอีกเสนหนึง่ ลากจากข้ัวไปตามแนวด่ิง เราเรยีกเสนนี้วา แกนแนวฉาก (Normal 
Axis)  ซึง่ตอไปจะแทนดวยแกน y 
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 ถา P  เปนจุด ๆ หนึ่งบนระนาบ สัญลกัษณทีใ่ชแทนการบอกตําแหนงของจุด P  คือ        
คูอันดับ (r, θ) โดยที ่
  (1)   θ  แทนมมุที่ข้ัว โดยมีดานเริ่มตนของมุมทับแกนเชงิข้ัว และดานสิ้นสดุของมมุหรือ
สวนตอของดานสิน้สุดของมมุผานจุด P โดยที ่
  θ > 0   เมื่อหมุนดานสิ้นสุดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากดานเริ่มตน 
  θ < 0   เมื่อหมุนดานสิ้นสุดในทิศทางตามเข็มนาฬิกาจากดานเริ่มตน 

    (2)   r  แทนระยะทางทีร่ะบุทิศทาง จากข้ัวไปถึงจุด P โดยที ่
  r > 0   เมื่อ P  อยูบนดานสิ้นสุดของ θ   มีระยะหางจากข้ัวเทากับ r  หนวย 
  r < 0   เมื่อ P  อยูบนดานที่เปนสวนตอของดานสิ้นสุดของ θ   มีระยะหางจากข้ัว
เทากับ r  หนวย 
หมายเหต ุ 1. พิกัดของจุด ๆ หนึ่งมไีดหลายพิกัด  
  2. ถา (r, θ) เปนพิกัดของจุด P แลว (r, θ + 2nπ) สาํหรบัทุก n = 0, 1, 2, …    
จะเปนพิกัดของจุด P ดวย  
 

5. จงหาตําแหนงของ 




 π

3
,2P  พรอมทั้งหาพิกัดของ P  อีก 4 คูอันดับ  

 วิธีทํา จากแกนเชิงข้ัวหมนุไปในทิศทางทวนเข็มนาฬกิาเปนมุม 
3
π  เรเดียน  จากข้ัววัด

ไปตามดานสิน้สุดของมมุ 
3
π  เปนระยะทาง 2 หนวย จะไดตําแหนงของจุด 





 π

3
,2P  

 

3
2π−   






 π

3
,2P   

x  3
4π

  

3
5π

−

  

y  

ดานที่เปนสวนตอของดานสิ้นสุด 

y  

P(r , θ)  

o  

ดานสิ้นสุด  

ดานเริ่มตน  θ  x  

y  

P(r , θ)  

o  
ดานเริ่มตน  θ  x  



 248 

พิกัดของจุด P  ทีต่างออกไปอีก 4 คูอันดับ ไดแก 





 π

−
3

5,2   





 π
−

3
4,2   






 π

−−
3

2,2   และ

พิกัดที่อยูในรูป 




 π+

π
n2

3
,2 ,  





 π−

π
− n2

3
5,2 ,  





 π+

π
− n2

3
4,2 ,  





 π−π−− n2

3
2,2   เมื่อ n  

เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  
 

ความสัมพันธระหวางพิกัดเชงิข้ัวและพิกัดฉาก 
 ให  P  เปนจุดบนระนาบ 
  (x, y)  แทนพิกัดของ P ในระบบพิกัดฉาก 
  (r, θ)  แทนพิกัดของ P ในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 เมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดเชงิข้ัวมาให เราสามารถหาพิกัดของจุดนัน้ในระบบ
พิกัดฉากไดดวยความสัมพันธ ดังนี ้
    x = r cos θ  และ  y = r sin θ   
 เมื่อกําหนดพิกัดของจุดในระบบพิกัดฉากมาให เราสามารถหาพิกัดของจุดนัน้ในระบบ
พิกัดเชิงข้ัวได ดังนี ้
    x2 = r2 cos2 θ และ  y2 = r2 sin2 θ 
เพราะฉะนั้น   x2 + y2  = r2 (cos2 θ  + sin2 θ) 
ดังนั้น    x2 + y2  = r2   นั่นคือ       22 yxr +±=  
 

นอกจากนั้น จะไดวา  
x
y

cosr
sinr

=
θ
θ    นั่นคือ 

x
ytan =θ  

 

6. จงเปลี่ยนพิกัด P(-2, 2) ในระบบพิกัดฉากเปนพิกัดในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

 วิธีทํา จากความสัมพันธ 22 yxr +±=    และ 
x
ytan =θ   จะไดวา 

  ( ) 822r 22 ±=+−±=              และ 1
2

2
tan −=

−
=θ  

  เพราะวา P อยูในจตุภาค (quadrant) ที่ 2  ดังนั้นเลือกมมุ 
4

3π
=θ  และ 8r =  

  ดังนั้น พิกัดหนึ่งของ P  ในระบบพิกัดเชงิข้ัว คอื 




 π

4
3

,8   # 
 

กราฟที่สําคัญในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 1. เสนตรง 
  1.1 สมการ:  r cos θ = a 
  1.2 สมการ:  r sin θ = a 
  1.3 สมการ:  r ( A cos θ +  B sin θ ) + C = 0  เมื่อ A, B และ C เปนคาคงตัวและ 
A , B ไมเปนศนูยพรอมกัน  
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2. วงกลม 
  2.1 สมการ:  r = a   เมื่อ  a  ≠ 0  
  2.2 สมการ:  r = 2a cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0 
  2.3 สมการ:  r = 2a sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0 
  2.4 สมการ:  r = a cos θ + b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0  
 3. เสนโคงรูปหัวใจ (Cardioids) 
  3.1 สมการ:  r = a (1 + sin θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
  3.2 สมการ:  r = a (1 - sin θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
  3.3 สมการ:  r = a (1 + cos θ)  เมื่อ  a  ≠ 0 
  3.4 สมการ:  r = a (1 - cos θ)  เมื่อ  a  ≠ 0   
 4. เสนโคงลีมาซอง (Limacons) 
  4.1 สมการ:  r = a + b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0  
  4.2 สมการ:  r = a - b sin θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
  4.3 สมการ:  r = a + b cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
  4.4 สมการ:  r = a - b cos θ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  b  ≠ 0 
 5. เสนโคงกลีบกุหลาบ (Rose Curve) 
  5.1 สมการ:  r = a sin nθ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  n เปนจาํนวนเตม็บวก 
  5.2 สมการ:  r = a cos nθ  เมื่อ  a  ≠ 0  และ  n เปนจาํนวนเตม็บวก 
7. ใหนสิติศกึษาและสํารวจลักษณะของกราฟที่สําคญัในระบบพิกัดเชงิข้ัวจากกิจกรรมภาคปฏิบัติบน
คอมพิวเตอร  
ภาคตัดกรวยในพกัิดเชิงขัว้ 
 เมื่อกลาวถงึภาคตดักรวย  จะตองกลาวถงึจุดคงที่จุดหนึง่นั่นคอื จุดโฟกัสของภาคตัด
กรวย และอีกสิ่งหนึ่งที่ตองกลาวถงึคอืเสนตรงเสนหนึ่งทีเ่ปนเสนคงที่และจุดโฟกัสไมอยูบนเสนตรงนี้
นั่นคือ เสนบังคับ (directrix) โดยที่  P  เปนจุดบนระนาบซึ่งเคลื่อนที่โดยทําใหอัตราสวนระหวาง
ระยะทางจากจุด P ถึงจุดโฟกัส กับ ระยะทางจากจุด P ถึงจุดเสนบังคับ มีคาคงตัวเสมอ  สงผลให
รอยกราฟที่ไดจากการเคลื่อนที่ของจุด P  เปนภาคตัดกรวย  นั่นเอง  
หมายเหต ุ ในการศึกษาเรื่องภาคตัดกรวยในพิกัดเชงิข้ัวครั้งนี้  จะศกึษาเฉพาะภาคตดักรวยที่มี
โฟกัสอยูที่ข้ัวและมีเสนบังคับตั้งฉากกับแกนเชิงข้ัว  หรือแกนแนวฉาก  เทานั้น 
 

บทนิยาม 4.1 ความเย้ืองศูนยกลางของภาคตัดกรวย 
                               กําหนดให  e  เปนความเย้ืองศูนยกลาง  (eccentricity)  ซึ่ง 

.                                                e =  
คับและเสนบัง  P  วางจุดระยะทางระห
O  และโฟกัส  P  วางจุดระยะทางระห                                                                                                                                
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   สมการของภาคตัดกรวยมีดังนี ้ เมื่อกําหนดให  p  แทนระยะทางจากจุดโฟกัส (ข้ัว) ถงึเสนบังคบั 

   1. 
)xcos(e1

epr
+

=  

   2. 
)xcos(e1

epr
−

=  

 3. 
)xsin(e1

epr
+

=  

 4. 
)xsin(e1

epr
−

=  
 

8. ใหนสิติศกึษาและสํารวจลักษณะของภาคตดักรวยในระบบพิกัดเชงิข้ัวจากกิจกรรมภาคปฏิบัติบน
คอมพิวเตอร และตอบคําถามตอไปนี ้
 8.1  สมการของภาคตัดกรวยตอไปนี้มีเสนบังคบัอยูในลกัษณะเชนไร 

   (1) 
)xcos(e1

epr
+

=   เสนบังคบัตัง้ฉากกับแกนเชงิข้ัว อยูหางจากข้ัวไปทาง

ดานขวา  p หนวย  

 (2) 
)xcos(e1

epr
−

=   เสนบังคบัตัง้ฉากกับแกนเชงิข้ัว อยูหางจากข้ัวไปทาง

ดานซาย  p หนวย 

 (3) 
)xsin(e1

epr
+

=   เสนบังคบัตัง้ฉากกับแกนแนวฉาก อยูหางจากข้ัวไปทาง

ดานบน  p หนวย 

 (4) 
)xsin(e1

epr
−

=   เสนบังคบัตัง้ฉากกับแกนแนวฉาก อยูหางจากข้ัวไปทาง

ดานลาง  p หนวย 
 8.2  คา e  สามารถบอกใหเราทราบวาภาคตัดกรวยนั้นเปนพาราโบลา หรือวงรี หรือ
ไฮเพอรโบลา ใหนสิิตตอบคาํถามวาคา e  เปนเทาใดจึงใหกราฟพาราโบลา วงรี หรือไฮเพอรโบลา 

(1)  คา 0 < e < 1   สงผลใหภาคตัดกรวยเปนวงร ี
(2)  คา e = 1    สงผลใหภาคตัดกรวยเปนพาราโบลา 
(3)  คา e > 1    สงผลใหภาคตดักรวยเปนไฮเพอรโบลา 

     

อนุพันธในพกัิดเชิงขัว้    
กําหนดฟงกชนั f ในพิกัดเชงิข้ัว 

      r = f(θ) 
เราจะนิยามอนุพันธ  f /(θ)  ดังนี ้

  f /(θ) = 
θ∆

θ−θ∆+θ
→θ∆

)(f)(flim
0
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บทนิยามของอนุพันธในพิกัดเชิงข้ัวเหมือนกันกับบทนิยามของอนุพันธในพิกัดฉาก 
แตความหมายในเชิงเรขาคณติไมเหมือนกัน กลาวคอื ในพิกัดเชงิข้ัวทีไ่ด ไมไดหมายถึง ความชัน
ของเสนสัมผัสของเสนโคง  แตเราก็สามารถหาความชนัของเสนสัมผสัของเสนโคงได โดยที่การ
หาความชันของเสนสัมผสัของเสนโคงนัน้ตองใชความรูเรื่องอนุพันธในพิกัดเชงิข้ัวนี้ดวย ดังทฤษฎี
บทตอไปนี้   
ทฤษฎีบท 4.1 ถากําหนดเสนโคง r = f(θ) และ P(r1, θ1) เปนจุดบนเสนโคง และ m เปนความชัน

ของเสนสมัผสัเสนโคงที่จุด P  แลว                                                                                                              
.                                     m  = ( ) ( )

( ) ( ) 1111
/

11
/

11

sinfcosf
sinfcosf

θθ−θθ
θθ+θθ                                                                                                                               

เมื่อ  ( ) ( ) 1111
/ sinfcosf θθ−θθ  ≠ 0  

 

จากทฤษฎีบท 4.1 เราจะไดสูตรการหาความชันของเสนสัมผสัอีกสตูรหนึ่งซึง่เปนที่
นิยมใชมากกวา เพราะเปนสตูรทีส่ั้นและจํางายกวา   
ทฤษฎีบท 4.2 กําหนดเสนโคง r = f(θ) และ P(r1, θ1) เปนจุดบนเสนโคง                                                           

ให L เปนเสนสัมผัสเสนโคง f ที่จุด P และมีมุมเอียงเทากับ φ                                                     
ถา α เปนมุมบวกที่วัดจากดาน OP ไปยัง เสนตรง L แลว                                                             
.                                                 tan α  = ( )

( )1
/

1

f
f

θ
θ                                                                                                                              

เมื่อ f /(θ) ≠ 0 และ r1  ≠ 0           

 
 
9. จงหาความชันของเสนสัมผสั L  ซึ่งสัมผสัเสนโคง r = 6 sin θ  ที่จุด  P (0, 0)  โดยใชสตูรการหา
ความชันของเสนสัมผสัในทฤษฎีบท 4.1 
 วิธีทํา จะได  θ1  =  0  และ  f(θ) =  6 sin θ ดังนั้น f /(θ) =  6 cos θ    

สูตรการหาความชันของเสนสมัผสัในทฤษฎีบท 4.1 คือ 

( ) 1111
/

11
/

11

sin)(fcosf
sin)(fcos)(f

m
θθ−θθ
θθ+θθ

=  

ดังนั้น ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0sin0sin60cos0cos6

0sin0cos60cos0sin6m
−
+

=    
06
00

−
+

=  =   0    # 

 

θ1 
L 

α 

φ 

P(r1 , θ1) 

0 
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10. จงหาความชันของเสนสมัผสั L  ซึ่งสมัผสัเสนโคง r = a cos θ, a > 0  ที่จุด  





 π

4
,

2
2ap   

โดยใชสูตรการหาความชันของเสนสัมผสัในทฤษฎีบท 4.2           
  

  

 
 

วิธีทํา กําหนดให L เปนเสนสัมผสัวงกลมทีจุ่ด P  และ φ  เปนมุมเอียงของ L  
  ดังนั้น ความชันของ L  เทากับ  tan φ  

จากสูตรในทฤษฎีบท 4.2  จะได    tan α   = ( )
( )1

/
1

f
f

θ
θ     = 

4
sina

4
cosa

π
−

π
       

    = 
2

2
2
2

⋅−    =  - 1  

    ดังนั้น                α      = 
4

3π  

  

  

 
 

จากรูป  จะไดวา  φ  =  α  +  θ1  =  
44

3 π
+

π   =  π 

ดังนั้น  ความชนัของเสนสมัผัสเสนโคงที่กําหนดใหทีจุ่ด  P เทากับ  tan π  = 0  # 
 
11. จงหาความชันของเสนสมัผสั L ซึ่งสัมผัสเสนโคง r = 1 – 2cos θ ที่จุด  P 






 π

2
,1  โดยใชสตูรการ

หาความชันของเสนสัมผัสในทฤษฎีบท 4.1 และสตูรการหาความชันของเสนสัมผัสในทฤษฎีบท 4.2  

 วิธีที่ 1  จะได  θ1  =  
2
π   และ  f(θ) =  1 – 2cos θ ดังนั้น f /(θ) =  2 sin θ     

หาความชันของเสนสัมผัสโดยใชสตูรในทฤษฎีบท 4.1  

2
a  

0 

0 

2
a  -

2
a  a -a 

-a 
-

2
a  

L 

α φ θ1 

a 

2
a  

0 

0 

2
a  -

2
a  a -a 

-a 
-

2
a  










 π
4

,
2

2a
P

 

L 

α φ θ1 

a 
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จะได 

2
sin

2
cos21

2
cos

2
sin2

2
sin

2
sin2

2
cos

2
cos21

m π





 π

−−
ππ

ππ
+

π





 π

−
=  

      ( )( )( ) ( )
( )( ) ( )( )101012

120021
−−
+−

=   =  - 2  # 

 วิธีที่ 2  การหาความชันจากสตูรการหาความชันของเสนสัมผสัในทฤษฎีบท 4.2 
 

 

  

 

กําหนดให L เปนเสนสัมผสัเสนโคงที่กําหนดที่จุด P  และ  φ เปนมุมเอียงของ L   
  ดังนั้น ความชันของ L  เทากับ  tan φ  

จากสูตรในทฤษฎีบท 4.2  จะได    tan α   = ( )
( )1

/
1

f
f

θ
θ     = 

2
sin2

2
cos21

π

π
⋅−       = 

2
1      

จะได                α      =  
2
1

arctan    (≈0.4636476090008 ) 

 
 

  

 

จากรูป  จะไดวา  φ  =  α  +  θ1  =  
2
1

arctan  + 
2
π   

ดังนั้น  ความชนัของเสนสัมผสัเสนโคงที่กําหนดใหทีจุ่ด  P เทากับ  tan(
2
1

arctan  + 
2
π) =  – 2    # 

 
 

2
π  







 π

2
,1P

 

φ 

L 

. 

2
π  φ 

L 

. α 

α 

. α 
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เฉลยใบกิจกรรมที ่5 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  การประยุกตของอนุพันธ  : การเขียนกราฟของฟงกชัน 
ชื่อ....................................................................................................เลขที่............................. 
 

บทนิยาม 5.1  ให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D ที่มี A เปนสับเซตของ D และ A ไมเปนเซตวาง 
1.    f  เปนฟงกชันเพ่ิมบน A ถา f (x1) < f (x2) สําหรับทุกๆ คา x1 < x2 บน A 
2.    f  เปนฟงกชันลดบน A  ถา f (x1) > f (x2) สาํหรับทกุๆ คา x1 < x2 บน A 

 

1. พิจารณากราฟของฟงกชัน และตอบคําถามตอไปนี ้ 
   1.1 f(x) = x2 
 

 

เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 
 [0 ,∞) 

เปนฟงกชันลดบนชวง 
 (-∞, 0] 

   1.2 f(x) = x3                   
 

 

เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 
(-∞,∞) 

เปนฟงกชันลดบนชวง 
- 

   1.3  
f(x) = 3x4- 4x3 - 12x2 + 4 

 

เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 
(-1,0) และ (2, ∞) 

เปนฟงกชันลดบนชวง 
(-∞,-1) และ (0,2) 

 

บทนิยาม 5.2  กําหนดให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D และ x0 ∈ D  
1.    f   มีคาสูงสุดสัมบูรณ ที ่x = x0 เมื่อ f (x0) ≥  f (x) สําหรับทุกคา x บน D 

และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดสูงสุดสัมบูรณของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาสูงสุดสัมบูรณของ f บน D 

2.    f   มีคาต่ําสุดสัมบูรณ ที่ x = x0 เมื่อ f (x0) ≤  f (x) สําหรับทุกคา x บน D 
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดต่ําสุดสมับูรณของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาต่ําสุดสัมบูรณของ f บน D 
 

2.ใหนสิิตทํากิจกรรมบนคอมพิวเตอร ซึง่ตองการใหหาจดุสูงสดุสมับูรณและจุดต่ําสุดสัมบูรณของ
กราฟที่ปรากฏ และเมื่อไดคําตอบที่ถูกตองแลวใหตรวจคําตอบในกิจกรรมบนคอมพิวเตอร(คลิกlink
ที่ Solution)โดยการสํารวจคาของฟงกชัน ณ จุดตางๆ และตอบคําถามลงในใบกิจกรรม 
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2.1 f(x) = x2   บน [-2 , 1.9] 

 
จุดสงูสุดสัมบูรณ ( x = - 2 ) 
จุดต่ําสุดสัมบูรณ ( x = 0 ) 

2.4 f(x)= x5–2x4–3x3+4x2+4x  บน [-1.5, 2.3] 

 
จุดสูงสดุสัมบูรณ ( x = - 1.5 ) 
จุดต่ําสุดสัมบูรณ ( x = 1 ) 

 

บทนิยาม 5.3  กําหนดให f  เปนฟงกชันบนโดเมน D และ x0 ∈ D  
2. f มีคาสูงสุดสัมพัทธ ที ่x = x0 เมื่อมีจํานวนจรงิ δ > 0 ทีท่ําให f (x0) ≥  f (x)  

สําหรับทุกคา x ∈ (x0 - δ, x0 + δ) ∩ D  
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดสูงสดุสมัพัทธของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาสงูสดุสมัพัทธของ f บน D 

2.    f   มีคาต่ําสุดสัมพัทธ ที่ x = x0 เมื่อมีจํานวนจริง  δ > 0 ที่ทําให f (x0) ≤  f (x)  
สําหรับทุกคา x ∈ (x0 - δ, x0 + δ) ∩ D  
และเรียก (x0, f(x0)) วา  จุดตํ่าสุดสัมพัทธของ f บน D 
เรียก f(x0) วา  คาตํ่าสุดสัมพัทธของ f บน D  

3.จงหาจุดสงูสดุสัมพัทธและจุดต่ําสุดสัมพัทธของกราฟตอไปนี้  

 
จุดสงูสุดสัมพัทธ ( จุด A , จุด C ) 
จุดต่ําสุดสัมพัทธ ( จุด B ) 

 
จุดสูงสดุสัมพัทธ ( จุด B , จุด D , จุด F ) 
จุดต่ําสุดสัมพัทธ ( จุด A , จุด C , จุด E ) 

4. พิจารณากราฟของฟงกชัน f(x) =  x2 - 8x + 15  

                     
     โดเมน=R        โดเมน=[2, 5]     โดเมน=(2, 5)     โดเมน=[2, 5)     โดเมน=(2, 5]    โดเมน=[2, 5]–{4} 

รูปท่ี 1  รูปท่ี 2  รูปท่ี 3  รูปท่ี 4  รูปท่ี 5  รูปท่ี 6  
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     คําถาม กราฟรูปใดที่มทีั้งคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ (รูป 2 และรูป 4) 
5. พิจารณากราฟของฟงกชัน 24

2
3

4
1)( xxxf −= ตอไปนี้  

                        
โดเมน = R   โดเมน= [-2.2, 0]  โดเมน=(-2.2, 0) โดเมน=[-2.2, 0)  โดเมน=(-2.2, 0] โดเมน=[-2.2, 0] -{ 3 }    
     คําถาม กราฟรูปใดที่มทีั้งคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ (รูป 2 และรูป 5) 
 
 

6. ความจริงแลว มีทฤษฎีบทที่ยืนยันการมีคาสูงสดุและต่ําสุดสมับูรณในโดเมน ที่ชื่อวา ทฤษฎีบท
คาสุดขีด มีใจความดังนี ้
ทฤษฎีบท 5.1 ทฤษฎีบทคาสุดขีด : (ถา f  เปนฟงกชนัตอเนื่องทีน่ยิามบนชวงปด [a , b] แลว f  
จะมีคาสงูสดุสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ) 
 

ทฤษฎีบท 5.2 ทฤษฎีบทของแฟรมา : Fermat’s Theorem    
ให f  เปนฟงกชันที่นยิามบนชวงปด [a, b] 
ถา f  มีคาสงูสุดสัมพัทธ หรือคาต่ําสุดสมัพัทธที ่x = x0  เมื่อ x0 ∈ (a, b)                 
แลว f /(x0) = 0  หรือ  f หาอนุพันธไมไดที่ x0 

7.1 จงเขียนบทกลับของทฤษฎีของแฟรมา   
   ( ถา f /(x0) = 0 หรือ  f หาอนุพันธไมไดที่ x0   

   แลว f มีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสดุสัมพัทธที่ x = x0  ) 
7.2 บทกลับของทฤษฎีของแฟรมาเปนจริงหรือไม จงอภิปราย  

( บทกลับไมจรงิ คือ แมวา f /(x0) = 0 แต f( x0) อาจไมใหคาสูงสดุสมัพัทธ (หรือต่ําสุด
สัมพัทธ) เชน f (x) = x3 )   
 

บทนิยาม 5.4  ให f  เปนฟงกชันที่นยิามบนชวงเปด (a, b)  
จุดวิกฤต  ของ f  คือจุด  x = x0 ∈ (a, b) ซึง่  (1) f /( x0) = 0    หรือ 
        (2) f /( x0) หาคาไมได 

8. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของฟงกชนั 3
2

3
5

x15x3)x(f −=  

จะได  f /(x) =  





 −=−

−−
3
1

3
2

3
1

3
2

x2x5x10x5   

 เมื่อ  f /(x) =  0      จะได  0x2x5 3
1

3
2

=





 −

−
         ดังนั้น  x = 2 

 จาก f /(0) หาคาไมได      ดังนั้นจุดวิกฤต ไดแก  x =    0, 2 

  ชวนคิด :  โดเมนลักษณะใดที่จะทําใหฟงกชนัมทีัง้คาสูงสดุสมับูรณและคาต่ําสดุสัมบูรณ 

รูปท่ี 1  รูปท่ี 2  รูปท่ี 3  รูปท่ี 4  รูปท่ี 5  รูปท่ี 6  
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ทฤษฎีบท 5.3 : ทฤษฎีบทของรอล (Rolle’s Theorem) 
9. จงยกตัวอยางการเขียนกราฟของฟงกชนั f  ซึ่งมีเงื่อนไข 3 ขอตอไปนี ้

(1)  f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b] 
(2)  f  เปนฟงกชันที่อนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 
(3)  f (a)  =  f(b)  =  0 

 
จะเปนไปไดหรือไมที่จะเขียนกราฟของ f  โดยที่ไมมีจุด c ∈ (a, b)  ที่ทําให  f /( c) = 0   
( เปนไปไมได จะตองมีจุด c ∈ (a, b) อยางนอย 1 จุด  ที่ทําให  f /(c) = 0 ) 

ทฤษฎีบท 5.4 : ทฤษฎีบทคามัชฌิม (Mean – Value Theorem) 
10. จงยกตัวอยางการเขียนกราฟของฟงกชัน f  ซึ่ง 

(1)  f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [a, b] 
(2)  f  เปนฟงกชันที่อนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 

 
(3) จงเขียนสวนของเสนตรงเชื่อมจุด  A(a, f(a)) และ  B(b, f(b)) 
(4) ความชันของ AB  =  

ab
)a(f)b(f

−
−   

(5)  นสิติคดิวามี c∈(a, b) ที่ทําให f /( c) = 
ab

)a(f)b(f
−
−  หรือไม (มีแสดงในรูปบนขวา) 

11. ให f(x) = x2 – 3x – 2  จงหาคา x0 ระหวาง a = 0 และ b = 2  ที่ทําให f /( x0) =  
ab

)a(f)b(f
−
−      

เพราะวา  f(x) = x2 – 3x – 2   ดังนั้น  f /(x) = 2x – 3 
 เนื่องจาก  f(a) =  - 2    และ  f(b) =  - 4   
 ดังนั้น      

ab
)a(f)b(f

−
−  =  

2
2

02
24 −

=
−
+−  =  - 1  

 นั่นคือ      f /( x0) =   - 1  
 แกสมการหาคา x0    2x0 – 3 =  - 1   

              x0  =   1 

a b a b 

c 

A A 

B B 

a b 
A B 

หมายเหต ุกราฟท่ีเปนไปตามเงื่อนไข (1) – (3) สามารถวาดไดมากกวา 1 แบบ 

กราฟท่ีเปนไปตามเงื่อนไข (1) และ (2) สามารถวาดไดมากกวา 1 แบบ 
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  :  “ถาเรามีฟงกชันอยู 1 ฟงกชนั เชน x2 – 3x – 2  เราจะหาคาสงูสดุสมัพัทธหรือคา
ต่ําสุดสมัพัทธ เราจะทําอยางไรดี?  ชวยกันคิดหนอย” 

  :  “วาดกราฟสิครับ”        :  “ได  การวาดกราฟเปนวิธีหนึง่ แตมีวิธีอ่ืนอีกไหม” 

  :  “หาอนุพันธ แลวหาจุดวิกฤตครับ”   

  :  “พอเราไดจุดวิกฤต  แลวเราจะไดคาสงูสดุสมัพัทธหรอืคาต่ําสุดสัมพัทธไดอยางไร  
.........อืม จากทฤษฎีบทแฟรมา เรารูวาจุดสงูสดุสมัพัทธและจุดต่ําสดุสัมพัทธ จะตองเปนจุดวิกฤต  
แตบทกลับไมจรงิ นั่นคอื ทุกจุดวิกฤตก็อาจไมใชจุดสงูสดุสัมพัทธหรือจุดต่ําสดุสัมพัทธ” 

 :  “แสดงวาถาหาอนุพันธเพ่ือหาจุดวิกฤตแลว ก็ตองวาดกราฟอยูดี”  

  :  “แตเด๋ียวกอน!  เรามีวิธีตรวจสอบจุดวิกฤตวาจุดวิกฤตนั้นใหคาสูงสุดสมัพัทธ หรือคา
ต่ําสุดสมัพัทธ หรือไม ดังนี้” 
 
วิธีทดสอบโดยอนุพันธอันดับหน่ึง 
 ใหฟงกชัน f  มีจุดวิกฤตที ่x = x0 และตอเนื่องที ่x = x0 บนชวง I  
 1. ถา f /( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (x1, x0 ) ⊂  I  

และ  f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (x0, x2 ) ⊂  I 
     แลว  f  มีจุดสงูสดุสมัพทัธที ่ x = x0 
 2. ถา f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (x1, x0 ) ⊂  I  

และ  f /( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (x0, x2 ) ⊂  I  
     แลว  f  มีจุดตํ่าสดุสมัพทัธที ่ x = x0 
 
ทฤษฎีบท 5.5  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 

ถา f /( x ) > 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b) แลว f  เปนฟงกชนัเพ่ิมบนชวงเปด (a, b) 
บทแทรก 5.6  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b)  

ถา f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b) แลว f  เปนฟงกชนัลดบนชวงเปด (a, b) 
 

ทฤษฎีบท 5.7  ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวงเปด (a, b) 
ถา f /( x ) ≠ 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)  
แลว f /( x ) > 0 หรือ f /( x ) < 0 สําหรับทุก x ∈ (a, b)  
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12. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของ f(x) = x3 –  4x2 + 4x – 1 และใชอนุพันธอันดับหนึง่ตรวจสอบวา  
มีคาสูงสดุสัมพัทธ หรือต่ําสุดสัมพัทธที่จุดวิกฤตแตละจุด หรือไม 
          (1) หาจุดวิกฤต  f /(x) =  3x2 –  8x + 4 
   เมื่อ f/(x) = 0   จะได (3x – 2)(x – 2) = 0   ดังนั้น x = 2, 

3
2   เปนจุดวิกฤต        

(2) หาชวงที่ทําใหเปนฟงกชันเพ่ิมหรือเปนฟงกชันลด 
   พิจารณาจากจุดวิกฤต เราจะไดชวง (-∞,

3
2 ) , (

3
2 , 2 ) และ (2,∞)  

ซึ่ง f /( x ) ≠ 0 ในแตละชวงเหลานั้น โดยการเลอืกจุดใดจุดหนึ่งในชวงมาทดสอบหาคา f /( x ) ตาม
ทฤษฎีบท 5.7 จะตรวจสอบไดวา 
    บน (-∞,

3
2 )   f มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา f /( x ) > 0   (f /( 0 ) = 4  > 0) 

    บน (
3
2 , 2 )    f มีคาลดลงเพราะวา f /( x ) < 0     (f /( 1 ) = -1  < 0) 

    บน (2,∞)    f มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา f /( x ) > 0   (f /( 3 ) = 7  > 0)  
สรุปวา  จุด  x = 

3
2  เปนจุดสงูสดุสัมพัทธ  และจุด  x = 2 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

ดังนั้น  ชวงที่ทําใหเปนฟงกชันเพ่ิมคือ  (-∞,
3
2 ) ∪ (2,∞)  

 ชวงที่ทําใหเปนฟงกชันลดคือ (
3
2 , 2 ) 

13. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของ 3
2

3
5

x15x3)x(f −=  และใชอนุพันธอันดับหนึง่ตรวจสอบวา มีคาสูงสุด
สัมพัทธ หรือต่ําสุดสัมพัทธที่จุดวิกฤตแตละจุด หรือไม 

(1) หาจุดวิกฤต  f /(x) =  





 −=−

−−
3
1

3
2

3
1

3
2

x2x5x10x5  

   เมื่อ  f /(x) =  0     จะได  0x2x5 3
1

3
2

=





 −

−
         ดังนั้น  x = 2 

   จาก f /(0) หาคาไมได      ดังนั้นจุดวิกฤต ไดแก  x =  0, 2 
(2) หาชวงที่กราฟเพ่ิมหรือลด 
พิจารณาจากจุดวิกฤต เราจะไดชวง (-∞,0) , (0, 2) และ (2,∞)  

ซึ่ง f /( x ) ≠ 0 ในแตละชวงเหลานั้น โดยการเลอืกจุดใดจุดหนึ่งในชวงมาทดสอบหาคา f /( x ) ตาม
ทฤษฎีบท 5.7 จะตรวจสอบไดวา 
    บน (-∞,0)   f มีคาเพ่ิมข้ึน เพราะวา f /( x ) > 0    (f /( -1 ) = 15   > 0) 
    บน (0, 2)    f มีคาลดลง เพราะวา f /( x ) < 0     (f /( 1 )  = -5   < 0) 
    บน (2,∞)    f มีคาเพ่ิมข้ึน เพราะวา f /( x ) > 0     (f /( 3 )  = 3.467  > 0) 
สรุปไดวา  จุด  x = 0 เปนจุดสูงสุดสัมพัทธ  และจุด  x = 2 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 
ดังนั้น  ชวงทีท่ําใหเปนฟงกชนัเพ่ิมคือ  (-∞, 0) ∪ (2, ∞)  ชวงทีท่ําใหเปนฟงกชนัลด (0, 2) 
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บทนิยาม 5.5  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I  
1.    ถากราฟของ f   อยูเหนอืเสนสมัผัสของกราฟ ณ จดุใดๆ บน I 
       แลว กราฟของ f  เปนกราฟเวาบน บนชวง I 
2.    ถากราฟของ f   อยูใตเสนสัมผัสของกราฟ ณ จุดใดๆ บน I 
       แลว กราฟของ f  เปนกราฟเวาลาง บนชวง I 

 

14. จากบทนิยาม 5.5 จงยกตัวอยางกราฟที่มีลักษณะเวาบน และที่มีลักษณะเวาลาง  

 
 

15. กําหนดให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดบนชวง I  
(1) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาบน เมื่อ f /(x) เปนเชนไรบนชวง I  
…… f /(x) เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง I …………………………………………….. 
(2) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาบน เมื่อ f //(x) เปนเชนไรบนชวง I 
…… f //(x) > 0 บนชวง I ………………………………………………………. 
(3) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาลาง เมื่อ f /(x) เปนเชนไรบนชวง I  
…… f /(x) เปนฟงกชันลดบนชวง I ……………………………………………… 
(4) กราฟของ f  บนชวง I มีลักษณะเวาลาง เมื่อ f //(x) เปนเชนไรบนชวง I  
…… f //(x) < 0 บนชวง I ………………………………………………………… 

 
วิธีทดสอบโดยอนุพันธอันดับสอง 
 ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I และมีอนุพันธอันดับสองซึ่งตอเนื่องบนชวง I   
และ x = x0 เปนจุดวิกฤตของฟงกชัน f  บนชวง  I 
 1. ถา f // (x0) > 0     แลว  f  มีคาตํ่าสดุสมัพทัธทีจุ่ด  x = x0 
 2. ถา f // (x0) < 0     แลว  f  มีคาสงูสดุสมัพทัธทีจุ่ด  x = x0 
 3. ถา f // (x0) = 0     ทดสอบดวยวิธีนี้ไมได 
 

16. จงหาจุดวิกฤตทัง้หมดของ   f(x) = x3 +  x2 -  x – 2  และใชอนุพันธอันดับสองตรวจสอบวา มี
คาสูงสุดสัมพัทธ หรือต่ําสุดสัมพัทธ ที่จุดวิกฤตแตละจุด หรือไม 
วิธีทํา หาจุดวิกฤต f /(x) =   3x2 +  2x -  1 

เมื่อ  f /(x) =  0     จะได  (3x – 1)(x + 1) = 0 
      ดังนั้น  x =   

3
1 , - 1  

  f // (x) =  6x + 2 

กราฟที่มีลักษณะเวา
ลาง 

กราฟทีม่ีลักษณะเวาบน  
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  ตรวจสอบจุดวิกฤตดวยอนุพันธอันดับสอง 
   2

3
16

3
1f // +






=






           =  4  >  0   

   f // (- 1) = 6(- 1) + 2         = - 4  <  0 
     จะได   จุด  x = - 1 เปนจุดสงูสดุสัมพัทธ  และจุด  x = 

3
1  เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

 
บทนิยาม 5.6  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง I  และ x0 ∈ I 

เรียกจุด  x = x0  วา จุดเปลี่ยนความเวา  ถากราฟของ  f  เปลี่ยนจากเวาบนเปน
เวาลาง หรือกลับกัน ณ จุด x = x0  นี ้โดยที่       (1)  f //( x0) = 0   หรือ 

(2)  f //( x0) หาคาไมได  
 
17. จงหาจุดเปลี่ยนความเวาของฟงกชันในขอ 16 
วิธีทํา   จาก f(x) = x3 +  x2 -  x – 2  ดัวนั้น f // (x) =  6x + 2 
  เมื่อ  f //(x) =  0     จะได   (6x + 2 ) = 0   ดังนั้น  x =  

3
1

−  

  เมื่อ  x   >   …
3
1

− …….แลว   f // (x) >   0  (เติมเครื่องหมาย < , > ,=) 

 และ เมื่อ  x   <   …
3
1

− …….แลว   f // (x) <   0  (เติมเครื่องหมาย < , > ,=)  

ทําใหสรุปไดวา   กราฟของ f   เวาบน บนชวง  ( 
3
1

− , ∞ ) 

   กราฟของ f   เวาลาง บนชวง   (- ∞, 
3
1

−  ) 

  เราเรียกจุด  x   =   
3
1

−    วา จุดเปลี่ยนความเวา 
 
ขั้นตอนการเขียนกราฟ 
 เมื่อกําหนดฟงกชัน f(x) มาให 

  1. หาจุดวิกฤต 
 

        ดวยอนุพันธอันดับหนึ่ง  หรือ 
 2. ตรวจสอบจุดวิกฤต 
        ดวยอนุพันธอันดับสอง 
 
 3. หาจุดเปลี่ยนความเวา และพิจารณาชวงทีท่ําใหกราฟเวาบนและ/หรือเวาลาง 
 4. หาคา f(x) ของจุดวิกฤตและจุดเปลี่ยนความเวา เพ่ือลงจุดวาดกราฟ 
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18. จงเขียนกราฟของ 4x27x)x(f 3 +−=  
วิธีทํา f /(x) =  3x2 - 27 
 เมื่อ  f /(x) =  0    จะได  3x2 – 27 = 0      ดังนั้น x   =   ±3 เปนจุดวิกฤต 

 จาก f // (x) = 6x 
ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับสอง พบวา f//( 3 ) = 18 > 0  และ  f//( -3 ) = -18 < 0 
สรุปวา  จุด  x = - 3 เปนจุดสูงสดุสมัพัทธ และจุด  x = 3 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

เมื่อ  f // (x) =  0   จะได  6x = 0  ดังนัน้ x  =  0 เปนจุดเปลี่ยนความเวา 
  f //( x )  >  0   จะได 6x > 0 หรือ x > 0 แสดงวากราฟเวาบน บนชวง (0, ∞) 
      f //( x )  <  0   จะได 6x < 0 หรือ x < 0 แสดงวากราฟเวาลาง บนชวง (-∞, 0) 
 

x -3 0 3   
f  (x) 58 4 -50 

 

19. จงเขียนกราฟของ 3
5

3
2

xx5)x(f −=   
วิธีทํา f /(x) = ( )x2x

3
5

x
3
5

x3

10
x

3
5

x
3
10

3
1

3
2

3
1

3
2

3
1

−=−=−
−−

  

 เมื่อ  f /(x) =  0    จะได  ( ) 0x2x
3
5

3
1

=−
−

      ดังนั้น x   =   2  เปนจุดวิกฤต 

พบวา  f / (x) ไมนิยามที่จุด  x  =  0    
นั่นคือ  f / ( 0 )  หาคาไมได  แสดงวา x   =   0 เปนจุดวิกฤต 

f // (x) = ( )x1x
9
10

x9

10

x9

10x
9
10x

9
10

3
4

3
1

3
4

3
1

3
4

+
−

=−
−

=−
− −−−

 

ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับสอง พบวา f // (0) = หาคาไมได ดังนั้น จงึทดสอบดวยวิธี 
นี้ไมได ตองตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับหนึ่ง พิจารณาจากจุดวิกฤต เราจะไดชวง (-∞, 0) ,  
(0, 2) และ (2, ∞) ซึ่ง f /( x ) ≠ 0 ในแตละชวงเหลานัน้ โดยการเลอืกจุดใดจุดหนึ่งในชวงมา
ทดสอบหาคา f /( x ) ตามทฤษฎีบท 5.7 จะตรวจสอบไดวา 
      บน (-∞, 0)     f มีคาลดลงเพราะวา f /( x )  <  0    (f /( -1 ) = -5  < 0) 
      บน (0, 2)     f มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา f /( x ) > 0      (f /( 1 ) = 

3
5   > 0) 

      บน (2, ∞)      f มีคาลดลงเพราะวา f /( x )  < 0      (f /( 8 ) = -5  < 0)  
สรุปวา  จุด  x = 2 เปนจุดสงูสดุสมัพัทธ  และจุด  x = 0 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

     พบวา  f // (x) ไมนิยามที่จุด  x  =  0 
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 นั่นคือ  f // ( 0 )  หาคาไมได  แสดงวา x   =   0   อาจเปนจุดเปลี่ยนความเวา 
และ f // (x) = 0 จะได ( ) 0x1x

9
10

3
4

=+
− −

 ดังนั้น x = -1 อาจเปนจุดเปลี่ยนความเวา 

  ตรวจสอบ บน (-∞, -1)     f เวาบนเพราะวา f //( x )  >  0    (f //( -2 ) = 0.44  > 0) 
      บน (-1, 0)     f เวาลางเพราะวา f //( x ) <  0   (f //( - 0.5 ) = - 1.39  < 0) 
  บน (0, ∞)      f เวาลางเพราะวา f //( x )  < 0   (f //( 1 ) = - 2.22  < 0)   

x -2 -1 
2
1−  0 1 2   3 

f  (x) ( )3
2

27 −  6 3

4
1

2
11  0 4 3 43  3 92  

 

 
 
 
 
 
 
 
20. จงเขียนกราฟของ 24 x

2
3

x
4
1

)x(f −=  

วิธีทํา f /(x) = x3 – 3x 
 เมื่อ  f /(x) =  0    จะได  x3 – 3x =  0   ดังนั้น x   =   - 3 , 3 , 0  เปนจุดวิกฤต 

 f // (x) = 3x2 – 3  
ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับสอง พบวา  f //( - 3  )  = 6  > 0 

           f //( 0 )   = - 3 < 0 
f //( 3  )  = 6  > 0 

      สรุปวา จุด x = 0 เปนจุดสูงสดุสมัพัทธ และจุด x = - 3 , 3  เปนจุดต่ําสุดสมัพัทธ 
เมื่อ  f // (x) =  0    จะได   3x2 – 3 = 0  

ดังนั้น x  = - 1, 1 เปนจุดเปลี่ยนความเวา 
บน (-∞, - 1)    f เวาบนเพราะวา f //( x )  >  0   (f //( -2 ) = 9  > 0) 
บน (-1, 1)       f เวาลางเพราะวา f //( x ) < 0     (f //( 0 ) = - 3  < 0)  
บน (1, ∞)     f เวาบนเพราะวา f //( x )  > 0     (f //( 2 ) =  9  > 0)   

 

x -2 - 3  -1 0 1 3  2 
f  (x) -2 

4
9

−  
4
5

−  0 
4
5

−  
4
9

−  -2 
 
 
 

 

สรุปไดวา      
จุด  x = ………2……… เปนจุดสูงสุดสัมพัทธ  ,  
จุด  x = ………0……… เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ , 
และจุด  x = .. 0 , - 1……เปนจุดเปล่ียนความเวา 

  

- 1 

จากกราฟของ f ไมเปลี่ยนจากเวาลางเปนเวาบนที่ x = 0  
ดังนั้น x = 0 ไมเปนจุดเปลี่ยนความเวา 

2 
0 
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21. จงเขียนกราฟของ f(x) = 3xx +    
วิธีทํา f /(x) = 

3x2
x

3x
+

++    

 เมื่อ f /(x) = 0  จะได 
3x2

x
3x

+
++  = 0  ดังนั้น x = - 2 เปนจุดวิกฤต 

 พิจารณาพบวา f /(x) ไมนิยามที่ x = - 3  ดังนั้น x = - 3 เปนจุดวิกฤตดวย 
f // (x) = 

( )33x4
x

3x
1

+
−

+
 

พบวาใชอนุพันธอันดับสองตรวจสอบ x = - 3 ไมได เนื่องจาก f //(-3) ไมนิยาม 
จึงตองตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับหนึ่ง พิจารณาจากจดุวิกฤต เราจะไดชวง [-3, -2) และ 

(-2, ∞) ซึ่ง f /( x ) ≠ 0 ในแตละชวงเหลานัน้ โดยการเลอืกจุดใดจุดหนึง่ในชวงมาทดสอบหาคา  
f /( x ) ตามทฤษฎีบท 5.7 จะตรวจสอบไดวา 
      บน [-3, -2)     f มีคาลดลงเพราะวา   f /( x )  <  0      (f /( -2.5 ) = -1.06 < 0) 
          บน (-2, ∞)    f มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา f /( x )  > 0       (f /( 1 )    = 

4
9     > 0)    

ดังนั้น ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับหนึ่งจะได จุด  x = - 2 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 
พิจารณาจุด x = -3   
พบวา มีชวงยอย [-3, -2) ซึ่งทําให f(-3) เปนคาสูงสุดสัมบูรณบนชวงนี้  
นั่นคือ มี δ > 0 ซึ่งทําให f(-3) ≥ f(x) สําหรับทุกคา x ∈ [-3, -3 + δ) 
นั่นคือ มี δ > 0 ซึ่งทําให f(-3) ≥ f(x) สําหรับทุกคา x ∈ (-3 - δ, -3 + δ) ∩ [-3, ∞) 
นั่นคือ มี δ > 0 ซึ่งทําให f(-3) ≥ f(x) สําหรับทุกคา x ∈ (-3 - δ, -3 + δ) ∩ Df 
ดังนั้น  จากการพิจารณาจุด x = -3 และบทนยิามจุดสงูสดุสัมพัทธ จะไดวา จุด  x = -3 เปน

จุดสูงสุดสัมพัทธ 
 เมื่อ  f // (x) =  0    จะได   

( )33x4
x

3x
1

+
−

+
 = 0  ดังนั้น x  = - 4 

 และ f // (x) ไมนิยามที่ x = -3   ดังนั้น x = -4 , -3 อาจเปนจุดเปลี่ยนความเวา 
 จาก Df = [-3, ∞)           ดังนัน้ ไมพิจารณา x = -4   
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พิจารณาบทนิยามจุดเปลี่ยนความเวา พบวา จุด x = x0 จะเปนจุดเปลี่ยนความเวา เมื่อ
กราฟของ f เปลี่ยนจากเวาบนเปนเวาลาง หรือกลับกัน ณ จุด x = x0 

จาก Df = [-3, ∞)  ดังนั้นกราฟของ f ไมมทีางเปลี่ยนจากเวาบนเปนเวาลาง หรือ
กลับกัน ณ จุด x = -3 ได 

พิจารณาคาของ f //(x)  พบวา f //(x) > 0 สําหรับทุกคา x ∈ (-3, ∞)  
ดังนั้น กราฟของ f เวาบน บน (-3, ∞)  

x -5 -4 -3 -2 0   1  
f  (x) จํานวนเชิงซอน จํานวนเชิงซอน 0 -2 0 2 

  

 
 
22. จงเขียนกราฟของ f(x) = x4 – 3x3 + 3x2   
วิธีทํา f /(x) = 4x3 – 9x2 + 6x   
 เมื่อ f /(x) = 0  จะได 4x3 – 9x2 + 6x = 0   

 ดังนั้น x = 0 , 
8

915,
8

915 +−−−
−  เปนจุดวิกฤต  

พบวา  
8

915,
8

915 +−−−
−  ไมเปนจํานวนจรงิ  

จึงพิจารณาจุดวิกฤต คือ จุด x = 0 เพียงจุดเดียว 
f // (x) = 12x2 – 18x + 6 
ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับสอง พบวา f // (0) = 6 > 0   

สรุปวา  จุด  x = 0 เปนจุดต่ําสดุสัมพัทธ 
เมื่อ  f // (x) =  0    จะได   12x2 – 18x + 6 = 0   

ดังนั้น x  = 
2
1 , 1 เปนจุดเปลี่ยนความเวา 

บน (-∞, 
2
1 )    f เวาบนเพราะวา f //( x )  >  0   (f //( 0 ) = 6  > 0) 

บน (
2
1 , 1)      f เวาลางเพราะวา f //( x ) < 0     (f //( 

4
3  ) = - 

4
3   < 0)  

บน (1, ∞)      f เวาบนเพราะวา f //( x )  > 0     (f //( 2 ) =  18  > 0) 
 

x -2 0 
2
1  

4
3  1   2 

f  (x) 52 0 
16
7  

256
189  1 4 
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23. จงเขียนกราฟของ 

4x
x4)x(f 2 +

=  

วิธีทํา f /(x) = 
( )22

2

2 4x
x8

4x
4

+
−

+
 

 เมื่อ  f /(x) =  0    จะได  
( )22

2

2 4x
x8

4x
4

+
−

+
 = 0  ดังนั้น x   =  -2, 2 เปนจุดวิกฤต 

 f // (x) = 
( ) ( )2232

3

4x
x24

4x
x32

+
−

+
  

ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับสอง พบวา  f //( -2 )  = 
4
1   > 0 

             f //( 2 )   = 
4
1

−  < 0 

สรุปวา  จุด  x = 2 เปนจุดสงูสดุสมัพัทธ และจุด  x = - 2 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 
เมื่อ  f // (x) =  0    จะได  

( ) ( )2232

3

4x
x24

4x
x32

+
−

+
 = 0   

ดังนั้น x  = - 32 , 0, 32   เปนจุดเปลี่ยนความเวา 
บน (-∞, - 32 )     f เวาลางเพราะวา f //( x )  <  0   (f //( -4 ) = - 0.016  < 0) 
บน (- 32 , 0)      f เวาบนเพราะวา f //( x ) >  0    (f //( - 1 ) = 0.704  > 0) 
บน (0, 32 )        f เวาลางเพราะวา f //( x )  < 0     (f //(  1 ) = - 0.704  < 0) 
บน ( 32 ,∞)       f เวาบนเพราะวา f //( x )  > 0     (f //( 5 ) = 0.0213  > 0)  
 

x -4 - 32  -2 0 2 32  4 
f  (x) -0.8 -0.866 -1 0 1 0.866 0.8 
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24. จงเขียนกราฟของ f(x) = (x + 2)(x – 2)3   
วิธีทํา f /(x) = 3(x + 2)(x – 2)2 + (x – 2)3 
 เมื่อ f /(x) = 0  จะได 3(x + 2)(x – 2)2 + (x – 2)3 = 0   ดังนั้น x = -1, 2 เปนจุดวิกฤต 

 f // (x) = 6(x + 2)(x – 2) + 6(x – 2)2 
 ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับสอง พบวา f // (2) = 0 ดังนัน้ จึงทดสอบดวยวิธีนี้ไมได 
 ตองตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับหนึ่ง พิจารณาจากจุดวิกฤต เราจะไดชวง (-∞, -1) ,  

(-1, 2) และ (2, ∞) ซึ่ง f /( x ) ≠ 0 ในแตละชวงเหลานั้น โดยการเลือกจุดใดจุดหนึ่งในชวงมา
ทดสอบหาคา f /( x ) ตามทฤษฎีบท 5.7 จะตรวจสอบไดวา 
      บน (-∞, - 1)     f มีคาลดลงเพราะวา f /( x )  <  0      (f /( -2 ) = -64  < 0) 
      บน (- 1, 2)     f มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา f /( x ) > 0      (f /( 1 ) =  8  > 0) 
      บน (2, ∞)       f มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา f /( x )  > 0        (f /( 3 ) = 16  > 0)   

สรุปวา  จุด  x = - 1 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 
เมื่อ f // (x) =  0    จะได 6(x + 2)(x – 2) + 6(x – 2)2 = 0     

ดังนั้น x  =  0, 2  เปนจุดเปลี่ยนความเวา 
บน (-∞ ,0)    f เวาบนเพราะวา f //( x )  >  0    (f //( -2 ) =  96  > 0) 

         บน (0 , 2 )    f เวาลางเพราะวา f //( x ) <  0     (f //( 1 ) = - 12  < 0) 
บน (2 ,∞)     f เวาบนเพราะวา f //( x )  > 0     (f //( 3 ) =  36  > 0)   
 

x -2 -1 
2
1−  0 1 2   3 

f  (x) 0 -27 
16
375

−  -16 -3 0 5 
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เฉลยใบกิจกรรมที ่6 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  การประยุกตของอนุพันธ  : โจทยปญหาการหาคาสงูสดุและตํ่าสดุ 
ชื่อ....................................................................................................เลขที่............................. 

 
โจทยปญหาการหาคาสูงสดุและตํ่าสดุ 
 ในชีวิตประจําวัน มีปญหามากมายทีต่องการคาํตอบเปนคาที่เหมาะสม (optimization 
problem) ซึ่งเก่ียวของกับการหาคาสงูสดุหรือคาต่ําสุดของฟงกชัน เชน ถาตองการใชลวดหนาม
ลอมรั้วเพ่ือสรางเปนสวนมะมวงรูปสี่เหลี่ยมผืนผา จะตองสรางรั้วขนาดเทาใด จงึจะไดพ้ืนทีม่ากที่สุด 
หรือจะผลิตสินคาก่ีชิน้ เพ่ือใหกําไรมากทีสุ่ด โดยที่สินคามีตนทนุและราคาขายที่กําหนดไว เปนตน  
 
ข้ันตอนวิธีการเปลี่ยนรูปปญหาในชวิีตจรงิใหอยูในรูปฟงกชัน  

 
 
1. รูปสี่เหลี่ยมผืนผารูปหนึง่มีความยาวรอบรูป 120 เซนตเิมตร ถาตองการใหไดพ้ืนทีสู่งสดุ จะตอง
มีความกวางเทาใด   
 วิธีทํา ให x แทนความกวางของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

 ให y แทนความยาวของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
 ให A แทนพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา  
 ดังนั้น A = xy ซึ่งมีตัวแปรสามตัว เราจะตองกําจัดใหเหลือตัวแปรเพียงสองตัว

แปร เพ่ือทําให A เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
 จากโจทยกําหนดใหรูปสี่เหลี่ยมผืนผารูปหนึง่มีความยาวรอบรูป 120 เซนติเมตร 
 จะได 2x + 2y = 120 
 ดังนั้น y = 60 – x 
 จะได  A(x)  = x(60 – x) = 60x – x2  

1. เขียนรูปประกอบ หรือพิจารณารายละเอียดของสิง่ทีโ่จทยกําหนดให 
2. กําหนดตัวแปรแทนปริมาณตาง ๆ ที่มใีนโจทย 
3. สรางฟงกชันทีต่องการหาคาสงูสดุหรือคาต่ําสุด ซึง่ปญหาสวนใหญจะเปนการหา

พ้ืนที่ การหาปริมาตร หรือบางปญหาอาจกําหนดฟงกชนัมาใหแลว    
4. ถาฟงกชันมีหลายตัวแปร ตองทาํใหเปนฟงกชนัของตวัแปรเดียว โดยใช

ความสัมพันธของตัวแปรที่เก่ียวของ 
5. กําหนดขอบเขตของตัวแปรตามเงื่อนไขของโจทย  
6. หาคาสูงสดุหรือคาต่ําสุดของฟงกชนั เพ่ือไดเปนคาํตอบของปญหา   
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A/(x) = 60 – 2x 
  เมื่อ A/(x) = 0  จะได  0 = 60 – 2x 

ดังนั้น x = 30 เปนจุดวิกฤต 
  ขอบเขตของ x คือ จากโจทย จะไดวา 0 < x < 60 จึงจะหาพ้ืนที่ได 

จาก A//(x) =  – 2 < 0 ทําให x = 30 เปนจุดสูงสดุสมัพัทธ 
และ A(30)  =  60(30) – (30)2 = 900 ตารางเซนติเมตร 
พิจารณาที่จุดปลายของชวง 0 < x < 60 
เราจะได A(0)  = 0  และ A(60)  =  0 
เราจึงสรุปไดวา A มีคาสูงสดุที ่x = 30 

นั่นคือ ถาตองการใหรูปสี่เหลี่ยมผืนผามีพ้ืนที่สงูสดุจะตองมีความกวาง 30 เซนติเมตร # 
 
2. กลองใบหนึง่มฐีานเปนรูปสี่เหลี่ยมจตัุรสั และไมมฝีาปด มีพ้ืนที่ภายในกลองทั้งหมด 100 
ตารางนิ้ว จงหาขนาดที่จะทําใหกลองมีปรมิาตรมากทีสุ่ด 

 
วิธีทํา    ให x แทนความยาวของฐานกลอง 

ให h แทนความสงูของกลอง 
ให V แทนปริมาตรของกลอง  
ดังนั้น V = x2h ซึ่งมตีัวแปรสามตัว เราจะตองกําจัดใหเหลือตัวแปรเพียงสอง 

ตัวแปร เพ่ือทําให V เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
จากโจทยกําหนดวา กลองไมมฝีาปด และมีพ้ืนที่ภายในกลองทั้งหมด 100 

ตารางนิ้ว   
จะได x2 + 4xh = 100 

ดังนั้น h = 
4
x

x
25

−  

จะได  V(x)  = 




 −

4
x

x
25

x 2  = 
4
xx25

3

−   

V/(x) = 
4
x325

2

−  

  เมื่อ V/(x) = 0  จะได  0 = 
4
x325

2

−  

x 

h 

x 
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ดังนั้น x = 
3

10
±  เปนจุดวิกฤต 

  ขอบเขตของ x คือ จาก h > 0 ดังนั้น x ตองมีคาอยูระหวาง 0 ถึง 10 จงึจะหา 
ปริมาตรได 

  ดังนั้น จงึใชคา x = 
3

10  เพียงคาเดียว เพราะคาอ่ืนอยูนอกชวง 

จาก V//(x) =  x
2
3

−  ดังนั้น V//(
3

10 ) =  





−

3
10

2
3  = – 35  < 0  

ทําให x = 
3

10  เปนจุดสูงสดุสัมพัทธ 

และ V(
3

10 )  =  
4
3

10

3
1025

3









−





  = 

33
500

 ลูกบาศกนิ้ว 

พิจารณาที่จุดปลายของชวง 0 < x < 10 
เราจะได V(0)  = 0  และ V(10)  =  0 

เราจึงสรุปไดวา V มีคาสูงสดุที ่x = 
3

10  

  นั่นคือ  ถาตองการใหกลองมีปริมาตรมากที่สุด กลองจะตองมีความยาวของ 

ฐานเทากับ 
3

10 นิ้ว และมีความสูงเทากับ 
32

5
2

35
−  นิ้ว   # 

 

3. ผลบวกของจํานวนสามจํานวนเปน 30 ผลบวกของจํานวนที่หนึง่กับสองเทาของจํานวนทีส่องและ
สามเทาของจํานวนทีส่ามเปน 60 จงหาจํานวนทัง้สามนีท้ี่ทําใหผลคณูมีคามากทีสุ่ด 

วิธีทํา    ให x แทนจํานวนทีห่นึง่ 
ให y แทนจํานวนที่สอง 
ให z แทนจํานวนที่สาม  
ให f แทนผลคูณของจํานวนทั้งสาม 
ดังนั้น f = x × y × z  ซึ่งมตีัวแปรสีต่ัว เราจะตองกําจัดใหเหลือตัวแปรเพียงสอง

ตัวแปร เพ่ือทําให f เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
จากโจทยกําหนดใหผลบวกของจํานวนสามจํานวนเปน 30 และผลบวกของจํานวน

ที่หนึง่กับสองเทาของจํานวนที่สองและสามเทาของจํานวนที่สามเปน 60 
จะได  x + y + z = 30  และ x + 2y + 3z = 60 
ดังนั้น z = 30 – x – y  และ  y = 30 – 2x 
จะได  f(x)  = x(30 – 2x)(30 – x – 30 + 2x) = 30x2 – 2x3  

f /(x) = 60x – 6x2 
  เมื่อ f /(x) = 0  จะได  0 = 60x – 6x2 
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ดังนั้น x = 0 , 10 เปนจุดวิกฤต 
  เนื่องจากกรณีนีไ้มมีขอบเขตของ x   จึงสามารถใชคา x ไดทั้งสองคา 

จาก f  //(x) =  60 – 12x  
จะได  f  //(0) =  60  >  0   
และ f  //(10) = – 60  < 0  ทําให x = 10 เปนจุดสงูสดุสมัพัทธ 

  นั่นคอื  จํานวนทัง้สามไดแก 10 , 10 และ 10 ซึง่ทําใหผลคณูมีคามากทีสุ่ด (ซึง่มีคา
เทากับ 1000) # 
 

4. ชายคนหนึ่งมีลวดหนามอยู 400 เมตร ตองการลอมรัว้รอบที่ดินรูปสี่เหลี่ยมผืนผา ไวปลูกมะมวง
โดยใชรั้วบานเปนรั้วหนึ่งของสวนนี้ ถาเขาปลูกมะมวง 4 ตน ตอที่ดินทุกๆ 5 ตารางเมตร เขาจะ
ปลูกมะมวงไดมากที่สุดก่ีตน โดยลอมรั้วดวยลวดหนามทีม่ีอยู 

 
วิธีทํา    ให x แทนความกวางของสวน 

ให y แทนความยาวของสวน 
ให A แทนพ้ืนที่ของสวน   
ดังนั้น A = xy ซึ่งมีตัวแปรสามตัว เราจะตองกําจัดใหเหลือตัวแปรเพียงสอง 

ตัวแปร เพ่ือทําให A เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
จากโจทยกําหนดใหใชลวดหนาม 400 เมตร ลอมรั้วรอบที่ดินรูปสี่เหลี่ยมผนืผา โดย

ใชรั้วบานเปนรั้วหนึ่งของสวนนี้  และใหไดพ้ืนที่มากทีสุ่ด เพ่ือสงผลใหสามารถปลูกมะมวง
ไดมากที่สุด  

จะได 2x + y = 400 
ดังนั้น y = 400 – 2x 
จะได  A(x)  = x(400 – 2x) = 400x – 2x2  

A/(x) = 400 – 4x 
  เมื่อ A/(x) = 0  จะได  0 = 400 – 4x 

ดังนั้น x = 100 เปนจุดวิกฤต 
  ขอบเขตของ x คือ จาก y > 0 ดังนั้น x ตองมีคาอยูระหวาง 0  ถงึ 200 จึงจะ 

หาพ้ืนที่ได 
จาก A//(x) =  – 4 < 0 ทําให x = 100 เปนจุดสูงสดุสัมพัทธ 
และ A(100)  =  100(400 – 200) = 20000 ตารางเมตร 
พิจารณาที่จุดปลายของชวง 0 < x < 200 

y 
x 

รั้ว
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เราจะได A(0)  = 0  และ A(200)  =  0 
เราจึงสรุปไดวา A มีคาสูงสดุที ่x = 100 

  นั่นคอื  พ้ืนที ่20000 ตารางเมตรซึง่เปนพ้ืนทีท่ี่มากทีสุ่ดที่จะสามารถลอมรั้วดวยลวด

หนามที่มีอยูนั้น สามารถปลูกมะมวงไดมากทีสุ่ดจํานวน 







5
200004 =16,000 ตน  #  

 

5. ลวดเสนหนึง่ยาว 10 นิ้ว ตองการตัดแบงออกเปนสองสวน โดยสวนหนึง่ขดเปนวงกลมรัศมี r นิ้ว 
อีกสวนหนึ่งทําเปนสี่เหลี่ยมจตัุรสัยาวดานละ x นิ้ว จงหาวาจะตัดแบงลวดอยางไร จึงจะทําให
ผลบวกของพ้ืนที่วงกลมและพ้ืนทีส่ี่เหลี่ยมจตัุรัสมีพ้ืนที่มากที่สุด 

 
วิธีทํา    ให x แทนความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมจตัุรสั 

ให r แทนรัศมีของวงกลม 
ให A แทนผลรวมของพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมจตัุรัสและวงกลม  
ดังนั้น A = πr2 + x2 ซึ่งมีตัวแปรสามตัว เราจะตองกําจัดใหเหลือตัวแปรเพียงสอง

ตัวแปร เพ่ือทําให A เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
จากโจทยกําหนดใหตัดแบงลวดซึง่ยาว 10 นิ้ว ออกเปนสองสวน โดยสวนหนึ่งขด

เปนวงกลมรัศมี r นิ้ว อีกสวนหนึง่ทําเปนสีเ่หลี่ยมจตัุรสัยาวดานละ x นิ้ว  
จะได 4x + 2πr = 10 

ดังนั้น x = 
4

r210 π−  

จะได  A(r)  = πr2 + 
2

4
r210





 π−   

A/(r) = r
2
1

2
5

r2 2π+π−π  

  เมื่อ A/(r) = 0  จะได  0 = r
2
1

2
5

r2 2π+π−π  

ดังนั้น r = 
π+4

5  เปนจุดวิกฤต 

  ขอบเขตของ r  คือ  จาก x > 0 จะไดวา 0 < r < 
π
5  จึงจะหาพ้ืนที่ได 

      จาก A//(r) = 2

2
1

2 π+π > 0  ทําให r = 
π+4

5  เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ สงผลใหไดพ้ืนที่นอยที่สุด 

พิจารณาที่จุดปลายของชวง 0 < r < 
π
5  

2πr 4x 

x r 

x 
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เราจะได A(0)  = 
4
25   และ A(

π
5 )  =  

π
25  

เราจึงสรุปไดวา A มีคาสูงสดุที ่r = 
π
5  

  นั่นคอื  ถาตัดลวดออกเปนสองสวน จะไมไดพ้ืนที่มากทีสุ่ด แตถาไมตัดลวดเลย 

แลวเอามาดัดเปนรูปวงกลม จะไดพ้ืนที่มากที่สุดโดยที่วงกลมมีรัศมี 
π
5  นิ้ว  # 

 
6. จงหาจุดบนกราฟพาราโบลา y = (x – 3)2  ที่ใกลจุด (0, 0) มากที่สุด 

 
         วิธีทํา    ให P(x, (x – 3)2) เปนจุดบนกราฟพาราโบลา y = (x – 3)2 ที่ใกลจุด (0, 0) ทีสุ่ด 

ให L แทนระยะทางระหวางจุด (0, 0) และจุด P  
จะได  L(x)  = ( ) ( )( )222 03x0x −−+−  

L/(x) = 
( )42

3

3xx2
)3x(4x2

−+

−+  

  เมื่อ L/(x) = 0  จะได  0 = 
( )42

3

3xx2
)3x(4x2

−+

−+  

ดังนั้น x = 2, 
2

57 −±   เปนจุดวิกฤต 

  เนื่องจากกรณีนีไ้มมีขอบเขตของ x   แต 
2

57 −±  ไมเปนจํานวนจริง จงึใชคา  

x = 2 ไดเพียงคาเดียว  

จาก L//(x) = 
( )

( )
( )( )2

3
42

23

42

2

3xx4

)3x(4x2
3xx2
2)3x(12

−+

−+
−

−+

+−   

L//(2) = 3.13 > 0 ทําให x = 2 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

(0 , 0) 

P 
L 

X 

Y 
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ดังนั้น ที ่x = 2 ทําให L(2) เปนระยะทางที่นอยทีสุ่ด 
  นั่นคือ  จุด (2, 1) อยูใกลจุดกําเนิดมากที่สุด   # 
 

7. ในการผลิตอุปกรณชนดิหนึ่ง มีตนทุนในการผลิต x ชิ้นตอวัน เปน 25x35x
4
1 2 ++  บาท และ

ขายไดในราคาชิ้นละ x
2
1

50 − บาท  

หมายเหต ุ ปญหาขอนี้มีสมมตฐิานวาใน 1 วัน ผลติไดเทาไรก็ขายไดเทานั้น 
 

7.1 ควรผลติวันละก่ีชิ้นจงึจะไดกําไรสงูสดุ 
วิธีทํา   ให f แทนกําไรตอวัน  

ดังนั้น f (x)  = x( x
2
1

50 − ) – ( 25x35x
4
1 2 ++ ) = 25x15x

4
3 2 −+−  

โดยที่มีสมมตฐิานวาใน 1 วัน ผลติไดเทาไรก็ขายไดเทานั้น 

จะได f /(x) = 15x
2
3

+−  

  เมื่อ f /(x) = 0  จะได  0 = 15x
2
3

+−  

ดังนั้น x = 10 เปนจุดวิกฤต 
  ขอบเขตของ x คือ x ∈ (0 , ∞)   

จาก f //(x) =  
2
3

−  < 0 ทําให x = 10 เปนจุดสงูสดุสมัพัทธ 

และ f(10)  =  50 บาท 

พิจารณาที่ปลายของชวง  จะได 2525x15x
4
3

lim 2

0x
−=





 −+−

→
  

และ −∞=




 −+−

∞→
25x15x

4
3

lim 2

x
 

เราจึงสรุปไดวา f มีคาสูงสดุที ่x = 10 
  นั่นคอื  ควรผลติวันละ 10 ชิ้นจงึจะไดกําไรสงูสดุ    # 

7.2 จงแสดงวา จํานวนทีผ่ลติในขอ 7.1 ทําใหตนทุนในการผลิต 1 ชิ้น มีคาต่ําสุด 
วิธีทํา   ให f แทนตนทุนในการผลิต 1 ชิ้น  

ดังนั้น f (x) = 














 ++

x

25x35x
4
1 2

 = 
x
25

35x
4
1

++  

จะได  f /(x) = 2x
25

4
1

−  
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  เมื่อ f /(x) = 0  จะได  0 = 2x
25

4
1

−  

ดังนั้น x = 10±  เปนจุดวิกฤต 
ขอบเขตของ x คือ x ∈ (0, ∞)  ดังนั้น จงึใชคา x = 10 เพียงคาเดียว เพราะคาอ่ืน

อยูนอกชวง 

จาก f //(x) =  3x
50  จะได f //(10) = 0.05 > 0 ทําให x = 10 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

และ f(10)  =  ( )
10
25

3510
4
1

++  = 40 บาท 

พิจารณาที่ปลายของชวง  จะได ∞=




 ++

→ x
25

35x
4
1

lim
0x

  

และ ∞=




 ++

∞→ x
25

35x
4
1

lim
x

 

เราจึงสรุปไดวา f มีคาต่ําสุดที ่x = 10     # 
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เฉลยใบกิจกรรมที ่7 
วิชา คณิตศาสตร 1 (MATHEMATICS 1) : MA111 
เน้ือหา  การประยุกตของอนุพันธ  : ความเรว็และความเรง อัตราสมัพัทธ และคาเชงิอนุพันธ
และการประยุกต 
ชื่อ...................................................................................................เลขที่............................. 
 

ความเร็วและความเรง 
 
 

วัตถหุนึ่งเคลื่อนที่ในแนวเสนตรง วัดระยะทางที่วัตถนุั้นเคลื่อนที่ไปในชวงเวลาหนึ่ง  
ถาให  s = ระยะทางมีหนวยตามที่จะกําหนด  และ  t = เวลามีหนวยตามที่จะกําหนด 
เราจะได  s = f(t) เปนสมการของการเคลื่อนที่ของวัตถ ุณ เวลา t ใด ๆ 
จากความรูทางคณติศาสตรเบ้ืองตน เราทราบวา 
( ) ( )

12

12

tt
tftf

−
−  = ความเร็วเฉลี่ยของวัตถซุึ่งเคลื่อนทีไ่ปในเวลา t2 - t1 หนวย 

ถาเราเปลี่ยนสญัลกัษณ โดยให t2 - t1 = ∆t  จะได 
( ) ( )

t
tfttf 11

Δ
Δ −+  = ความเร็วเฉลี่ยของวัตถซุึ่งเคลื่อนทีไ่ปในเวลา ∆t หนวย 

โดยไมเสียสภาพทั่วไปเราจะให  t1 แทนเวลา t ใด ๆ และ 
( ) ( )

t
tfttf

lim 11

0t Δ
Δ

Δ

−+
→

= ความเร็วชั่วขณะของวัตถุเมื่อเวลา t ใด ๆ  

ซึ่งเราทราบวานี่คอือนุพันธอันดับหนึง่ของฟงกชัน f   
นี่คอืเหตผุลวาทําไมสมการของความเร็วจึงหาไดจากการหาอนุพันธของฟงกชนัที่เก่ียวของกับการ
เคลื่อนที่นั่นเอง  ( และเชนเดียวกันกับเมื่อหาอนุพันธของฟงกชนัที่เก่ียวของกับความเร็ว จะได
สมการของความเรง )  
 

การกําหนดคาบวกหรือคาลบของระยะทาง s, ความเร็ว v, ความเรง a  
ในการแกปญหาเก่ียวกับความเร็ว ความเรง เราตองกําหนดทิศทางของการเคลื่อนที่ใหวัตถุ 

โดยกําหนดคาบวกหรือคาลบใหแกตัวแปร s, v, a ดังนี้ 
ขอตกลง     A    B 

ถากําหนดใหวัตถุเคลื่อนทีจ่ากจุด A ไปยังจุด B  จะได  
1. ระยะทาง s  จากจุด A ไป B  มีคาเปนบวก   และถากลบักัน s  จะมีคาเปนลบ 
2. ความเร็ว v ของวัตถทุี่เคลื่อนที่จาก A ไป B มีคาเปนบวก ถากลับกัน v จะมีคาเปนลบ 
3. ความเรง a  มีคาแปรตามการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว v  ดังนี ้

3.1 ถาความเร็วเพ่ิมข้ึน  a  มีคาเปนบวก 

 ทําไมสมการของความเร็วจึงหาไดจากการหาอนุพันธของฟงกชันที่เก่ียวของกับการเคลื่อนที่ ??? 

3.2 ถาความเร็วลดลง    a  มีคาเปนลบ 
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1. วัตถหุนึ่งเคลื่อนที่ในแนวเสนตรง โดยมสีมการของการเคลื่อนที่เปน s(t) = t3 – 4t2 – 3t     
   จงหาความเร็วและความเรงเมื่อเวลา t ใด ๆ  และจงหาความเรงขณะที่ความเร็วมีคาเปนศนูย  
 วิธีทํา เพราะวา s(t) = t3 – 4t2 – 3t 
  ดังนั้น  v(t) = s/(t)  =  3t2 – 8t – 3   =  ความเร็วของวัตถุเมื่อเวลา t 
  และ  a(t) = v/(t)  =   6t  – 8   =  ความเรงของวัตถเุมื่อเวลา t 
  เมื่อเวลาเทากับ t   ความเร็วมีคาเปนศูนย นั่นคือ  3t2 – 8t – 3  =  0  

   จะได  ( 3t  + 1 )( t  – 3 ) = 0 
   จะได       t  =   3, – 

3
1  

นั่นคือ    ความเร็วมีคาเปนศูนย เมื่อ  t  =  3 
ดังนั้น ความเรงขณะที่ความเร็วมีคาเปนศนูย เทากับ a( 3 ) =  6( 3 ) – 8  =  10  # 

 
2. กลิ้งลูกหินบนพ้ืนราบในแนวตรง ดวยสมการของการเคลื่อนที่ s(t) = 2t  +  t2 –  t3 
    เมื่อ s  แทนระยะทางมีหนวยเปนเมตร และ t  แทนเวลามีหนวยเปนวินาท ี
 2.1 เมื่อเวลา t = 1 ลูกหินจะอยูหางจากจุดเริม่ตนเทาใด 
 วิธีทํา เมื่อเวลา t = 1 ลูกหินจะเคลื่อนที่ไปไดระยะทางเทากับ s(1) = 2(1) +(1)2 -(1)3  

     =    2 
  นั่นคือ  เมื่อเวลา t = 1 ลูกหินจะอยูหางจากจุดเริม่ตน 2 เมตร   # 
 2.2 เมื่อเวลา t = 1 ความเร็วชั่วขณะและความเรงชั่วขณะเปนเทาใด 
 วิธีทํา เพราะวา s(t) = 2t  +  t2 –  t3  
   ดังนั้น  v(t) = s/(t)  =   2 + 2t – 3t2  =  ความเร็วของวัตถุเมื่อเวลา t  
   และ  a(t) = v/(t)  =   2  – 6t   =  ความเรงของวัตถเุมื่อเวลา t 

       เมื่อเวลา t = 1 ความเร็วชั่วขณะเทากับ v(1) = 2 + 2(1) – 3(1)2 = 1 เมตร/วินาท ี
       และ ความเรงชั่วขณะเทากับ a(1)  =   2  – 6(1)   =  –  4 เมตร/วินาที2 # 

 2.3 ลูกหินจะกลับมาทีเ่ดิมเมื่อเวลาผานไปก่ีวินาท ี
 วิธีทํา ลูกหินกลับมาที่เดิม  หมายความวา         s(t) =  0 

  จะได                            2t  +  t2 –  t3  =  0 
จะได               t( 2 +  t – t2 ) =  0 
จะได    t ( – t  + 2 )( t  + 1 )   = 0 
จะได                    t    =  – 1, 0, 2 

นั่นคือ    ลูกหินจะกลับมาที่เดิมเมื่อเวลาผานไป 2  วินาท ี # 
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3. ยิงปนข้ึนสูเบ้ืองบนในแนวด่ิงจากยอดตึกสูง 34.3 เมตร โดยมีสมการของการเคลื่อนที่เปน  
s(t) = 29.4t  –  4.9t2 เมื่อ s แทนระยะทางมีหนวยเปนเมตร และ t  แทนเวลามีหนวยเปนวินาท ี
 3.1 อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ s ในชวงเวลา t = 2  ถึง t = 3 เปนเทาไร 
  วิธีทํา เพราะวา  s(t) = 29.4t  –  4.9t2 

จะได  s(2) = 29.4(2) – 4.9(2)2  = 39.2  
   และ s(3) = 29.4(3)  –  4.9(3)2  =  44.1 

             ∴อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ s ในชวงเวลา t = 2  ถึง t = 3 เทากับ  

23
2.391.44

−
−

 = 4.9 เมตร/วินาท ี# 

 
 3.2 ลูกปนจะข้ึนไปสูงสุดเปนระยะทางก่ีเมตรจากยอดตึก 
  วิธีทํา เพราะวา s(t) = 29.4t  –  4.9t2  
   ดังนั้น  v(t) = s/(t)  =   29.4 – 9.8t  =  ความเร็วของวัตถุเมื่อเวลา t  
   ปญหาขอนี้เก่ียวกับสมบัติทางฟสิกส นั่นคือเมื่อลูกปนถกูยิงข้ึนไปใน 

แนวด่ิง ลูกปนจะข้ึนไปเรื่อยๆ จนกระทั่งมีความเร็วเปนศนูย ระยะทางจาก 
จุดเริ่มตนถงึจุดที่มีความเร็วเปนศนูยเปนระยะทางสงูสุดที่ลูกปนจะข้ึนไปได  
จากนั้นลูกปนจะเริ่มตกลงมาสูพ้ืนดินดวยอํานาจแรงดึงดูดของโลก  
เมื่อ  0 =  29.4 – 9.8t  จะได  t = 3   นั่นคอื ลูกปนจะข้ึนไปสงูสดุเมื่อ t = 3  
ดังนั้น ลูกปนจะข้ึนไปสูงสุดเปนระยะทาง s(3) = 29.4(3)  –  4.9(3)2  
             = 44.1 เมตรจากยอดตึก # 
 

 3.3 ขณะที่ลูกปนตกถงึพ้ืนดิน      ลูกปนมีความเร็วเทาใด 
  วิธีทํา เมื่อลูกปนตกถึงพ้ืนดิน จะไดวา s(t) =  – 34.3  

( เพราะลกูปนมีทิศทางกลบักันกับทิศทางเริ่มตนยิง ) 
    จาก           29.4t  –  4.9t2  =  – 34.3 

จะได        4.9t2  – 29.4t  – 34.3   =  0 
      49t2   –  294t   – 343   =  0 

จะได           ( 49t  + 49 )( t  – 7 )  = 0 
จะได                            t  =  – 1, 7 

นั่นคอื    ลูกปนตกถึงพ้ืนดินเมื่อ t  =  7 
  ดังนั้น ลูกปนมีความเร็วขณะที่ตกถงึพ้ืนดินเทากับ v(7) = 29.4 – 9.8(7) = -39.2 เมตรตอวินาท ี# 
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อัตราสัมพัทธ  
จากเรื่องความเร็วและความเรงทีผ่านมานั้น เปนการพิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัว

แปรตัวหนึง่ (ซึ่งเปนฟงกชันของ t) เทียบกับ t กลาวคือ ความเร็วเปนการพิจารณาอัตราการ
เปลี่ยนแปลงของระยะทาง (ซึ่งเปนฟงกชนัของเวลา) เทยีบกับเวลา ในขณะที่ความเรงเปนการ
พิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว (ซึ่งเปนฟงกชันของเวลา) เทียบกับเวลา ความเร็วและ
ความเรงจึงเปนตวัอยางหนึง่ของอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรเพียงตัวเดียว (Rate of Change)   

ในขณะที่ อัตราสมัพัทธ (Related Rate) เปนการพิจารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัว
แปรหลายตัว(ซึง่ตางก็เปนฟงกชันของ t) เทียบกับ t  ประโยชนของการศึกษาเรื่องอัตราสัมพัทธ คอื 
หากเราทราบอัตราการเปลี่ยนแปลงเพียงบางตัวเทียบกับ t  เราก็จะสามารถหาอัตราการ
เปลี่ยนแปลงตัวอ่ืน ๆ ที่เก่ียวของได เรียกอัตราการเปลีย่นแปลงที่เก่ียวของนี้วา อัตราสมัพทัธ 

ข้ันตอนในการแกปญหาโจทยที่เก่ียวกับอัตราสัมพัทธ 
    1. เขียนรูป  หรือพิจารณารายละเอียดของสิง่ทีโ่จทยกําหนดให 
    2. สรางสมการแสดงความสัมพันธของตัวแปรที่ทราบอัตราการเปลี่ยนแปลงกับตัวแปรที่
ไมทราบคา 
    3. หาอนุพันธทั้งสองขางของสมการในขอ 2  เทยีบกับเวลา (t) 
    4. แทนคาตัวแปร  และอัตราการเปลี่ยนแปลงที่ทราบคาลงในสมการจากขอ 3 
    5. หาอัตราการเปลี่ยนแปลงทีต่องการ  โดยการแกสมการจากขอ 4 

 
4. บันไดยาว 15 เมตร วางพิงกําแพงโดยที่ปลายลางของบันไดถกูดึงใหเคลื่อนที่หางออกจาก
กําแพงดวยอัตราเร็ว 1.5 เมตรตอวินาท ี

4.1 ปลายบนของบันไดจะเคลื่อนทีต่่ําลงมาดวยอัตราเรว็เทาใดเมื่อปลายลางอยูหางจาก
กําแพง 10 เมตร 

 วิธีทํา  ให x แทนระยะที่ปลายลางของบันไดอยูหางจากกําแพงเมื่อเวลา t ใด ๆ 
 ให y แทนระยะที่ปลายบนของบันไดอยูหางจากกําแพงเมื่อเวลา t ใด ๆ 
ความสัมพันธระหวาง x  และ y  เมื่อเวลาใดๆ คือ x2 + y2 = 152  ดังรูป 

 
           y2 = 225 – x2 

หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t  จะได   ( ) ( )22 x
dt
d

y
dt
d

−=  

         
dt
dx

x2
dt
dy

y2 −=  

บันไดยาว 15 เมตร y 

x 
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dt
dx

y
x

dt
dy

⋅−=  

   โจทยกําหนดให 5.1
dt
dx

=   เมตรตอวินาท ี

   เมื่อ x =  10  จะได  1251015y 22 =−=  
   ดังนั้น     ( )5.1

125
10

dt
dy −

=  ≈  -1.3416 เมตรตอวินาท ี# 
 

4.2 เมื่อใดปลายลางและปลายบนของบันไดจะเคลื่อนที่ดวยอัตราเรว็เทากัน 
วิธีทํา ถาปลายลางและปลายบนของบันไดเคลื่อนที่ดวยอัตราเรว็เทากัน  

นั่นคือ 
dt
dx

dt
dy

=  

ซึ่งจากความสัมพันธของโจทยในขอนี้ คือ  
dt
dx

y
x

dt
dy

⋅−=  

จะไดวา ปลายลางและปลายบนของบันไดจะเคลื่อนที่ดวยอัตราเร็วเทากัน เมื่อ x = y  
จาก    x2 + y2 =  152   
แทน x   ดวย y   จะได   y2 + y2 =  225   

           จะได           y     =  5.112  ≈ 10.6 
ดังนั้น  ปลายลางและปลายบนของบันไดจะเคลื่อนที่ดวยอัตราเรว็เทากัน เมื่อปลายลาง 

อยูหางจากกําแพงประมาณ  10.6  เมตร   # 
 

5. ลูกบอลลูนลอยข้ึนจากพ้ืนหางจากผูสังเกตการณ 400 เมตร ดวยอัตราเร็ว 70 เมตรตอวินาที มมุ
เงยของแนวมองของผูสังเกตการณจะเพ่ิมข้ึนดวยอัตราเร็วเทาใด เมื่อลูกบอลลูนอยูสูงจากพ้ืน 600 
เมตร 

 
       วิธทีํา  โจทยตองการทราบอัตราเร็วการเพ่ิมข้ึนของมุมเงยของแนวมองของผูสังเกตการณ 

ให y  แทน ระยะที่ลูกบอลลูนอยูสงูจากพ้ืนเมื่อเวลา t  ใด ๆ  
จากรูปจะได ความสมัพันธระหวางมุมเงยของแนวมองของผูสงัเกตการณ และ y   

เมื่อเวลาใดๆ คือ      
400
y

tan =θ  

400
y

arctan=θ  

        
dt
dy

400
1

400
y

1

1
dt
d

2 ⋅⋅





+

=
θ    (จาก ทบ.2.3(3) อนุพันธของ arctan x ) 

 

y 

400 

 

θ 
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  โจทยกําหนดให 70
dt
dy

=   เมตรตอวินาที และ  y =  600  เมตร 

ดังนั้น   ( )70
400
1

400
600

1

1
dt
d

2 ⋅⋅





+

=
θ   = 0.0538  เรเดียนตอวินาท ี # 

 

6. รถยนตสองคนัเคลื่อนที่ออกจากจุด A  ในเวลาเดียวกัน รถยนตคนัแรกเคลื่อนทีไ่ปทางทศิ
ตะวันออกดวยความเร็ว 45 กิโลเมตร/ชั่วโมง และรถยนตคนัทีส่องว่ิงไปทางทศิเหนอืดวยความเร็ว 
60 กิโลเมตร/ชั่วโมง จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของระยะทางระหวางรถยนตทั้งสอง เมื่อเวลา t = 3  

วิธีทํา   ให x  แทน ระยะทีร่ถยนตคนัแรกอยูหางจากจุด A เมื่อเวลา t  ใด ๆ 
ให y  แทน ระยะที่รถยนตคนัทีส่องอยูหางจากจุด A เมื่อเวลา t  ใด ๆ 
ให z  แทน ระยะที่รถยนตทั้งสองอยูหางกันเมื่อเวลา t  ใด ๆ 
ความสัมพันธระหวาง x , y และ z  เมื่อเวลาใดๆ คือ x2 + y2 = z2  ดังรูป 

 
หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t  จะได  

dt
dzz2

dt
dyy2

dt
dxx2 =+  

                         




 +=

dt
dyy

dt
dxx

z
1

dt
dz  

 โจทยกําหนดให 45
dt
dx

=   กิโลเมตรตอชั่วโมง และ 60
dt
dy

=   กิโลเมตรตอชั่วโมง 

  เมื่อ  t =  3  จะได   x = อัตราเร็ว × เวลา = 45 × 3 = 135 กิโลเมตร 
       y = อัตราเร็ว × เวลา = 60 × 3 = 180 กิโลเมตร 

 225180135z 22 =+=  กิโลเมตร  

ดังนั้น ( ) ( )( )6018045135
225
1

dt
dz

×+×=   =   75  กิโลเมตรตอชั่วโมง  # 
 

7. จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของรัศมีเทียบกับเวลาของลกูบอลลูนทรงกลม ขณะทีม่ีรัศมีเทากับ 
30 เซนตเิมตร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรกาซฮีเลยีมที่เปาเขาไปเทยีบกับเวลาเทากับ 
600 ลูกบาศกเซนติเมตร/วินาที  

วิธีทํา   ให r เปนรัศมีของลูกบอลลนู มีหนวยเปนเซนติเมตร 
ให V เปนปริมาตรของบอลลูน มหีนวยเปนลูกบาศกเซนตเิมตร 

A 

y 

x 

z 
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จากความสัมพันธ V = 
3
4 πr3   

หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t จะได  
dt
dr

r4
dt
dV 2π=    

จาก r = 30 และ 600
dt
dV

=  

ดังนั้น 
dt
dr

)30(4600 2π=  จะได  
π

=
6
1

dt
dr  

นั่นคอือัตราการเปลี่ยนแปลงของรศัมีเทยีบกับเวลาของลกูบอลลูนทรงกลม เมื่อ 
รัศมีเทากับ 30 เซนติเมตร และอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรกาซฮีเลียมที่เปาเขาไปเทียบกับ
เวลาเทากับ 600 ลูกบาศกเซนติเมตร/วินาท ีมีคาเทากับ 

π6
1  เซนติเมตร/วินาท ี # 

 

8. น้ําไหลเขาแทง็กน้ํารูปกรวย ดวยอัตรา 2 เมตร3/นาที แท็งกน้ํามีความสงู 10 เมตร และมีรัศมทีี่
ปากแท็งก 5 เมตร จงหาอัตราเร็วของระดับน้ําที่เพ่ิมข้ึน ขณะที่น้ํามีความลึก 6 เมตร  

วิธีทํา    ให r เปนรัศมีของพ้ืนผิวน้ํา ณ เวลา t  
ให h เปนความสูงของน้ําในแทง็ก ณ เวลา t  
ให V เปนปริมาตรของน้ําภายในแทง็ก ณ เวลา t 
จากความสัมพันธ  hr

3
1

V 2π=   

จะเห็นวา V ข้ึนอยูกับตัวแปรทั้ง r และ h  
เราจะเปลี่ยนรูปตัวแปร r ใหอยูในรูปตัวแปร h  
จากรูปสามเหลี่ยมคลาย ABC กับ APQ  
จะได   

10
h

5
r

=   หรือ  h
2
1

r =  

แทนคาใน  hr
3
1

V 2π=   

จะได      hh
2
1

3
1

V
2






π=   3h

12
1

π=  

หาอนุพันธทั้งสองขางเทียบกับ t จะได  
dt
dh

h
4
1

dt
dV 2π=  

จาก h = 6 และ 2
dt
dV

=  

ดังนั้น 
dt
dh

h
4
1

dt
dV 2π=     

  
dt
dh

6
4
1

2 2π=  

( )
π

=
36

24
dt
dh   ≈  0.071  เมตร/นาท ี

นั่นคือ อัตราเร็วของระดับน้ําที่เพ่ิมข้ึนเทากับ 0.071 เมตร/นาท ี  # 
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คาเชิงอนุพันธและการประยุกต 
 

 ทําไม dy  จึงใชประมาณคา ∆y  ได ??? 
 
ให f  เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดในชวง  I 
ให P( x , y ) และ Q( x + ∆x , y + ∆y ) เปนจุดสองจุดบนกราฟของ y = f(x) ในชวง I  ดังรูป 

 
ลากเสนสมัผสั PT  ทํามุม θ กับแกน x  นั่นคือ RPT

∧
 = θ  และ f มีอนุพันธที่จุด x ∈ I  

ดังนั้น  
2
π

≠θ  

เราจะไดความชันของเสนสัมผัส PT =  
dx
dy   =  tan θ   =  

PR
RT  

เพราะวา PR  =  ∆x  =  dx  ทําให RT  =   dy   =  f /(x)dx 
ดังนั้น  TRQRdyy −=−Δ  

จากรูปจะเห็นวาเมื่อ  Q  เคลื่อนที่มาตามกราฟของ y = f(x)  ย่ิงเขาใกลจุด  P   
เขามากเทาไร ความแตกตางระหวาง ∆y  และ  dy  จะนอยลง ๆ นั่นคือเมื่อ  ∆x  นอยลง
มาก ๆ   dy จะประมาณคา ∆y ไดใกลเคียงมากข้ึน ๆ และเราจะเขียนความสมัพันธไดดังนี ้

   ∆y   ≈  dy   =   f /(x)dx     เมื่อ dx = ∆x    และ ∆x  มีคานอยมาก ๆ . 
เรียก  dy  วา คาเชิงอนุพันธ (differential) ของตัวแปรตาม y  

 
 
 
 

. 
. 
. 

. . 

. 

. 
y+∆y  

y  

Y  

x  
X  0  

∆x 

P(x,y)  dy  
∆y 

x+∆x  

. 
R
  

T
  

Q  
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9. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 3  
 วิธีทํา ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx

x2
1  

   ให    3   = xx Δ+  
   ดังนั้นเลือก  x  = 4    จะได    dx   =   ∆x  =   3 – 4   =   - 1 
   จาก         y   = x     จะได       y =  4  = 2 
                       และ      dy  =  ( )1

42
1

−    =  - 0.25 

   จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy  
   จะได        3                 ≈  2 – 0.25  = 1.75   # 
10. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 2  
 วิธีทํา ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx

x2
1  

   ให    2   = xx Δ+  
   ดังนั้นเลือก  x  = 1     จะได   dx   =   ∆x  =   2 – 1   =  1 
   จาก          y   = x     จะได       y =  1  = 1 
                       และ       dy  =  ( )1

12
1    =   0.5 

   จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy  
   จะได        2                 ≈  1 + 0.5  = 1.5    # 
11. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 25.1  

วิธีทํา  ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx
x2

1  

   ให    25.1   = xx Δ+  
   ดังนั้นเลือก  x = 1     จะได    dx  =   ∆x  =   1.25 – 1   =  0.25 
   จาก         y   = x      จะได       y =  1  = 1 
                       และ       dy =  ( )25.0

12
1    =   0.125 

   จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy  
   จะได        25.1             ≈  1 + 0.125  = 1.125    # 
12. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 98  

วิธีทํา  ให       y   =     f(x)   = x     ดังนั้น  dy =  dx
x2

1  

   ให    98   = xx Δ+  
   ดังนั้นเลือก  x = 100     จะได   dx   =   ∆x  =   98 – 100   =  – 2 
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   จาก         y   = x        จะได y =  100  = 10 
                         และ       dy  =  ( )2

1002
1

−    =  - 0.1 

   จาก xx Δ+  =  y + ∆y  ≈  y + dy  
   จะได        98               ≈  10 – 0.1  = 9.9    # 
 13. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 

1005
1  

วิธีทํา  ให       y   =     f(x)   = 
x
1     ดังนั้น  dy =  dx

x
1
2−  

   ให    
1005

1   = 
xx

1
Δ+

 

   ดังนั้นเลือก  x = 1000  จะได   dx   =   ∆x  =   1005 – 1000   =  5 
   จาก         y   =  

x
1       จะได    y =  

1000
1  =  0.001 

                     และ       dy =  ( )5
1000

1
2−    =  - 0.000005 

   จาก  
xx

1
Δ+

 =  y + ∆y  ≈  y + dy  

   จะได       
1005

1              ≈  0.001 – 0.000005 = 0.000995   # 

14. จงหาคาโดยประมาณของ f(1.98) เมื่อ f(x) = 3x4 – 7x3 + 4x2 – 5 
วิธีทํา  ให       y   = 3x4 – 7x3 + 4x2 – 5   ดังนั้น  dy = ( 12x3 – 21x2 + 8x )dx 

   ให    1.98  =  x + ∆x 
   ดังนั้นเลือก  x = 2     จะได  dx =   ∆x  =   1.98 – 2   =  - 0.02 
             และ     y =  3(2)4 – 7(2)3 + 4(2)2 – 5   =  3 
                        และ   dy = ( 12(2)3 – 21(2)2 + 8(2) )(-0.02)  = -0.56 
   จาก  3(x+∆x)4 – 7(x+∆x)3 + 4(x+∆x)2 – 5 =  y + ∆y  ≈  y + dy  
   จะได     3(1.98)4 – 7(1.98)3 + 4(1.98)2 – 5             ≈ 3 – 0.56 = 2.44 # 
 
 

 
 

บทนิยาม 7.1  ให ∆A เปนคาคลาดเคลื่อนที่อาจเปนไปไดอันเนื่องมาจากการวัดหรือ
จากการคํานวณของปริมาณ A  

1.    
A
AΔ   เรียกวา คาคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ( relative error )  

2.    100
A
A

×
Δ  เรียกวา คาคลาดเคลื่อนรอยละ ( percentage error )  
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15. รูปสี่เหลี่ยมจตัุรสัรูปหนึ่ง วัดความยาวไดประมาณดานละ 12 เซนติเมตร ถาความยาวที่แทจริง
ของแตละดานเปน 11.98 เซนตเิมตร คาคลาดเคลื่อนรอยละของพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมจตัุรสันี้เปน
เทาไร 

วิธีทํา  ใหพ้ืนที่ของสี่เหลี่ยมจตัุรสัเปน A  =   x2    ซึ่งทําใหได   dA  =   2xdx 
   เนื่องจาก   x = 12  และ   dx   =   ∆x  =   11.98 – 12   =  - 0.02 
   จะได  A =  122    =  144 
    ∆A  ≈  dA =  2(12)( - 0.02 ) =  - 0.48   

 100
A
A

×
Δ  ≈ 100

A
dA

×  =  100
144

48.0
×

−   =  - 0.333%    # 

 
16. เสนผานศนูยกลางของวงกลมวงหนึง่วัดได 6 เซนติเมตร ดวยคาคลาดเคลื่อน 0.02 เซนติเมตร 
คาคลาดเคลือ่นสัมพัทธในการคาํนวณหาพ้ืนที่ของวงกลมวงนี้เปนเทาไร 

วิธีทํา    ใหพ้ืนที่ของวงกลมเปน A = 2c
4
π    

 ซึ่งทําใหได          dA  =   dcc
2

⋅
π  

   เนื่องจาก   c = 6  และ   dc   =   ∆c  =   ± 0.02 
   จะได  A =  ( ) 26

4
π     =  9π 

    ∆A  ≈  dA =  ( ) ( )02.06
2

±⋅
π    =   ± 0.06π   

 
A
AΔ  ≈ 

A
dA  =  

π
π±

9
06.0   ≈  ± 0.00667     # 

 
17. การสรางหลงัคารปูครึง่วงกลมมรีาคา 500 บาทตอตารางเมตร ถาวัดเสนผานศูนยกลางของ
หลังคานีไ้ด 120 เมตร โดยคาดวาจะมีคาคลาดเคลื่อนได 1 เมตร  
    17.1 จงหาคาคลาดเคลื่อนโดยประมาณของพ้ืนที่ของหลังคา  

  วิธีทํา ใหพ้ืนที่ของครึง่วงกลมเปน A = 2c
8
π  

 ซึ่งทําใหได                 dA  =   dcc
4

⋅
π  

   เนื่องจาก   c = 120    และ   dc   =   ∆c  =   ± 1 เมตร 
   จะได  A =  ( ) 2120

8
π     =  1800π 

    ∆A  ≈  dA =  ( ) ( )1120
4

±⋅
π   =   ± 30π    ≈  ± 94.24778 # 

 

โดยที่ c คือความยาวของเสนผานศนูยกลางของวงกลม 

โดยที่ c คือความยาวของเสนผานศนูยกลางของวงกลม 
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    17.2 ถาไมตองการใหคาํนวณคาใชจายในการสรางหลังคานี้ผิดไปเกินกวา 12,500 บาท จะตอง
ทําอยางไร   
วิธีทํา ถาไมตองการคาํนวณคาใชจายในการสรางหลงัคานี้ผิดไปเกินกวา 12,500 บาท จะตอง 

 มีคาคลาดเคลื่อนโดยประมาณของพ้ืนที่ของหลงัคาไมเกิน 
500

12500  = 25 ตารางเมตร 

∴ ตองวัดเสนผานศนูยกลางของหลังคานีใ้หมีคาคลาดเคลื่อน dc = ∆c  = ± a  เมตร 
จะได  dA  =   dcc

4
⋅

π   =   ( ) ( )a120
4

±⋅
π   ≤  25 

              25a30 ≤π±  

         
π

≤
30
25

a  ≈  0.26526    

  นั่นคอื  ตองวัดเสนผานศนูยกลางของหลงัคานี้ใหมีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน ± 0.26526 เมตร # 
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ภาคผนวก ช 
แบบทดสอบยอย แบบทดสอบวดัผลสมัฤทธ์ิทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต  

เฉลยแบบทดสอบยอย และเฉลยแบบทดสอบวดัผลสัมฤทธ์ิทางการเรียน 
เรื่องอนุพันธและการประยุกต 
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แบบทดสอบยอยฉบับที ่1  
 
คําชี้แจง  

1. แบบทดสอบฉบับนี้สรางข้ึนเพ่ือวัดความรูความเขาใจของนิสิตในเรื่องตอไปนี ้
  1.1 อนุพันธและอนุพันธอันดับสงู  
  1.2 อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมติิและฟงกชนัผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ  
  1.3 อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย  

2. แบบทดสอบฉบับนี้เปนแบบทดสอบแบบอัตนัย จํานวน 3 ขอ   
3. ใหนสิติแสดงวิธทีําและเติมคาํตอบลงในแบบทดสอบฉบับนี้ใหถูกตองครบถวน 
4. เวลาที่ใชในการทําแบบทดสอบ 25 นาที  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ชื่อ........................................................................................... รหสัประจําตัว…...................... 
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คําสั่ง  จงแสดงวิธีทํา 
1. จงหา f  //(1) เมื่อ f  (x)  =  6x5 – 4x2 
 วิธีทํา ..........................................................................................................   

 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 .......................................................................................................... 

 
2.  จงหาอนุพันธของ x3cosy 5=  

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 
3. จงหาสมการเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน 1yxyx 32 =+−  ณ จุด (1, 1)  

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................   

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                     .......................................................................................................... 
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
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แบบทดสอบยอยฉบับที ่2  
 
คําชี้แจง  

1. แบบทดสอบฉบับนี้สรางข้ึนเพ่ือวัดความรูความเขาใจของนิสิตในเรื่องตอไปนี้  
  1.1 การเขียนกราฟของฟงกชัน  
  1.2 โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและต่ําสุด 
  1.3 อัตราสัมพัทธ และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต 

2. แบบทดสอบฉบับนี้เปนแบบทดสอบแบบอัตนัย จํานวน 4 ขอ   
3. ใหนสิติแสดงวิธทีําและเติมคาํตอบลงในแบบทดสอบฉบับนี้ใหถูกตองครบถวน 
4. เวลาที่ใชในการทําแบบทดสอบ 25 นาที  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ชื่อ........................................................................................... รหสัประจําตัว…...................... 
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คําสั่ง  จงแสดงวิธีทํา 

1. จงเขียนกราฟของ f(x)   =  2x6x
2
3

x 23 +−−  

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
             ......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
             ......................................................................................................... 
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2. จงหาจุดบนกราฟพาราโบลา y = 2x2  ที่ใกลจุด (9, 0) มากที่สุด 
วิธีทํา  ..........................................................................................................   

 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
             .........................................................................................................  

 ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
             .........................................................................................................  
    
3. บอลลูนลอยข้ึนจากสนามหญาในแนวด่ิง โดยจุดเริม่ตนหางจากจุดมุมหนึง่ของสนาม (จุด A)  
เปนระยะทาง 400 เมตร เมื่อลอยไปไดชวงหนึง่พบวา มุมเงยที่จุด A เปน 

4
π  และมุมเงยเพ่ิมข้ึน 

ดวยอัตรา 0.15 เรเดียนตอวินาท ีบอลลูนจะลอยข้ึนดวยความเร็วเทาใด ในขณะเวลานั้น  
วิธีทํา  ..........................................................................................................   

 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
             .........................................................................................................  
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4. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 145  
วิธีทํา  ..........................................................................................................   

 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
             .........................................................................................................  
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แบบทดสอบวดัผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  

 
คําชี้แจง  

1. แบบทดสอบฉบับนี้สรางข้ึนเพ่ือวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกตของนสิิตคณะวิทยาศาสตร ระดับปรญิญาตรี ที่เรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  

2. แบบทดสอบฉบับนี้เปนแบบทดสอบแบบอัตนัย จํานวน 10 ขอ   
3. ใหนสิติแสดงวิธทีําและเติมคาํตอบลงในแบบทดสอบฉบับนี้ใหถูกตองครบถวน 
4. เวลาที่ใชในการทําแบบทดสอบ 2 คาบ ( 100 นาที ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ชื่อ........................................................................................... รหสัประจําตัว…...................... 
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คําสั่ง  จงแสดงวิธีทํา 
1. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) = x8x 2 −  

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 
2. จงหาอนุพันธอันดับทีส่ามของ y  =  (x3 +3)2 

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  
 .......................................................................................................... 

   ..........................................................................................................        
   

3.  จงหาอนุพันธของ
xsin

)xtan(1y 2
+

=  

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               ..........................................................................................................  

 ..........................................................................................................  
           .......................................................................................................... 
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4. จงหาอนุพันธของฟงกชัน  80yx 22 =+  
วิธีทํา  ..........................................................................................................   

 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
  
5. จงหาสมการของเสนสัมผัสกับเสนโคง  x = t2 – 1,   y = 3t   ณ  จุดที่ t = 3 

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               ..........................................................................................................  

 ..........................................................................................................  
 ..........................................................................................................  

   ..........................................................................................................  
               ..........................................................................................................  

 ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
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6. จงหาความชันของเสนสัมผสั L  ซึ่งสัมผสัเสนโคง r = 2 sin θ  ที่จุด  P (1, 
6
π )   

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               ..........................................................................................................  

 ..........................................................................................................  
         ..........................................................................................................  

 
7. ให f(x) = 5xx +  จงหาจุดวิกฤต, ชวงที่ทําใหเปนฟงกชันเพ่ิมและชวงทีท่ําใหเปนฟงกชนัลด  

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
           .........................................................................................................  

 ..........................................................................................................  
                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
             ......................................................................................................... 
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8. ผลตางระหวางจํานวนสองจํานวนเปน 20 จงเลือกจํานวนสองจํานวนนีท้ี่ทําใหผลคูณมีคานอย
ที่สุด 

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
               ..........................................................................................................  

 ..........................................................................................................  
         .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
           .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
           .......................................................................................................... 

 ..........................................................................................................  
           .......................................................................................................... 
 

9. รถยนตคนัหนึ่งแลนไปโดยมสีมการของการเคลื่อนทีเ่ปน s(t) = 42 t
4
5

t250 −  

    เมื่อ s แทนระยะทางมีหนวยเปนเมตร และ t  แทนเวลามีหนวยเปนนาท ีเมื่อความเรงมีคา 
    เปนศูนย รถยนตจะแลนไปไดระยะทางเทาใด 

วิธีทํา  ..........................................................................................................   
 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                ..........................................................................................................  
   ..........................................................................................................  
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10. จงหาอนุพันธของฟงกชัน  4y5xy6x5 42 =+−  
วิธีทํา  ..........................................................................................................   

 ..........................................................................................................   
 .......................................................................................................... 

   .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

               .......................................................................................................... 
 ..........................................................................................................  

                 .......................................................................................................... 
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เฉลยแบบทดสอบยอยฉบับที ่1  
 
คําชี้แจง  

1. แบบทดสอบฉบับนี้สรางข้ึนเพ่ือวัดความรูความเขาใจของนิสิตในเรื่องตอไปนี ้
  1.1 อนุพันธและอนุพันธอันดับสงู  
  1.2 อนุพันธของฟงกชันตรโีกณมติิและฟงกชนัผกผนัของฟงกชนัตรโีกณมิต ิ  
  1.3 อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย  

2. แบบทดสอบฉบับนี้เปนแบบทดสอบแบบอัตนัย จํานวน 3 ขอ   
3. ใหนสิติแสดงวิธทีําและเติมคาํตอบลงในแบบทดสอบฉบับนี้ใหถูกตองครบถวน 
4. เวลาที่ใชในการทําแบบทดสอบ 25 นาที  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ชื่อ........................................................................................... รหสัประจําตัว…...................... 
 
 



 302 

คําสั่ง  จงแสดงวิธีทํา 
1. จงหา f  //(1) เมื่อ f  (x)  =  6x5 – 4x2 
 วิธีทํา f  /(x)     =   30x4 – 8x 
   f  //(x)     =   120x3 – 8  
   f  //(1)     =   112 
2.  จงหาอนุพันธของ x3cosy 5=  

วิธีทํา   
dx
dy  = ( )x3cos

dx
d 5    

= ( )x3cos
dx
d

x3cos5 5  

= ( )( ) ( )x3
dx
dx3sinx3cos5 5 −  

= x3cosx3sin15 4−     
3. จงหาสมการเสนสัมผัสกราฟของฟงกชัน 1yxyx 32 =+−  ณ จุด (1, 1)  

วิธีทํา         ( ) ( )1
dx
d

yxyx
dx
d 32 =+−  

    0y
dx
dxy

dx
dx

dx
d 32 =+−  

           0
dx
dy

y3y
dx
dy

xx2 2 =+−−  

                x2y
dx
dy

y3
dx
dy

x 2 −=+−  

   ( ) x2y
dx
dy

y3x 2 −=+−  

                                 2y3x
x2y

dx
dy

+−
−

=  

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผสักราฟของฟงกชนั 1yxyx 32 =+−  ณ จดุ (1, 1)  

เทากับ  2)1(31
)1(21

+−
−  =   

2
1

−   

ดังนั้น สมการของเสนสมัผสักราฟของฟงกชนั 1yxyx 32 =+−   ณ จุด (1, 1)  
เทากับ y – y1 = m( x – x1 ) 

y – 1 =  
2
1

−  ( x – 1 ) 

                      y  =  
2
1

− x   + 
2
3    
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เฉลยแบบทดสอบยอยฉบับที ่2  
 
คําชี้แจง  

1. แบบทดสอบฉบับนี้สรางข้ึนเพ่ือวัดความรูความเขาใจของนิสิตในเรื่องตอไปนี้  
  1.1 การเขียนกราฟของฟงกชัน  
  1.2 โจทยปญหาการหาคาสูงสุดและต่ําสุด 
  1.3 อัตราสัมพัทธ และคาเชงิอนุพันธและการประยุกต 

2. แบบทดสอบฉบับนี้เปนแบบทดสอบแบบอัตนัย จํานวน 4 ขอ   
3. ใหนสิติแสดงวิธทีําและเติมคาํตอบลงในแบบทดสอบฉบับนี้ใหถูกตองครบถวน 
4. เวลาที่ใชในการทําแบบทดสอบ 25 นาที  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ชื่อ........................................................................................... รหสัประจําตัว…...................... 
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คําสั่ง  จงแสดงวิธีทํา 

1. จงเขียนกราฟของ f(x) = 2x6x
2
3

x 23 +−−  

วิธีทํา    f /(x) =  3x2 – 3x – 6   
     เมื่อ  f /(x) =  0    จะได  3x2 – 3x – 6 = 0  ดังนั้น x   =  -1, 2 เปนจุดวิกฤต 

จาก f // (x) = 6x – 3  
ตรวจสอบดวยอนุพันธอันดับสอง พบวา  f //( 2 )  = 9  > 0 

             f //( -1 ) = -9 < 0 
สรุปวา  จุด  x = - 1 เปนจุดสูงสดุสมัพัทธ และจุด  x = 2 เปนจุดต่ําสุดสัมพัทธ 

เมื่อ     f // (x) =  0  จะได  6x – 3 = 0  ดังนั้น x  =  
2
1  เปนจุดเปลี่ยนความเวา 

f //( x ) > 0  จะได 6x – 3 > 0 หรือ x > 
2
1  นั่นคือกราฟเวาข้ึนบนชวง (

2
1 , ∞) 

f //( x ) < 0  จะได 6x – 3 < 0 หรือ x < 
2
1 นั่นคือกราฟเวาลงบนชวง (-∞, 

2
1 )  

 

x -1 0 
2
1  2   

f  (x) 
2

11  2 
4
5

−  -8 

f / (x) 0 (-) (-) 0 
f // (x) (-) (-) 0 (+) 

  
2. จงหาจุดบนกราฟพาราโบลา y = 2x2  ที่ใกลจุด (9, 0) มากที่สุด 
         วิธีทํา  ให P(x , 2x2) เปนจุดบนกราฟพาราโบลา y = 2x2 ทีใ่กลจุด (9, 0) ที่สุด 
  ให L แทนระยะทางระหวางจุด (9, 0) และจุด P  

จะได  L(x)  = ( ) ( )222 0x29x −+−  

L/(x) = ( )

( ) 24

3

9xx42
9x2x16

−+
−+  

  เมื่อ L/(x) = 0  จะได  0 = ( )

( ) 24

3

9xx42
9x2x16

−+
−+  

ดังนั้น x = 1 , 
4

142 −±−   เปนจุดวิกฤต 

  เนื่องจากกรณีนีไ้มมีขอบเขตของ x   แต 
4

142 −±−  ไมเปนจํานวนจริง จงึใชคา 

x = 1 ไดเพียงคาเดียว  
ทดสอบจุดวิกฤตโดยอนุพันธอันดับหนึ่ง เมื่อพิจารณาจากจุดวิกฤต เราจะได 
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ชวง (-∞, 1)  และ (1, ∞) ซึ่ง L/( x ) ≠ 0 ในแตละชวงเหลานั้น เลอืกจุดใดจุดหนึ่งในชวงมาทดสอบ
หาคา f /( x ) ตามทฤษฎีบท 5.7 จะตรวจสอบไดวา 
      บน (-∞, 1)        L มีคาลดลงเพราะวา L/( x )  < 0     (L/( 0 ) = -1 < 0)  
      บน (1, ∞)         L มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา L/( x ) > 0    (L/( 2 ) = 

113
57  > 0)  

นั่นคือ x = 1 เปนจุดต่ําสุดสมัพัทธ 
ดังนั้น ที ่x = 1 ทําให L(1) เปนระยะทางที่นอยทีสุ่ด 

  นั่นคือ  จุด (1, 2) อยูใกลจุด (9, 0) มากที่สุด       
3. บอลลูนลอยข้ึนจากสนามหญาในแนวด่ิง โดยจุดเริม่ตนหางจากจุดมุมหนึง่ของสนาม (จุด A) เปน
ระยะทาง 400 เมตร เมื่อลอยไปไดชวงหนึง่พบวา มุมเงยที่จุด A เปน 

4
π  และมุมเงยเพ่ิมข้ึนดวย

อัตรา 0.15 เรเดียนตอวินาท ีบอลลูนจะลอยข้ึนดวยความเร็วเทาใด ในขณะเวลานั้น 

 
วิธีทํา  ให y  แทน ระยะที่บอลลูนอยูสูงจากพ้ืนเมื่อเวลา t  ใดๆ  
   ให θ  แทน มมุเงยที่จุด A เมื่อเวลา t  ใดๆ 
จากรูปจะได ความสมัพันธระหวางมุมเงยของแนวมองของผูสงัเกตการณ และ y   

เมื่อเวลาใดๆ คือ 
400
y

tan =θ  

     
400
y

arctan=θ  

   
dt
dy

400
1

400
y

1

1
dt
d

2 ⋅⋅





+

=
θ   (จาก ทบ.2.3(3) อนุพันธของ arctan x ) 

  จาก  
400
y

tan =θ   และ θ = 
4
π    ดังนั้น  y = 400    

โจทยกําหนดให 15.0
dt
d

=
θ   เรเดียนตอวินาท ี 

ดังนั้น      
dt
dy

400
1

400
4001

115.0 2 ⋅⋅





+

=    

     
dt
dy  =   120  เมตรตอวินาท ี 

 นั่นคอืในเวลาทีมุ่มเงยทีจุ่ด A เปน 
4
π  บอลลูนจะลอยข้ึนดวยความเร็ว 120 เมตรตอวินาท ี

 

A 
y 

400 

 

θ 
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4. จงใชคาเชิงอนุพันธหาคาโดยประมาณของ 145  
 วิธีทํา    y   =     f(x)   = x  
  ดังนั้น dy =  dx

x2
1  

  เลือก   x = 144  จะได   dx   =   ∆x  =   145 – 144   =   1 
  จะได y =  144  = 12 
         dy  =  ( )1

1442
1    =  0.04167 

  จาก y + ∆y   =  xx Δ+  
  จะได y + dy  ≈ dxx +  หรือ  145  ≈ 12 + 0.04167 = 12.04167  
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เฉลยแบบทดสอบวดัผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  

 
คําชี้แจง  

1. แบบทดสอบฉบับนี้สรางข้ึนเพ่ือวัดผลสัมฤทธิท์างการเรยีนเรื่องอนุพันธและการ
ประยุกตของนสิิตคณะวิทยาศาสตร ระดับปรญิญาตรี ที่เรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  

2. แบบทดสอบฉบับนี้เปนแบบทดสอบแบบอัตนัย จํานวน 10 ขอ   
3. ใหนสิติแสดงวิธทีําและเติมคาํตอบลงในแบบทดสอบฉบับนี้ใหถูกตองครบถวน 
4. เวลาที่ใชในการทําแบบทดสอบ 2 คาบ ( 100 นาที ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ชื่อ........................................................................................... รหสัประจําตัว…...................... 
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คําสั่ง  จงแสดงวิธีทํา 
1. จงหาอนุพันธของฟงกชัน f(x) = x8x 2 −  

วิธีทํา   x8x
dx
d 2 −    =  ( )2

1
2 x8x

dx
d

−  

=  ( ) ( )8x2x8x
2
1

2
1

2 −− −    , x2 – 8x ≠ 0  

=  ( )

x8x
4x

2 −
−    , x2 – 8x ≠ 0 

  
2. จงหาอนุพันธอันดับทีส่ามของ y  =  (x3 +3)2 
 วิธีทํา y  / =   2(x3 +3)(3x2)  =  6x2(x3 +3)    = 6x5 + 18x2  
   y  // =   30x4 + 36x  
   y  /// =   120x3 + 36   
 

3.  จงหาอนุพันธของ
xsin

)xtan(1y 2
+

=  

วิธีทํา  
dx
dy   = 

( ) ( ) ( )
xsin

xsin
dx
d)xtan(1)xtan(1

dx
dxsin

4

22 +−+
    

     =  
( )

xsin
xcosxsin2)xtan(1xsecxsin

4

22 +−
   

=  
xsin

xsin2xcosxsin2xsecxsin
4

222 −−
  

=  
xsin

xsin2xcos2xsecxsin
3

2 −−
     

=  
xsin

2
xsin
xcos2

xsin
xsec

232

2

−−   =   
xsin
xcos2

xsin
2xsec

32

2

−
−   

4. จงหาอนุพันธของฟงกชัน  80yx 22 =+  

วิธีทํา          ( ) ( )80
dx
d

yx
dx
d 22 =+  

            0y
dx
dx

dx
d 22 =+  

     0
dx
dy

y2x2 =+  
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y
x

dx
dy −

=  

 หมายเหต ุ  วิธีทําอีกแบบหนึง่ในการหาความชัน คือ  80yx 22 =+  
                      2x80y −=  

                 
2x80

x
dx
dy

−
−

=
y
x−

=  

 
5. จงหาสมการของเสนสัมผัสกับเสนโคง  x = t2 – 1,   y = 3t   ณ  จุดที่ t = 3 

วิธีทํา  จาก x = t2 – 1     จะได  
dt
dx =  2t 

y = 3t    จะได 
dt
dy =  3 

เมื่อ t = 3 จะได  x = 8, y = 9,  6
dt
dx

3t
=

=
  และ   3

dt
dy

3t
=

=
 

นั่นคือ 
2
1

dx
dy

3t
=

=
 

หรือความชันของเสนสัมผัสกับเสนโคง  ณ  จุดที่ t = 3  คือ 
2
1  

ดังนั้น สมการของเสนสมัผสักับเสนโคง  x = t2 – 1,   y = 3t   ณ  จุดที่ t = 3  

หรือ จุด (8, 9) คือ     y – 9  =  
2
1  (x – 8)     

หรือ                              y    =  
2
1 x  + 5   

 
6. จงหาความชันของเสนสัมผสั L  ซึ่งสัมผสัเสนโคง r = 2 sin θ  ที่จุด  P (1, 

6
π )   

 วิธีที่ 1  จะได  θ1  =  
6
π   และ  f(θ) =  2 sin θ ดังนั้น f /(θ) =  2 cos θ  

สูตรการหาความชันของเสนสมัผสัในทฤษฎีบท 4.1 คือ 

( ) 1111
/

11
/

11

sin)(fcosf
sin)(fcos)(f

m
θθ−θθ
θθ+θθ

=  

ดังนั้น 





 π






 π−





 π






 π






 π






 π

+




 π






 π

=

6
sin

6
sin2

6
cos

6
cos2

6
sin

6
cos2

4
cos

6
sin2

m  
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




−






















=

4
2

4
32

2
3

2
14

  = 3    

วิธีที่ 2 กําหนดให L เปนเสนสัมผสัเสนโคงที่จุด P  และ φ  เปนมุมเอียงของ L  
   ดังนั้น ความชันของ L  เทากับ  tan φ  

 จากสูตรในทฤษฎีบท 4.2  จะได    tan α   = 

6
cos2

6
sin2

π

π
    = 

6
tan π        

    ดังนั้น                    α   = 
6
π  

  

 
 

 
 

จากรูป  จะไดวา  φ  =  α  +  θ1  =  
66
π

+
π   =  

3
π  

ดังนั้น  ความชนัของเสนสัมผสัเสนโคงที่กําหนดใหทีจุ่ด  P เทากับ  tan 
3
π   = 3    

 
7. ให f(x) = 5xx +  จงหาจุดวิกฤต, ชวงที่ทําใหเปนฟงกชันเพ่ิมและชวงทีท่ําใหเปนฟงกชนัลด  

วิธีทํา        f /(x) = 5x
5x2

x
++

+
 

  เมื่อ  f /(x) =  0     จะได  5x
5x2

x
++

+
 = 0       

ดังนั้น x   =  
3
10

−  เปนจุดวิกฤต 

พบวา  f / (x) ไมนิยามที่จุด  x  =  -5   
นั่นคือ  f / (-5)  หาคาไมได  แสดงวา x   =   -5  เปนจุดวิกฤต 
จะไดวา จุด x   =   -5, 

3
10

−  เปนจุดวิกฤต 

    หาชวงที่ทําใหเปนฟงกชันเพ่ิมและชวงที่ทําใหเปนฟงกชันลด โดยเมื่อพิจารณาจากจุดวิกฤต  
เราจะไดชวง (-∞, -5)  , (-5, 

3
10

− ) และ (
3
10

− , ∞) ซึ่ง f /( x ) ≠ 0 ในแตละชวงเหลานั้น  

θ1 







 π

6
,1P

 

L 

α φ 
θ1 

α 
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โดยการเลือกจุดใดจุดหนึ่งในชวงมาทดสอบหาคา f /( x ) ตามทฤษฎีบท 5.7 จะตรวจสอบไดวา 
      บน (-∞, -5)        พบวา f /( x ) ไมเปนจํานวนจรงิ ดังนัน้ไมพิจารณาชวงนี ้ 
      บน (-5, 

3
10

−  )    f มีคาลดลงเพราะวา f /( x )  < 0     (f /( -4 ) = -1 < 0) 

      บน (
3
10

− , ∞)     f มีคาเพ่ิมข้ึนเพราะวา f /( x ) > 0    (f /( 0 ) = 5  > 0)  

นั่นคือ f เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง (
3
10

− , ∞) และเปนฟงกชนัลดบนชวง (-5, 
3
10

− ) 

 
8. ผลตางระหวางจํานวนสองจํานวนเปน 20 จงเลือกจํานวนสองจํานวนนีท้ี่ทําใหผลคูณมีคานอย
ที่สุด 

วิธีทํา    ให x แทนจํานวนทีห่นึง่ 
ให y แทนจํานวนที่สอง 
ให f แทนผลคูณของจํานวนทั้งสอง 
ดังนั้น f = xy  ซึ่งมตีัวแปรสามตวั เราจะตองกําจัดใหเหลอืตัวแปรเพียงสอง 

ตัวแปร เพ่ือทําให f เปนฟงกชันของตัวแปรเดียว 
จากโจทยกําหนดใหผลตางระหวางจํานวนสองจํานวนเปน 20  
จะได  y – x = 20  และ  y = 20 + x 
จะได  f(x)  = x(20 + x)   =  x2 + 20x  

f /(x) = 2x + 20 
  เมื่อ f /(x) = 0  จะได  0 = 2x + 20 

ดังนั้น x = - 10 เปนจุดวิกฤต  
จาก f  //(x) =  2 > 0 สําหรับทุก x∈R 
ดังนั้น f มีคานอยที่สุดเมื่อ x = -10    นั่นคือ  y = 10 

    นั่นคือ  จํานวนทั้งสองไดแก – 10 และ 10 ซึ่งทําใหผลคณูมีคานอยที่สุดมคีาเทากับ -100  
 

9. รถยนตคนัหนึ่งแลนไปโดยมสีมการของการเคลื่อนทีเ่ปน s(t) = 42 t
4
5

t250 −  

    เมื่อ s แทนระยะทางมีหนวยเปนเมตร และ t  แทนเวลามีหนวยเปนนาท ีเมื่อความเรงมีคา 
    เปนศูนย รถยนตจะแลนไปไดระยะทางเทาใด 

 วิธีทํา เพราะวา s(t) = 42 t
4
5

t250 −   

   ดังนั้น  v(t) = s/(t)  =   500t – 5t3  =  ความเร็วของรถยนตเมื่อเวลา t  
   และ  a(t) = v /(t)  =   500 – 15t2 =  ความเรงของรถยนตเมื่อเวลา t  

เมื่อความเรงมีคาเปนศูนย จะได 0 = 500 – 15t2 
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    t  =  
3

10 , - 
3

10   

ดังนั้น  เมื่อความเรงมีคาเปนศูนย จะได t  =  
3

10   

ดังนั้น  รถยนตจะแลนไปไดระยะทาง s(
3

10 )  = 
42

3
10

4
5

3
10250 






−






   

= 
9

62500     = 6944.44 เมตร   

 
10. จงหาอนุพันธของฟงกชัน  4y5xy6x5 42 =+−  

วิธีทํา           ( ) ( )4
dx
d

y5xy6x5
dx
d 42 =+−  

   0y5
dx
dxy6

dx
dx5

dx
d 42 =+−  

         0
dx
dy

y20y
dx
dy

x6x10 3 =+




 +−  

  0
dx
dyy20y6

dx
dyx6x10 3 =+−−  

          x10y6
dx
dyy20

dx
dyx6 3 −=+−  

     ( ) x10y6
dx
dy

y20x6 3 −=+−  

   3y20x6
x10y6

dx
dy

+−
−

= 3y10x3
x5y3

+−
−

=  
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ภาคผนวก ซ 
แบบวดัความพงึพอใจของนิสิตตอกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธ 

และการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
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แบบวดัความพงึพอใจของนิสิตตอการเรียนเรื่องอนุพันธและการประยุกต 
โดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler  

 
คําชี้แจง  

1. แบบวัดความพึงพอใจฉบับนี้เปนแบบวัดความพึงพอใจตอการเรียนเรื่องอนุพันธและ
การประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler สาํหรับนสิติระดับปรญิญาตรี มีจํานวน 
20 ขอ แบงเปน 2 ตอน คือ  

 ตอนที่ 1 เปนแบบวัดความพึงพอใจตอการเรียนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 

 ตอนที่ 2 เปนแบบวัดความพึงพอใจตอการรวมกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่อง
อนุพันธและการประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler   
 2. ใหนสิติทาํเครื่องหมาย ü ลงในชองทางขวามือหลังขอความที่ตรงกับความรูสึกที่
แทจริงของนิสติเพียงชองเดียว คาํตอบที่นสิติตอบนั้นไมมีถูกหรือผิด เพราะแตละคนยอมมี
ความรูสึกแตกตางกันไป   
 3. ในแตละชองที่แสดงความพึงพอใจ มีความหมายดังนี้  
  พึงพอใจมากทีสุ่ด  หมายความวา นิสิตเห็นดวยกับขอความขอนั้นมากที่สุด 
  พึงพอใจมาก   หมายความวา นิสิตเห็นดวยกับขอความขอนั้นมาก  
  พึงพอใจปานกลาง  หมายความวา นิสิตเห็นดวยกับขอความขอนั้นปานกลาง 
  พึงพอใจนอย   หมายความวา นิสิตเห็นดวยกับขอความขอนั้นนอย  
  พึงพอใจนอยทีสุ่ด  หมายความวา นิสิตเห็นดวยกับขอความขอนั้นนอยที่สุด  
 
ตัวอยาง 
 

ระดับความพึงพอใจ ขอที ่  
ขอความ มาก 

ที่สุด 
มาก ปาน

กลาง 
นอย นอย 

ที่สุด 
1 กิจกรรมการเรียนการสอนทําใหขาพเจามีความ

กระตือรือรน และสนุกกับการเรียนมากข้ึน 
 ü    
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ตอนที ่1 แบบวัดความพึงพอใจตอการเรยีนดวยกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการ  
      ประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 

ระดับความพึงพอใจ ขอที ่  
ขอความ มาก 

ที่สุด 
มาก ปาน

กลาง 
นอย นอย 

ที่สุด 
1 จากการทําใบกิจกรรมในแตละคาบ ทําใหขาพเจา

เขาใจเนื้อหาเรื่องอนุพันธและการประยุกตมากข้ึน 
     

2 การจัดลําดับเนื้อหาในใบกิจกรรม มีความตอเนื่อง
และชัดเจน  

     

3 เนื้อหาในใบกิจกรรม มีความยากงายเหมาะสม      
4 เนื้อหาในใบกิจกรรม มีความเหมาะสมกับเวลาเรียน       
5 เครื่องมือในการทํากิจกรรม ใชไดสะดวกตามความ

ตองการของขาพเจา 
     

6 เครื่องมือในการทํากิจกรรม มีประโยชนตอการเรยีน
การสอนมาก 

     

7 การใชภาพเคลื่อนไหวทําใหกิจกรรมมีความนาสนใจ      
8 การใชภาพเคลื่อนไหวทําใหขาพเจาเขาใจแนวคิดของ

อนุพันธและการประยุกตมากข้ึน 
     

9 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามองเห็นมโน
ภาพของอัตราการเปลี่ยนแปลงตางๆ ไดดีข้ึน 

     

10 กิจกรรมการเรียนการสอนทําใหขาพเจามีความ
กระตือรือรน และสนุกกับการเรียนมากข้ึน 
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ตอนที ่2 แบบวัดความพึงพอใจตอการรวมกิจกรรมการเรียนการสอนเรื่องอนุพันธและการ  
      ประยุกตโดยใชโปรแกรม C.a.R. และโปรแกรม Euler 
 

ระดับความพึงพอใจ ขอที ่  
ขอความ มาก 

ที่สุด 
มาก ปาน

กลาง 
นอย นอย 

ที่สุด 
11 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจาไดมีโอกาส

แลกเปลี่ยนความคิดเห็นกับเพ่ือนมากข้ึน 
     

12 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีอิสระใน
การคิดมากข้ึน 

     

13 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจาเกิดการ
คนพบดวยตนเอง 

     

14 กิจกรรมการเรียนการสอน ชวยพัฒนาความคิดของ
ขาพเจา 

     

15 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจาสามารถ
จดจําแนวคดิของอนพัุนธและการประยุกตไดนานข้ึน 

     

16 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีความมั่นใจ
ในตัวเองมากข้ึน 

     

17 ขาพเจารูสึกสนุกกับการทําใบกิจกรรมระหวางเรียน      
18 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีกําลังใจใน

การเรียนมากข้ึน 
     

19 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีความตัง้ใจ
มากข้ึน 

     

20 กิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหขาพเจามีเจตคติที่ดี
ตอการเรยีนแคลคลูสั  

     

 
ขอเสนอแนะเพ่ิมเติม 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
............................................................................................................................................... 
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